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Введение 

Пусть А — конечное множество и / - и - а р н а я функция, определенная на 
А, значения которой также принадлежат А. Функция/удовлетворяет термаль-
ному условию, если для любого г, 1 й г ё и , и для любых х, у, ах, ..., а1_1, 
а1+1,...,ап, Ъх, ...,Ьп из А из 

/(Яц а1+1, ..., ап) =ДЬ1г ..., х, ..., Ь„) 

следует 

/ К , «¡-1, «¡+1, •••> <0 = / ( ^ 1 , Д>, Ь1+1, ь„). 

Функции, удовлетворяющие термальному условию, будем называть ТУ-функ-
циями. 

Термальное условие впервые было введено независимо Маккензи и Лэмпе 
[8]. Оно является прямым обобщением некоторых очевидных свойств одно-
местных функций и свойств линейных операций в векторных пространствах. 
Различные примеры использования термального 1 условия при построении 
решеток с заданными свойствами содержит статья Тэйлора [12]. 

Обозначим через Ол множество всех функций / : А"-*А, зависящих от 
конечного числа переменных. Предитеративной алгеброй Поста на множестве 
А называется алгебра 3'Х=/\0А \ т, Л, * ) типа (1,1,1, 2) со следующим об-
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разом определенными операциями: 

х2> •••• Хп) = /(Х2 5 х3> •••> > -"О) 

(т/)(х1 5 х2 , ..., х„) = / ( * , , хи х3, ..., х„), 

(4/)(*1> -Х2> ..., х„-1) = У(Х1, х1> х2> ^п-г)» 

(/*8)(Х1> Хг-> хп + т-г) = У(&(Х1' •••> Хт)г хт + 1> • • •> хп + т-1)-

Если / — унарная функция, то С / = т / = 4 / = / (А. И. Мальцев [9]). Клоном 
называется подалгебра а л г е б р ы . ^ , содержащая все проекции е^(х1,..., хп)=х^ 

Клон, состоящий из ТУ-функций, называется ТУ-клоном. Каждый ТУ-
клон на множестве А содержится в некотором максимальном ТУ-клоне [3]. 
При 2 < | Л | < < » по крайней мере один ТУ-клон (клон Бурле) имеет счетное 
число подклонов [11]. На двухэлементном множестве существует только один 
максимальный ТУ-клон, содержащий 11 подклонов. На трехэлементном 
множестве иммется два максимальных ТУ-клона: клон Бурле и клон линейных 
функций (их точные определения приведены в следующем параграфе). Клон 
линейных функций содержит 22 подклона (см. рисунок 1), клон Бурле имеет 
счетное число подклонов. Строение нижней части решетки его подклонов 
изучено Я. Деметровичем и И. А. Мальцевым [5, 6]. Найдены все подклоны 
клона Бурле, состоящие из функций, принимающих не более двух фуксирован-
ных значений. Решетка этих подклонов изображена на рис. 2. Этот рисунок 
показывает, что решетка подклонов клона Бурле значительно сложнее из-
вестной решетки Поста всех подалгебр предитеративной алгебры ^ Х , \А\ = 2. 

Цель данной статьи — продолжить описание строения решетки подклонов 
клона Бурле на трехэлементном множестве. По-видимому, эта решетка явля-
ется наиболее сложным (по строению, а не по мощности) из известных фраг-
ментов решетки подалгебр а л г е б р ы \ Л \ = 3. 

На четырехэлементном множестве имеется уже 25 максимальных ТУ-
клонов [3]. Один из них — клон Бурле, имеет счетное число подклонов. Есть 
ли среди остальных ТУ-клоны с бесконечным числом подклонов, авторам не 
известно. 

1. Подклоны клона 

Говорят, что определенная на А функция / ( х , , . . . ,х„) существенно зависит 
от /-той переменной, если существуют такие элементы а 1 5 . . . , а ! + 1 , . . . , а„ , 
Ь, с£Л, что 

/(<*!, ..., а Ь , а1+1, ..., а„) т^/К, ..., а1_1, с, а1+1, ..:, а„). 

В этом случае г-тая переменная называется существенной. Переменные, не 
являющиеся существенными, называются фиктивными. Функция / называется 
существенно одноместной, если у нее имеется только одна существенная пере-
менная, в противном случае / называется существенно многоместной. 
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В дальнейшем мы везде полагаем А = {0, 1,2}. Как уже сказано, на А 
существуют два максимальных ТУ-клона: 1 и 1 Клон Ь состоит из линейных 
функций, то есть функций, представимых в виде 

а0 + а 1 Х 1+ а 2 х 2 + • • • + апхп 

где сложение и умножение производятся по модулю 3. Решетка подклонов 
клона £ (см. рисунок 1) конечная и была описана в работах Бадьинского и 
Деметровича [1, 2]. Подробное описание ее элементов можно найти также в [5]. 

Другой максимальный ТУ-клон, В, состоит из существенно одноместных 
функций и функций, представимых в виде 

ЛШх1) + -+/Лх„)), (1.1) 

где / 0 : {0,1 }-*А, . . . , /„: Л—{0,1} и сложение производится по модулю 2. 
Этот клон впервые упомянут в работе Бурле [4]. В [6] Я. Деметровичем и И. А. 
Мальцевым описаны все подклоны клона В, состоящие из функций вида (1.1), 
у которых /о может принимать только значения 0 и 1. Образуемая этими подк-
лонами решетка изображена на рисунке 2. Поскольку эта решетка играет 
важную роль в наших дальнейших построениях, приводим также рисунки 3 
и 4, позволяющие лучше уяснить взаимное расположение подклонов и их 
обозначения. 

£ 
Рис. 1 
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* о 

Е<р БЧ> 

Рис: 3 

В дальнейшем везде знак + означает сложение по модулю 2. Первые 
восемь функций, указанных в таблице 1, позволяют используя разложение 
(1.1) задать любую функцию из клона Z 0 , образованного теми функциями 
клона В, значения которых попадают в множество {0,1}. 

Таблица 1 

X <Ро Уо ¿0 Фа (Со Со С1 Хг 

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 
1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 
2 0 1 1 0 1 0 0 1 2 

Более того, так как ¿>0(х)=1 +уд(х), <р0(х)=1 +(р0(х) и ¡¡}0(х)=1+ф0(х), то 
любая отличная от проекции функция из ¿ 0 может быть единственным образом 
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записана в виде 
в в+Т д+/+р 

...,хп) = с+ 2Уо(х^)+ 2 <РоС>Ч,)+ 2 Фо(х1,)' 
7=1 ./=9+1 7=9+/+1 

где с£{0, 1}, g , / , p ë 0 , а индексы 1 ^ / х , ¡ д + / + р ^ п попарно различны; 
Как правило нас не интересует порядок слагаемых и функция Л будет кратко 
записываться как с+Ву0+/<Ро+РФо- Если число слагаемых невелико, то, на-
пример, вместо ФоС^ + УоС^)* 1 +ф(,(х1) + ф0(х2) будем писать <р0+Уо> 1 + 
+ Ф 0 + Ф 0 и т. п. В подобных сокращенных записях будут использоваться и 
другие одноместные функции, которые будут введены позднее. Введем также 
специальные обозначения для некоторых многоместных функций: 

/" (*1 , • • • > хп) = У; (*1) + • • • + у, (х„), 

г4(хх, ..., х„) = <р1(х1) + ...+<р1(хп), 

Рг"(х1; ..., хп) = ф^+.-. + фМ 

Выражения вида /¡" 4- и™ + . . . будет сокращением для 

/"(*1> •••> хп) + и? (хп+15 •••' *п + т ) + - " 

о 
По определению полагаем ^ ^¡=0. 

1=1 
Очевидно, запись с+^^/сръ+рфъ ОТНОСИТСЯ не к одной функции, а к 

целому семейству функций со следующим общим свойством: для любых двух 
функций этого семейства можно перейти от одной функции к другой путем 
введения или опускания фиктивных переменных и изменения порядка слага-
емых. Кажный подклон клона В представляет собой объединение подобных 
множеств, пополненное проекциями. 

Пусть ц £ О л — одноместная функция, принимающая три значения 
Если 

/ « ( * ! , х „ ) = ц(АгЧх1),.... »-Чхп))\ 

то а: /—/ а —автоморфизм клона В. Функцию/" мы будем называть двойст-
венной к / . Если К— подклон клона В и цК= { / а | / £ £ } , то клон цК будем на-
зывать ^-двойственным клону К. При цК=К клон К назовем ^-самодвойствен-
ным. 

В таблице 2 (из работы [6]) для каждого подклона клона указан пример 
базиса, Я2-двойственный клон, а также указаны все функции, в нем содержа-
щиеся (проекции опущены). 
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Клон 

Таблица 2 

^"веншйГ" пример базиса или порождаю-
„„„„ щего множества клон 

Вид функций, 
принадлежащих клону 

Е Е е! е? Е„ Е* <Ро <Ро 
<?о>Ч'о <Ро,¥о 

По И, /о' /о" (лз?/) 
ШГ /оГ <Ро,/о ?>о,/о" (Л5/) 
/А* п? (С о,/о1 

70Ф<, <Ро, (Со,/о Ро, (Со,/? ( " ё / ) 
1\т /т. /о', 1+/от /о"1 (ч.^/), 

1+/о"' (л23=/л) 

Лт <Ро,/о', 1+/от Ро./о"1 («!«/) , 
1+/0"» (лаз>т) 

(Со,/о', 1+/от Ус/о"1 ("!«/), 
1+/0

П! 

12$ Ро, (Со, /о"1 («15/), 
1+/;« (л2з=т) 

/¿о 11 'ООО базиса нет / ? (я^О) 
/„• ( /=1 ,2 , . . . ) 

1о1£ базиса нет <Ро,/? (л^О) 
9>о,/о' ( /=1 ,2 , . . . ) 

/¿£ базиса нет <?„,/? (И«£0) 
(Со,/о' ( /=1 ,2 , . . . ) 

1° о^ г'еФ л0оо базиса нет <Ро,"Со,/оп 

<г>о,<Со,/о' ( /=1 ,2 , . . . ) (л^О) 

/ж- базиса нет /о 1 (Л1&0) 
1+/от./о' ( /=1 ,2 , . . . ) 1+/0"' ( « . ¿ т ) 

'сет базиса нет 

?>о,/о ( /=1 ,2 , . . . ) , 1+/0-» 1+/0"' (Л^Л!) 

I* I* базиса нет Уо,/0"1 (л^О), 
(Со,/,,1 ( /=1 ,2 , . . . ) , 1+/„т 1+/0"» (л2з>т) 

•12% л тво базиса нет <Ро, (Со,/0П1 (л^О), 

' 

«>о, (Со,/о' ( /=1 ,2 , . . . ) , 1+/„т 1+/0"' (Л2=5/Л) 
базиса нет /о", 1+ /? 
/от, 1 +Уо" (»1 = 1,2, ...) (лёО) 

/<?» • . базиса нет (Ро,/?, 1 + / ? 
Ро,/от, 1+/от ( т = 1 , 2 , . . . ) (л«£0) 
базиса нет ¥>о, (Со,/о", 
?>о, (Со,/от, 1+/ 0

т ( т = 1, 2, ...) 1 + / ? (Л5£0) 
г00 Щ ?>о, Ро 
та* Ро, (Со, У'о 

1 т р* *• т ?>о, %,/? , 1+/0" 
( л ё т ) 
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Клон 

FS* 

FZ 

рЧ'Ф 

L, 
Sq> 

К 

Si 

u v 

L<p +у 
LqxI/ 

Hq> 

Hq>\i/ 

G 

Zo 

^-двойст-
венный 

клон 

FZ* 
fty 

pvty 

Lty 

т' 

St}, 

и* 
L<p+y 

Т 1 

Ну 

G 

Z, 

Таблица 2 (продолжение) 

Пример базиса или порождаю-
щего множества 

Фо, ¥о,/от 

(»1=1,2, ...) 

<Ро,Фо, /от ( т = 1, 2, . . . ) 

и1 
и'о 
1 + и*о 

1+«г 

Ро + Уо 
ul.pl 

1 + Уо+Ро 

1+ П + Уа + Уо 

<Ро + ¥о 

Ро + Хо, с0, Сх 

¥>о + )"о, П, Со 

<Ро + Уо, Фо 

Вид функцуй, 
принадлежащих клону 

<Ро, Ро, Va, Wo, ft, 
1+/о" (пШт) 
Ч>о, Фа, fa, 
1+/о" («ё0) 
П, Vo,Vo,Vo,fo, 
1+/о" (л=£0) 

(и^О) 
i/gt+1, 1+ulk*1 

(кш 0) 

0) 
«s, l + us (/2«s0) 
Po+Zo", Vo+/o" 
gyo+fVa+PVo, 
f+p = 2k+\ 
c+<Po+fo,c+Vo+f£, 
(c€{0, 1}, /¡SO) 
с + е т о + Л + ^ о , 
f+p=2k+1 
/о", Po+/o", Vo+/o" 
(BSO) 
Д + Л . + Р Л 
/о", l+/o", «¡>o+/o", 
V0+/0" (" —0) 
C+/o", c+ i>o+/o", 
С + У0+/0" («SO) 
c+gXe+ZPo+Wo-

2. Метод дальнейшего описания подклонов клона В 

Для описания всех подклонов клона В достаточно привести список всех 
таких подклонов. Однако если этим и ограничиться, то останутся без ответа 
следующие важные вопросы: каково взаимное расположение этих подклонов, 
какие функции содержит каждый подклон, какие у него имеются максимальные 
подклоны. Конечно, многое зависит от способа задания подклонов, однако в 
любом случае трудно ожидать, что конкретный список даст удовлетворитель-
ный ответ на каждый из этих вопросов. К тому же весьма трудной представ-
ляется проблема доказательства полноты такого списка. 

Исключительно удобным и наглядным является задание решетки с по-
мощью ее диаграммы. Достаточно взглянуть на диаграмму решетки Поста 

всех подалгебр алгебры \А| = 2, [13], чтобы получить ответ на 
многие вопросы: конечная она или бесконечная, какова ее высота, ширина и 
т. д. Приведенная там же таблица подалгебр вместе с указанной диаграммой 
дает полную информацию об элементах решетки. Аналогичную задачу нам 
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удалось решить в работе [6]: Построена диаграмма решетки подклонов 
клона и приведен список всех подклонов с указанием базисов, содержащихся 
функций и т. д. 

К сожалению, поступить подобным образом при описании подклонов 
клона В мы не сможем. Решетка Л? (В) содержит 3 копии решетки тех-
нически уже трудно изобразить их на одном рисунке. В дальнейшем будет 
показано, что средняя часть решетки ЛС(В) устроена ёще сложнее. 

Чтобы обойти указанные трудности и в тоже время получить достаточно 
наглядное представление о строении решетки Л?(В), примем следующий план. 
Пусть все подклоны клона В составляют внутренность шестиугольника на 
рисунке 5. Треугольники а, Ъ, с содержат клоны, значения функций которых 
попадают в множества {0, 1}, {0,2}, и {1,2} соответственно. Таким образом 
треугольник а содержит все подклоны клона Z 0 . Образуемая ими решетка 
изображена на рисунке 1, а сами клоны, их базисы и функции указаны в таб-
лице 2. Очевидно, треугольники б и с содержат лишь изоморфные копии кло-
нов, содержащихся в треугольнике а. Пунктирная линия, делящая треугольник 
а пополам, указывает на существование автоморфизма клона вследствие 
чего в описании нуждается лишь часть его подклонов. 

Данная работа посвящена описанию клонов, попадающих в четырехуголь-
ник с1 — клонов, содержащих как функции, значения которых принадлежат 
множеству {0, 1}, так и функции, значения которых принадлежат множеству 
{0,2}. К сожалению, образуемая этими клонами решетка уже настолько 
сложна, что изобразить ее на одном рисунке невозможно, и мы довольствуемся 
тем, что рисуем отдельные ее фрагменты, получаемые следующим образом. 
Берется некоторый фрагмент решетки (чаще интервал) и для каждого 
клона К из этого фрагмента строится новый клон "К следующим образом: 
к порождающим клона К добавляется функция получается система 
порождающих клона мК. В некоторых случаях получаем семейство клонов, для 

Рис. 5 



О строении клона Бурле на трехэлементном множестве 11 

элементов которого включения очевидны, и мы довольствуемся диаграммой. 
В более сложных случаях дается доказательство. 

Пунктирная линия в четырехугольнике <1 также указывает на наличие 
автоморфма, позволяющего описывать лишь клоны, принадлежащие одному 
из двух треугольников. Область е содержит клоны функций типов с и Ь, область 
/•клоны типов а и с. Очевидно, обе они в отдельном описании не нуждаются. 

Ограниченный объем статьи не позволяет привести описание клонов, 
содержащих одновременно функции всех трех типов-клонов, попадающих 
в треугольник g. Этих клонов относительно немного, что упрощает построения. 
В треугольнике g также находятся клоны, содержащие одноместные функции, 
принадлежащие три значения. 

3. Клоны типов "К, 2К, 0-<еК, «К при „ 

Пусть АГ-подклон клона Z 0 , Z2-клoн, образованный теми функциями из В, 
значения которых принадлежат множеству {0,2}, М — система порож-
дающих функций клона К. Клон, порождаемый множеством м и {¡г} будем 
обозначать либо через Киц, либо через ^К. В данном параграфе последнее 
обозначение будет употребляться только в том случае, когда К является мак-
симальным подклоном клона К и ц . Поскольку клонов такого типа много, 
то их описание, описание их максимальных подклонов и даже описание их 
обозначений получаются очень громоздкими. С целью упрощения изложения 
мы приводим рисунки, из которых легко уяснить обозначения вновь появляю-
щихся клонов, их взаимное разположение, выделить все максимальные под-
клоны. 

В дальнейшем через будет обозначаться множество всех тех функций, 
которые могут быть получены из / £ О л добавлением и изъятием несущест-
венных переменных и применением операций С и т . Введем специальные обоз-
начения для девяти одноместных функций. Первые восемь из них принадлежат 
клону Z 2 и А0-двойственны одноместным функциям клона Z 0 (Табл. 3). 

Сначала мы опишем клоны, порождаемые функциями подклонов клона 
р£ф (см. рисунок 3) вместе с функциями <р2, с2 или ф2. Рисунок 6 дает представ-
ление о взаимном расположении описываемых интервалов (заштрихованы) в 
решетке ££(В). Эти интервалы не изоморфны друг другу, однако по меньшей 
мере три. средних изоморфно вкладываются в решетку ¿ ( Р £ ф ) , то есть в ниж-
ний интервал. 

Пусть Так как ср2*д = с0 для любой функции д^0, д$Е, то 
клон К и ( р 2 содержит с0. Из ф2*(р2=у0 следует, что ф 0^К=>у 0^Киср 2 . Ра-
венства у 0 * ер 2 = у о, <Ро*ф2=со показывают, что если клон К содержит у0, то 
Ки<р2 отличается от него лишь функциями из (р2. Очевидно, для любого 
К^РШ? клон К является максимальным подклоном клона Ки(р2. Получаем 
семейство клонов, образующее решетку, изображенную на рисунке 7. Из этого 
рисунка легко определить все отличные от А" максимальные подклоны клона ""К. 

Подклоны клона Z02, 10-двойственные подклонам клона образуют 
решетку, изоморфную решетке Согласно заключенному выше сог-
лашению, их обозначения получаем добавлением к обозначениям соответст-
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вующих лодклонов клона слева внизу индекса Л0. Решетки и 
имеют несколько общих элементов. Так как клоны первой решетки 

из одноместных функций могут содержать лишь е{, с0, сг, <р0, фо,уа, <р2> 
а второй — е\, с0, с2, (р2, Фг, У2, Фг, <Ро> т о общими являются только клоны, 
содержащие е}, с0, ср0, <р2, то есть Е, *Е, /0°0, <7°,, £„ , 

Так как у0*с2=с1, то из /„£К и 1 +/т£К следует, что 1 +/п.1€Ки с2 
и /т~1^Кис2 для любого К^Е^. Если содержит (р0 или ¡¡/0, то он 
содержит и с0, а из ф£Кис2 или ф£Кис2 следует с2. Легко убедиться, 
что в остальном клон К и с2 отличается от К лишь функциями из с2. Клоны 
указанного вида образуют решетку, изображенную на рисунке 8. В пересечение 

с попадают клоны Е и /0 0 . 
Переходя к описанию клонов вида 2Киср%, где 2 К ^ Е £ Ф , заметим, что 

все комбинации содержащихся в 2Ки ср2 функций уже рассмотрены, кроме 
(р2*с2=с2*(р2=с2, которые показывают, что 2К\_!(р2=2Ки ср2, то есть 2К\_\(р2 — 

Клоны вида 2<РК образуют решетку, изображенную на рисунке 
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9. Кроме клонов, изображенных на этом рисунке, максимальными подклонами 
клона "К являются клоны 2К и 

Так как ср2*д=с2 для любого и <р2*<р2—ц>2, то клон Киф, 
содержит с2 и (р2,* то есть К\_1ф2=2(?Киф2. Из у0*ф2=ё0, б0*ф2—у0 следует 
важный вывод: если /„^Киц>2, 1 т о 1 + / п е 2 " ^ и 9 ,

2 и 
и Ф2 • Имеются еще равенства 

(р0*ф2=С0, ф0*(р2=50, ф0 *<р2 = С1, ф0*(р2=Уо> Ф2*С2 = С0> 

однако если то {<?„, сг, с2, у0, д0}Я=2,рК. Получаем решетку клонов 
вида (рисунок 10). 

Клонов вида Ки{д!,е2}, где д2€{<р2, Ф2, с2} и 
лишь конечное число, и притом небольшое. Все они указаны в таблице 

4, которая одновременно является и доказательством отсутствия других 
клонов указанного вида. Сама таблица получена следующим образом. Берется 
клон К, удовлетворяющий указанным выше ограничениям. Из таблицы 2 
находится вид функций, в нем содержащихся. Учитывая результаты суперпози-
ций ц*д, где/г — функция из Z 0 , а е£ {ср2, с2, ф2}, находим вид функций клонов 
К и! <р2, Кис2, К и (р2ыс2, Киф2. По таблице 2 устанавливаем макси-
мальный подклон этого клона. 

Для удобства читателя в таблице 5 указан состав клонов Ь ф — . Функции 
новых клонов из таблицы 4 легко находятся по следующим правилам: 

*К = £ 1 1 2К = ки сЪ, 2"К = ки {(р1 с1}, «к = ки {(р1 ф1 сЪ} 

Таблица 4 

К Ки Ч>2 Кисъ хи р2ис2 

и 
"•Я 

К *и„ «и* 
5; "V, - "и.„ 
V., *и, „ чг. фи9 

+7 Шв 

<Р с а*г0 
Ч>7 о 

Ьф+б "в 
Г 1 2 7 "г , , •¿о 
я„ 

2*г„ 
Н<р\1/ 9Пуф 0С 

в я>д ю 
г„ 19 г0 
Ь/ Ф ч ; 2ФЛ "г,, 
к 
г ' 2"г0 

^Зсрф гщ •¿0 
и* 2*2„ фг0 
Ну 

2"г„ 
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Рис. 7 I 
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Таблица 5 

Клон 

и 

и* 
НФ л -

Базис 

Р% 

1 +Р\ 

1 +Р1 

Р'О 

РО, 1 +Р1 

Ч*о + 7о. С , 
\ + <РО + Ч>О 

Содержит функции 

Л 
/ Я , 1 +РО 

1+/о". Со+/о", 9>о+/о" 
1+СТо +М + РФ о ,/+Р = 2к, 
Ю'о+/<?о+РЧ'о,/+Р=2к+ 1. 
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:фрЧ>Ч» 

F t 

оо 

2 f p V 
' со 

Г оо 

h 2 . 

• P c ? г 2 

2 f , 
F * 

О 

Afc . 9 



О строении клона Бурле на трехэлементном множестве 17 

Рисунок 11 дает наглядное представление о взаимном расположении новых 
клонов. Здесь легко заметить «слоистость» в строении, отмеченную на рисунке 
6. Читатель может выделить эти слои и присоединить их к соответствующим 
слоям на рисунках 7—10. 

4. Другие подклоны клона Z0 и Z2 , порождаемые с помощью 
унарных функций из Z2 

Большое количество клонов, описанных в предыдущем параграфе, объяс-
няется определенной «нейтральностью» функций <р2, <р2, с2 по отношению к 
функциям из Z0 : функции <р2, <рг, с2 не меняют значения при изменении пере-
менной на множестве 0,1. Оставшиеся одноместные функции из Z 2 этим 

Рис. 11 
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всойством не обладают, и потому число новых клонов, получаемых с их учас-
тием, невелико. 

В дальнейших рассуждениях без ссылок используется информация о под-
клонах клона содержащаяся в таблицах 2 и 5. Для удобства читателя при-
водим также таблицу 6, содержащую результаты суперпозиций одноместных 
функций. 

Таблица 6 

0 Уо ¿0 Ч>0 Фо ¥о Со С1 

0*У» <Ро <Ро Со С1 <Ро Фо Со Сх 

Гг*е <Рг Ч>2 Уг ¿2 VI ¥г Со с2 
¥о ¥о Со С1 ¥о ¥о Со Сг 

щ*е Ч> 2 4>г Уг А ¥г у/г Со Сг 
Фо <?о Со С1 Фо <Ро Со С1 

¿г*е Фг 9г 5.г Уг Vг с2 Со 
с * ¡7* ¥о V* Со С1 Vо Со Сг 

¥г*0 Ф» <Рг 5г Уг ¥г V2 с2 ч Со 

Пусть ЛГ-клон, порождаемый функциями иЛ и у2. Очевидно, Так 
как (р0*у2=с0 , то К содержит все функции г^, то есть . К з ^ . Очевидно, клон 
К содержит также функции у2*и%; других функций в нем нет. Клон К обозна-
чим через 

Клон уи<р порождается функциями \ + и 1 , у 2 . Содержит функции иЦ1*1, 
И-ы? , а потому и и%к, у2*«3, у2*(1+"о)- Очевидно, Ц,иу2=уи<р. 

Клон порождается функциями р%, у2 и потому Так как 
Фо*У2=<Ро> то у5<рф'=>Ь<р, отсюда и потому Этот клон 
содержит функции 8Уо+/<Ро+РФо> У^ЯУо+Хфо+рФо)- Другие базисы этого 
клона — Уо + Уо. Уа; <Ро+Уо, Уг5 Фо + Фо, Уг\ Ро + Фо, Уг-

Так как клоны Ь'ф, Б'ф, Ц, ф , Иф, содержат Ь ф и не содержатся в ^ , 
то при добавлении у2 к базису любого из этих клонов получается Zl)LJy2=Z0{JZ2. 

Клон, содержащий функции 1 + <р0+у0, у2, содержит Ьч>+а, то есть функции 
с+Фо+/о> с+Фо+/о> а вместе с ними и все функции c+gy(¡+f(p0+pф0, у2 
(с+8Уо+/Фо+рФо)> и потому совпадает с Тот же результат получим, 
беря функции 1 +Уо+Уо> Уг- Таким образом, семейство функций клона 
содержащее существенно многоместную функцию, вместе с у2 может породить 
лишь один из четырех указанных выше клонов. 

Клон порождается функциями ф2. Так как ф2*(рй—у2, то он со-
держит то есть функции г/5, у2*и% и ф2 . 

Клон фия> порождается функциями 1+Ио, фг. Содержит <р0, а вместе с 
ней уг и все функции из уг/9 , то есть ы ,̂ 1 у2+иЗ, у 2 *0 ф2. Очевидно, 
этот же клон порождается функциями 1 -ЬиЦ, ф2. 

Клон, порождаемый функциями у0+Уо и ф2 содержит ф0+у0=(у0+у0)*ф2, 
следовательно д>0 и у2, и потому совпадает с у^(рф. Тот же результат получим, 
взяв функции (Ро+Уо^2 вля^,р1,ф2,таккак((р0+у0+у0)*ф2=у0+у0,ф2*1^=у2. 

*Ьф=Ьфиф2. Состоит из функций Рок+1, ф2*р%1+1 {к^0). 
ф8ф=Бфиф2. Содержит функции р"0, ф2*р1, п ё О . 

Содержит функции р\к+1, ф2*р?+\ 1+р?, ф2*(\+р^) 
0). 
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*Ц> = Ц,иФл, состоит из функций р1к+1, 1 +р1к+1, ф2*Рос+1, ^2*0+/>о"+ 1) 
(к^О). 

= состоит из р^, \+р п
0 , ф2*Ро, ф2*(1+Ро) (пШ0). 

Так как Ь(1,+у\_1ф2=Ь<рф\_1ф2 = фЗ(1)ф, а -максимальный подклон клона 
Z 0 , то все оставшиеся клоны, имеющие вид А"ы ф2, совпадают с 

Из рассмотренных клонов вида не содержат у2 клоны фЬф, фБф, 
ФЬФ, ф17ф. Добавляя у2 к порождающим каждого из них, плучим ''Б^ в первых 
двух случаях, и 2 0 и Z2-в остальных. 

Очевидно, описывая клоны вида К\_ьё2, содержащие существенно 
многоместные функции, достаточно рассмотреть клоны вида ^ и <52, где 

7С/„, ^ „ Д Клон ?£/„ уже содержит <52, поэтому Новым 
является клон содержащий функции 1^,у2*г/о, <52*«о. Клон *БЧ,Ф содержит 
функции в (яуо +/<Ро + РФо), Я £ №о > У 2, 62 }> и потому совпадает с и г 2 . 

Займемся клонами вида *£/„, % , 
Клон ^ ^ порождается базисом \р2. Содержит функции у2*и%, 

д2*и1, ф2, ф2. 
^ { / „ = { 7 , , и С о д е р ж и т функции и"0, 1+Ио, у2*и"0, у2*(1+и$), ф2, ф2. 
*Ьф=Ьф и ф2. Состоит из функций р%к+1, ф2*Рок+1, 
*8ф=Зфиф2. Состоит из функций ф2*рп

0, Фг*Ро-
$Бф=5фиф2. Состоит из функций р%к+1, 1 +р2

0
к, ф2*Рок+1, ф2*(1+Р^), 

Ф2*РТ+\Ф2*(.1+РТУ 
Из ф2*ф0—ф2 заключаем, что фЬ'ф1^ф2=фЬ'ф, ф и ф и ф 2 = ' 1 ' и ф . Клон 

у$1рф1_1ф2 содержит ё2=ф2*у2 и потому совпадает с г о и г 2 . 
Клоны *ЬФ, ^ не содержат ё2. Добавление к любому из них этой 

функции дает 2 0 и ¿ 2 . 
Все вновь полученные клоны указаны в таблице 7. 

Таблица 7 

Клон Базис Содержит функции 
->sv "5, у 2 UO, Уа*мЗ 
уи„ l.+ Ио» Уа 

pl, У а gYo+fq>o+PVo, yi*(gYo+f<?o+PVo) 
u\,Vi tfS,y2*i%,v 2 

*U„ 1 + и„, ц>г C + US, y2*(c+«s), ^2(c€{0, 1}) 
Po, Vi P?+l,Vi*P?+1 

Po, Vi Po, Vs*P2 
1 +PL, Vi C+P?+\Vi*(.c+plk*l),ce{ 0,1} 

*s; 1 +PT, Vi I+Pl", Va*0+/>»").+ \ Vi*P?*1 

Ч'Щ pl, l+p!,Vi C+PS, Vi*(c+pS), 0, 1} 
«0, У2, ¿2, US, У2*Ио, 

«0, y2*"o. Vi 
ul,Vi «S. y2*Uo, Vi, Vi 
1 + Vi с+и;, y2*(c+uS), Vi, Vi, c6{0, 1} 
P%,Vi plk*l,Vi*Plk + 1,Vi*Plktl 

P%,Vi I%,Vi*Po,Vi*Po 
1 +Po, ¥2 h*p\k + \ h*(l+plk), Иф0, щ, v?2} 
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Клоны из таблицы 8 легко получаются из клонов, отмеченных на рисунке 
11, с учетом состава клонов из таблицы 7. 

В таблице 9 указаны все клоны, состоящие из существенно одноместных 
функций и содержащие функции из множества {у2, ф2}-

Таблица 8 
Клон Базис Содержащиеся функции 
У 9 8 9 "о, Уг, <Рг «0, У2*"3, Р2 
у*и9 1 + Уг + <рг, с€{0, 1} 

«о, Рг,(С, "X, Уг*и%, Рг, (Сг 
1 + "о, <Рг, 4>г 
и 5> Рг, <Рг "3, Уг*ио, ¿ 2 Р г , Рг, (С2, ^2 
1 + ы5, <Рг, ¥г Уз*(с + иг), р2, Рг, Уг, 4>г 
Сг,"о,Уг Сг, Уг*и% 

г*иг С2, 1 + «5, Уг с2> с + и%, у2*(с + иЪ), с£{0, 1} 
г*89 с», « г , ^ »»« «. .е...Л •'•г» /2"4 иО > У2 
г*и9 с8, 1 + Мо, (Сг, с2) 

С€{0,1} 
гу*59 Сг,"5,Уг, Рг С2» «3, Уг^"о, 9*2 

Сг,и%,<рз, У/г С2, Ха*!/?, (»2, (С2 

Таблица 9 
Клон Базис Содержащиеся функции 
У/0 ¿00 Уг У г, с0 
уЛ?о* <Ро, Уг Ро , Со, • Уг 
гу/о°о Уг, сг Со, с2, Уг 
У/оо Уг,С1 Со, Сг, У г 
"•/«"о® Ро, Сг, Уг СО: • С2, Ро, Уг 
"/о0»'* Ро, Уг С0, , <Ро , (Со, Уг,(Сг 
У/Ф •*оо Сг, Ро, Уг Со, • с1, с2, ¥>о, Уг 

Си (Со, Уг с0, . Сх, С2, «»о, (Со, Уг, (Сг 
у1?0* Уо,Уг с0, , Уо, Ро, Уг, <Рг 
уп?* Уо, (Со, /2 с0, , Уо, Ро, Уг, Рг, (Сг 
ург ¿о, Уг Со ,С1, Сг, Уо, ¿о, Ро, Ро, <Рг, Рг, Уг, <5г 
У ¿0, У2 с0, ,С!, С2,Уо,<5о, Ро, Ро,(Со, (Со, У2,«5г, Рг 
"А. С1, Уо, Уг с 0: , Сх, с2, Уо, Уг, Рг 
V/Ф МО Си Уо, ¥>о, Уг Со , С1, с2, Уо, Ро, Уг, 9г 
У/Ф* Сц Уо, (Со, Уг с„, , С1; с2, Уо> Ро,(Со,Уг, Рг,(Сг 

Ро.Уг с0! , С!, с2, Ро, Ро, Уг, ¿г 
ур** (Со, Уг Со, , С,, с2, ¥>о, (Ро, Ро, ^о, Уг, <52, Уг, ^г 

(Со,с2, у2 Со, Сг, Сг, Ро, (Со, Уг, (Сг 
Са.Уг, со, Сг, Уг, Рг 
Сг, Ро, Уг, Рг Со, С2, Ро, Уг, Рг 

у/,°О** Уо,(С0,Сг, Уг Со, Си Сг, Уо, Ро, (Со, Уг, Рг, (С2 

Ро, 2̂ Ро ,¿2 
«5/0 'оо Со, ¿2 Со, . с2, «5г 
' С Со, Ро, ¿2 Со, . Сг, Ро, <52 
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Клон Базик 

'1&* С0, Го, ¿2 
6Цо с15 ¿г 

Сг, р0,<5а 
д0, <52 

•^С 72, <?2 
<?о,Уг,Ч>г 

у»/оо Сг,У2, Ра 
»"/„"о Сг , Р о . У г , ?>2 

т » ^ Р о , У , Ра 

' ^ О Ро, /-2. Р2 
С!, Уз, Рг 

'«"/¿"о Сг,Щ,Уг,Фг 
^ Ро, Уг, 2̂ 

Го, Гг 
(Со, Гг 
С„, «/2 

*Го7 С0,Го,Га 
•"•»С1" Уо, 1/2 
Ч\> С!, Гг 
У̂о'о' С!, Гг 

•"/„О Со, Сц (У2 

Сг,у0,Г2 
Сг,У0,Гг 

"Т̂ о Го, Га 
«"/У Ро. Гз 

Со, Го, VI 
Ч-»/»0 С0, <г>2, Г г 

с0, (Со. Рг. Гг 
Уо, Рг.Гг 

*»/оо Сг, р2,Гг 
*<>/,?„ Сг, ро, Рг, «/2 
•"»/о̂ О Сь^о, Ра, V» 
• •/Д* Сг, ро, (Со, ¥>2, Гг 
^о/^" <50, Га 
""То" С0, ро, Ра,Гг 
*ЧЦа Со, Сг, V: 
""/¿о 
« « с Со, С2, ¥>0> Уг 

Ci.Vo.V2 
^ о Со.Сг.Ро, Рг 
ч-2/,*» 7о, Га 
Ф С Со, Ч>2 
„̂°оФ Ро.Гг 

Таблица 9 (продолжение) 

Содержащиеся функции 

Со, А, с2, р0, Ро, Го. Го. Уг, <52. Га, Гг 
Со, сг , Сг, <52 

Со, Сг,с2, р0, 
Со, Сг, С2, ¿о, Ро. <?г, Р2 

Со. Уг. Рг 
Со. Ро, Уг, Рг 
С0,Сг,С2, у2, р2 

Со, Са, Са, <р0, у2, р. 
с0. Сг, са, р0. Ро, Уг, ¿г, Ра 
Со, с8, У2, ¿г, Ра, Ра 
Со. с2, Ро, у2, (52, ра, Фг 
С0, с1; с2, у„ д2, Рг, ф2 

Со, Сг, С2, р 0 , у г , ё г , ра, р2 

Со, Сг, с2, (¡>о, Ро, Уг. <5г. Рг. % 
Vo> Ра 
Со, Ро.Уг.Гг 
Со, Гг 
Со, Vo, V2 
Со, Уо, Го, Рг. Гг 
Сг, с2, Гг 
Сг, С., Го. Гг 
Со. Сг, с2, Га 
Со, Сг, с2, Го, Гг 
Со,С1,с2,у0,Го, р2,Гг 
Со,Сг,с2,у0,Го, Рг,Га 
Го, Го, Гг, Гг 
Со, Сг, Са, Го, р0, у2, ¿2, Гг, Га 
Со, Сг,с2, Го, Го, Гг, Гг 
Со, Рг,Гг 
с0, р0, уа, р2, Гг 
Со, Уо, Го, Р2> Гг 
Со, Сг, с2, р2, Гг 
с0. с,, с2, р0, у2, р2, Гг 
Со, Сг, с2, Го, Гг, Гг 
Со,Сг,с2, Ро, Го, Уг, Р2,Гг 
Со, Сг, с2, у», ¿о, ^о, ^о, Ра, Рг, Гг, Гг 
с 0 ,сг ,с 2 , Ро, Ро. Уг> ¿г. Рг.Гг 
Со, С2,Гг 
с ,̂ с2, Гг 
с 0 , с а , Ро.Уг.Гг 
Со, Сг, с2, Го, Га 
Со. Сг,с2, Ро.Уг.Гг 
Со, Сг, С2, Уо, Го, Рг.Гг 
Со, С2, Гг, Гг 
Со, с2, Ро,.У2> <5г, Гг, Гг 
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Клон Базшс 
Таблица 9 (продолжение) 

Содержащиеся функции 

^,'Щг 
Со, (Со, ¥г 
Со, Ро, (Со, (Са 

Со, Сх, Сг, ^г, (Сг 
Со, Сх, с2, (/о, (Со, (С2, 4>г 
Со, С„ сг, ^о, Ро, (Со, ^о, Уа, ¿2, (/а, ^г 
Со, Сг, р,, рг, (Са, (¡/а 
Со, с,, р0, Уа, <5а, Рг, Ра, ¥г, Уг 
Со, С„ С2, <рг, ^а, (/а, ^а 
Со, С , , С, , 9>0, Уа, ¿а, Ра, Ра, Уа, ^а 
Со, Сх, Са> ?>о, Ро, Уа, ¿2, Ра, Ра, (Са, Vа 

?,,/о0о С0, Ра, (Са 
^/¿Г Ро, Ра,(Са 
Ф,7оо с„ ^,(Са 

с„ Ро, Ра, (Са 
Ро, Ра, (С» 

5. Подклояы клона Z 0 UZ2, порождаемые с помощью 
многоместных функций из Z2 

Теперь м ы рассмотрим возможность порождения новых клонов путем 
добавления к функциям из подклонов клона 2 0 существенно многоместных 
функций из Z2. Начать естественно с более простого случая — с тех подклонов 
клона Z 0 , которые содержат только существенно одноместные функции. Легко 
однако заметить, что м ы будем получать лишь подклоны, изоморфные уже 
описанным. Действительно, пусть клон К порождается унарными функциями 
вх, из и функцией д ^ 2 . Рассмотрим функции, 10-двойственные указан-
ным. Функции ¿>1°, ..., {>з0 принадлежат Х2, д принадлежит Z0, и совместно они 
порождают клон, Яо-двойственный клону К. Все клоны такого типа уже най-
дены выше. 

Видим, что нам осталось описать все клоны К, порождаемые объединением 
базисов клонов K Í^SZ0 и ^ 2 , при условии, что эти клоны содержат 
существенно многоместные функции. Комбинации базисов, очевидным обра-
зом не порождающие новые клоны, рассматриваться не будут. 

Пусть К2 порождается либо функцией г4 = <Рг + <Р2 + (Р2=У!!*(Уо+Уо+Уо)> 
либо функцией Ма = у2*(1+Уо+Уо + Уо)- Так как у2*д0 = с0, У0*Уг = Фо_, Для 

о, то KC\Z2={t4, п=0,1, 2 , . . . } в первом случае и л = 
= 0 , 1 , 2, . . .} во втором. В таблице 10 приведены возможные варианты базиса 
клона К. Все построения при этом основываются на результатах суперпозиции 
д*у2, Ввиду тривиальности мы их опустим. Вместо функций й? 
в базисы включены функции и \ ,й \ , поскольку на результат такая замена не 
влияет. 

Все клоны К, содержащие функцию ы|, содержат и функцию м|, поэтому 
случай, когда К2 порождается функциями и\, м| совместно, не представляет 
интереса. 

Пусть теперь К2 порождается функцией Ф2+У2=У2*(Уо+<Ро)- Из таблицы 4 
видно, что К2 состоит из функций <р2+/2=У2*(Уо+Ио), Ф2+Я=У2*(Фо+Ио)-
Поскольку (р0*д=е П Р И £>£¿0, то если К содержит функцию у0 или ф0, то К 
содержит все функции У 2 *(&УО +/фо + рФо)- Если к тому же в К есть функция 
вида т о Если у0£К или ф0£К, то из у2*д£К 
следует д£К. Учитьгеая сказанное и пользуясь данными таблиц 2, 6, 7, при-
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Таблица 10 

Клон Базис ьариант 
базиса Содержащиеся функции 

итО '•оО / о ! , « 1 /о", Уа*/о" 
и2 Оф 

Р о . / о * , " I <?о,/о,Уг*/о 
и ! / о , / о " , У 2 * /о" 
и̂Офф <Ро,¥о,/о, «I Р о . У о У г * / ? 
ЫТ1 0 оо 1 + / < ? , «1 1 +/о"> У2*/о" 
и/1ч» 10е0 Р о , 1 + / о 2 , и | Р о , 1 + / о " . Уа*/о" 
иг ¿Ооо 1 + / о г . "1 (Со, 1 + / ? • Уг*/о" 
иг Л Ооо Ро. </о> 1+/ог. <Ро, ^о, 1 +/", У2*/о" 

/ Л 1+/<?,«! / о М + / о п > У 2 * / ? 

( ? о , / о М + / о г , « 1 Р о , / о М + / о " . У г * / о " . 

Уо./ог. 1+/ог> "I У о . / о М + / о " , У 2 * / о " 
и 9>о, Уо,/ог, 1 +/?> "1 Ро> (Со. 1+/<Г, Уа*/о" 
и5ф «!, и! «0. "1 «о, У2*/о" 
"С* 1 + и?,и1 1 + и5,и1 »г, 1 + и?,Уа*/о" 
иЯ„ Р о + У о , " ! Ро + Уо, "I /о", «"о+Уо, (Со+/о". Уг*/о" 

, "1 У2*/о" 
1 + Ро + Уо, "! С+/,С+- р0+/о", Уг*/о (с€{0, 1» 

- л 1 + ?>о-)-(ео+(Уо, «г С+£Уо+/>о+Я/о> У2*/о" 
"Нф 1 + / о " , 0 о + / о " , У о + / о " , Уг*/о 

Ро + Уо , <4 С+/о", Р о + У о 1 , « / „ + / „ " , У 2 * /о" 

/У, й! с+/о", у2*(с+/„")(с€{0, 1}) 
в¡V (!>0, С+/о", Уа*(с+/о") 
й 

У о , / о ! , й ! Ро, С+/о", Уа*(С+/„") 
Ро, Уо, с + / о \ У2*(с+/о") 

м?, й | , "5, й\ ыЗ,у2*(с+/?) 

^ 14-М?, "о, уа*(с+/„п) 
Ро + Уо,й| <Ро+Уо, и\ С+/о", Ро+/о", (С0+/0П, У2*(с+/„п) 

"7 с + Я о Ш + Л , 7 г * ( с + / а " ) 

«б 1 + Уо+Ро,"! С+/о > С+ (?о+/оп, С + 1//0+/оп, У2*(с+/о"). 

ходим к выводу, что с помощью функции <р2 + у2 порождается два новых 
клона: '(таблица И). 

Если К2 порождается функциями м| и р\, то К2 содержит функции 

£72 +/<Р2 + РФ2 = У2*(8<РО +/УО +РФО)> / + Р = 2 к + 1 . 

Так как К^д, то К содержит все функции у2*(£<Ро +/Уо +РФО)- Получаем 
клоны РБ,Р, (таблица 11). Очевидно, в случае, когда К2 порождается 
функцией (р2 + ф2 новых клонов не возникает. 

Пусть К2 порождается функцией у2 + у2=у2*и1- В этом случае К2 содер-
жит только 3 существенно разные функции: с0,у2+<р0, у2*и1. Если у0, <50, (р0+у0 
или (р0+30 принадлежат К, то К содержит у2*(ср0+УОХ и м ы опять возвраща-
емся к рассмотренному случаю. Аналогично, из 

{(Ро+ФО>Ро,ФО+Уо> 1+^0+^0» 1+Фо+УО}ПК* 0 
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следует принадлежность к К функций у2*(£Уо+/<рй+рФо), ёУо+/<Ро+рФо-
Интерес могут представлять лишь клоны К, для которых К(~)72= {у2*и%} 
или К П 2 г = {У2*(с+иС)}, однако они уже указаны в таблице 7. Очевидно, те 
же клоны получим, взяв за основу функцию / 2 . Если клон К2 порождается 
функцией у2 + <52=у2*(1+"<0> получаем клон у + '8< р . Добавление к его базису 
функций <р2,ф2, У2 + У2 Дает клоны 

«>.у+«5 ^ Ф,У+>Б<Р, ^.У+У^+Ь¡¡^^ 

(таблица 11). 
Пусть клон К2 порождается функциями (р2-\-у2,с0, тогда в нем содержатся 

также функции 

Л" = ? 2 * "о> Ф 2 + / 2 " = 72* (Уо+ "о). Ф2+Л = Уг * (Фо+ О-
Видим, что К содержит все функции одного из клонов 9 + у 5 ( р , 9 + у и ч , , у Б 9 ф , и 
если и г 2 , то совпадает с ним, поскольку каждый из этих клонов содер-
жит с0 . 

Если базис клона К2 образован функцией (р2 + б2=у2*(1 +(р0-\-у0), то К2 
состоит из функций 72*(с+у0 + ий), у2*(1+<р„ + у0). При А ^ б ^ р , £ „ , Ц , , [/„} 
новых клонов не получаем. Если Кг содержит у0 или ф0, то более 
того, К совпадает с 

Если (р2+у2, с0, с2 — базис клона то К2 состоит из функций у 2 *( с + и о) , 
У2*(Уо+«о)> У2*(1АО+"О)- При получаем еще один клон (таб-
лица 11), в остальных случаях новых клонов не возникает. 

Опираясь на проведенные рассуждения, легко убедиться в том, что новых 
клонов не возникает и в том случае, когда Кг порождается одним из базисов 
Фг + Фг^ Ф*\ <?2 + У2 5 <?2. Со-

Еще несколько вариантов базисов клона К2 дает нам таблица 5. В первых 
пяти случаях клон К либо содержит все функции клона у31рф, либо совпадает 
с одним из клонов Щ , ф и ф . Базис ф2 + у2 дает клон 2-ф+у8я> 
(таблица 11), базис <р2 -р ф2 новых клонов не дает. 

Таблица 11 
Клон Базис Содержащиеся функции 

и1, Ра + Уа И ,̂ Уз*иЗ, У2*(Уо + «й), Уг*(Го + "5) 
1 + «0, Ра + Уа с+иХ, Уа*(с+«г), Уг*(с+Уо + и?), 

Уг*(с+Го+"?) 
и\, и%,р\ Но, У2*(Ю'о+/<Ро+РЧ'о) 

--и,, 1 + и1,и\,р\ С+Мо, Уг * ( с + № +/Ро+/>Го) 
«5, Уа + <5а Но, Уг*(1 + "о) 
"5, Уъ + 8з, <Ра «о, Уг*(1 + "2), Ра 
"о, Уа + «5з, Гз «3, Уз*(1 + Ио), Гз 

ОФ "1, Уа + <5г, Рз, Га «3, Уз*(1 + "о), Рз, Га 
«»»У + У, У + • И .̂Уг + Уг.Уа+^г, Ра «о, Уа*(1 + "о), Га 
Р , ^ , У + У, У + Л ^ и\, Уа + Уа, Уа+<5а, Ра, Га «3, Уа*(1 + "о), Га, Га 

«?, Ра + <5г Уа*(с+«2), Уа*(с + Уо + мг), 
Уа*(с + Го+«Я) 

"о > Ра + Уа, Са «2, Уз*(с + м5), Уз*(Уо + «?), Уа*(Го + «3) 
"3, Уг*(1 + "о), Уа*(Уо+«о), Уа*(Го + «г) 
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Summary 

The clone В consist of the essentially unary operations on A = {0, 1 ,2} and 
the operations of the form 

/ o ( / i ( * i ) + ••• + / „ ( 0 ) , 

where / 0 : {0,1}—Л, / i , . . . , /„ : 0, 1} and the addition is modulo 2. In the 
present paper we describe the lattice of subclones of the clone Z0UZ2 consisting 
of the projections and those members of clone В which take values 0 and 1 or 0 
and 2 only. 
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