Zur Theorle der mehrdeutigen konformen
Abbildungen.

Von TiBor: Rapo.

W1r werderi uns mit (1, m)- deutlgen konformen Abbnldungen
schlichter Bereiche auf einander beschiftigen. Unter einem Bereiche
verstehen wir, wie iiblich, eine nur aus inneren Punkten bestehende
zusammenhdngende Punktmenge der schlichten Ebene. Die Aus-
sage: der Bereich ‘G ist auf den Bereich G' (1, m)-deutig konform
bezogen, soll Folgendes bedeuten. In G ist eine daselbst mero-
morphe- Funktion f(2) gegeben, die nur Werte annimmt, weiche"
in G’ liegen; und wenn ¢ in G’ gelegen ist, so hat die- Gleichung
f()=4«' genau m Wurzeln in G, jede Wurzel mit der entspre-
chenden Multiplicitit gerechnet; dabei bedeutet m eine endliche
positive ganze .Zahl.') . - :

“Den Anstoss zu den folgenden Beirachtungen “hat-ein Satz’
des Herrn Fafou®) gegeben den wir in u'nserer‘TerminolOgie wie-
folgt aussprechen konnen:

Jede (1, m)-deutige konforme-Abbildung des Bereiches |2|<<1-
auf sich selbst wird durch eine rationale Funktion geleistet.

: Zum Beweise zieht Herr Fatou die -tiefen Sitze iber die
Kandwerte der im Einheitskreise beschrinkten analytischen Funk-

1) Mit Hilfe: des Brouwer'schen Begriffes der topologischen Involution. -
kdnnten einzelne Sitze dioser» Arbeit topologisch formuliert und bewiesen .
werden.

%) Fatou, Sur les équatlons fonctlonnelles, Bulleun de Ia Soc Math
de ‘France, 1922. p. 174.

Lt
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tionen heran. Herr F. Riesz. der meine Aufmerksamkeit auf diesen |

Satz gelenkt hat, teille mir einen elementaren Beweis mit; durch
ein rekurrentes Verfahren ging er auf den .Fall (1,1) zurfick, wo
die Abbildung bekanntlich linear ist. Durch einen oft gebrauchten
Kunstgriff, der von den Herrn -Carathédodory und Fejér herriihrt®),
fithrte ich den Satz auf das ,Prinzip des absoluten Betrages“
zurlick. Diese Betrachtungen haben mich dann zu den Sitzen
geftihrt, die den Inhalt der vorliegenden Arbeit bilden.

L.

Hilfssatz a). Seien G, G' zwei schlichte Bereiche und f(z) eine
in G meromorphe Funktion, welche eine (1, m)-deutige konforme
Abbildung von G auf G' definiert.

Wenn dann in G die Folge a, gegen einen Randpunkt von

G konvergier!, so konvergiert in G’ die Folge f(a,) nie gegen einen
- inneren Punkt von G.

Beweis. Man setze a’=lim f(e,) und nehme an, dass a’ innerer
Punkt von G’ ist. Seien g, /%, ..., B, die Wurzeln der Gleichung
f(@)=¢a', und n,n, ..,n, ihre Multiplicititen, so dass also
n+n+...+n,=m ist. Aus den Elementen der Funktionen-
theorie ist bekannt, dass man um die Punkte 8, 8, ..., 8,, o’ kleine
Kreise K, K, ..., K,, K schlagen kann, so dass wenn 2' in K
liegt, die Gleichung f(z) = 2’ in den Kreisen K, K, ..., K, bzw.
ny My ..., n, also zusammen m Wurzeln hat. Ist nun k gross
genug, so wird a, ausserhalb der Kreise K, K, ..., K., f(a;)
aber in K liegen.: Die Gleichung f(z)_f(ak) hat dann mehr als
m Wurzeln, nimlich m Wurzeln in K., Kz, ., K, und'ausserdem
noch die Wurzel a,.

Satz ‘1. (Satz von Fatou) Wenn f (z) eine (l m) deuttge kon-
forme Abbildung des Bereiches |z|<l auf sich selbst defmtert 50
ist f(2) rational.

Beweis. Aus Hilfssatz a) folgern wir, dass fiir lzl—r 1 auch

|f(2)| = 1. Seien a,, ay,. .., a, die Wurzeln von f(z)._o im
Bereiche |2| <1, und man bilde das Produkt

Y Carathéodoiy-_Fejér, Remarques sur le théoréme de jense}i, Comptes
Rendus, 16. juillet, 1907.
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PQ=11 =%

=1 2—1

Dann st bekanntlicht) |P(2)| =1 fir|z|=1. Die Funktion

EO=53

ist fir |2/ <1 reguldr und von Null verschieden; fiir |2|—1
hat man offenbar |g(2)|—- 1. Nach dem ,Prinzip des absoluten
Betrages“ ist also g (z) eine Konstante.

L.

Der Hilfssatz a) gestaltet die folgende Umkehrung :°)
Satz 2. Seien G, G' zwei schlichte Bereiche, und f(z) eine

in G meromorphe Funktion, welche folgenden Bedingungen geniigt :

A) sie nimmt in G nur Werte an, die in G' liegen,

B) wenn in G die Folge a, gegen einen Randpunkt von G
konvergiert, so konvergiert in G’ die Folge f(a,) nie gegen einen
inneren Punkt von G'. .

Dann definiert f (2) eine (1, m)-deutige konforme Abbildung von
G auf G', wobei m eine endliche positive ganze Zahl ist.

Beweis. Sei G die Menge der Werte, die f(2) in G annimmt.

“Nach A) ist G” ein Bereich, der ganz im Inneren von G’ liegt,
- (wegen B) kann namlich f(2) keine Konstante sein) und keinen
Randpunkt in G' haben kann. Denn sei o' ein innerer Punkt von

G’, der Randpunkt von G" ist. Dann gibt es in-G eine konver-
,gente Folge a,— @, so dass f(a,) —a’. Wenn dann a innerer

Punkt von G wire, so hitte man f(a) = a’, und a' wire innerer

Punkt von G”. Wegen B) kann o auch .kein. Randpunkt von G
sein. Der Bereich G” ist also mit G’ identisch.

" Ist also a' in G’ gelegen, so hat f(2) = e' wenigstens eine
Wurzel in G. Die Anzahl der Wurzeln ist stets endlich. Sonst

4) Dxe einzelnen Faktoren deflmeren ndmlich lineare Transformationen
des Einheitskreises in sich.

%) Vgl. Carathéodory u- Rademacher, Uber-die Ememdeutlgkext im Kleinen
u. im Grossen stetiger Abbildungen- von Gebieten. Archiv d. Math u. Phys.
1907. Unser Beweis ist dem dortigen nachgeblldet :
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kénnte man in G eine konvergente Folge @, —>a bestimmen mit
f(a;) =a'. Wegen B) kann e kein Randpunkt von G sein, und
auch. kein innerer Punkt von G, denn im zweiten Falle wire f(2)
eine Konstante.

Seien @, @, ..., a, die verschiedenen Wurzeln der Glei-
chung f(2)=ea', n, nz. ..., n, ihre Multiplicititen, und man
setze n,+n,+...+n,=m. Um die Punkte a,a, ..., a, o

kann man kieine Kreise K, K,, ..., K,, K schlagen, so dass wenn
B in K liegt, die Gleichung f(2) =ﬂ' in den Kreisen K, K, ..., K,
bzw. genau n,, n, ..., n, Wurzeln hat. Dies bleibt richtig, wenn
man K, K, ..., K, festhilt, “K -aber beliebig verkleinert. Mog-
licherweise konnten nmoch Wurzein vorhanden sein, die ausserhalb
der Kreise K, K,...., K, liegen. Wenn aber K hinreichend klein
ist, so kann das nicht vorkommen. Sonst kénnte man in G eine
konvergente Folge @, —» a angeben, so dass. f(a,) = a’, und «
von den Punkten a,, @, .:.,a, verschieden ist. Wegen B) wire
« innerer Punkt von G, es miisste also f(@) = a' sein, und die
Gleichung f(z) =a' hitte nicht nur die Wurzeln ¢, @, : .., e,
sondern ausserdem noch die Wurzel . Die Menge der Punkte
2’ von @, fiir welche die Gleichung f(z) ==z’ ebenfalls genau ‘m
Wurzeln hat, ist hiernach eine offene Punktmenge. Diese hat keinen
Randpunkt in G’; denn jeder Punkt von- G’ ist innerer Punkt einer
solchen Punktmenge .und kann deshalb kein Randpunkt einer
anderen sein.-Die soeben-erklarte Menge féllt also mit G’ zusammen.

~ Damit ist Satz 2. vollstindig bewiesén. Als eine Anwendung
desselben beweisen wir -eine Verallgemeinerung des bekannten
Picard-Darboux’schen Satzes {iber ein- emdeuuge konforme Abbll-
dung im Grossen.t) -

Satz 3. Seien I, I" zwei einfache geschlossene ]ordan"sche
Kurven, G, G’ die von ihnen eingeschlossenen Gebiete. Sei ferner
f(2) eine in .G reguldre Funktion, ‘welche der einzigen Bedingung
geniigt: wenn in G die Folge a, gegen einen Punkt a-auf I' kon-
vergiert, so konverglert die Folge f (a,,) nie gegen einen mcht auf I”
gelegenen Punkt. -

~ Dann definiert f(2) eine (1, m)- deuttge konforrne Abbxldung
von G auf G',-wo -m endlich ist. Dle Funklzon f(z) ist ausserdem

'6) Slehe etwa dle in Fussnote 5) zltlerte Arbelt der Herm Caralhéodory
u. Rademacher. . L .
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stetig cuf I', und wenn o ein Punkt auf I .ist, so_hat die Glei-
chung f (z)—a' genau m verschiedene Wurzeln auf I.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass f(z) in G
beschrdnkt ist. Dann folgt in bekannter Weise, das der Werte-
vorrat von f(2) in G liegt und daraus der erste Teil unseres Satzes
aus Satz 2. Auf Grund des Satzes ilber die Randerzuordnung bei
(1, 1)-deutiger konformer Abbildung konnen wir bezlglich des
zweiten Teiles annehmen, dass I" uid I" mit dem Einheitskreise
zusammentfallen. Dann aber hat nach Satz 1. f(z) die Form:

f@y=cIl 2=
=1 a,z—-l
wo |Ci{=1, ]a,|<1(,_), )

Es ist dann alles bewxesen wenn wir noch zeigen, dass
f'(2) am Einheitskreise nirgends verschwindet. Sei 8 ein Punkt am
Einheitskreise ; dann liegt f(8)=pg' ebenfalls am Einheitskreise.
Wenn f (f)==o ist, so bildet f(z) die Umgebung von g ein-ein-
deutig auf eine Windungsfliche ab, die g als Windungspunkt
enthalt. Bei dieser Abbildung werden die Winkel um g wenigstens
verdoppel!, und man konnte. deswegen einen Weg angeben, der
von g ausgehend im Inneren des Einheitskreises verlauft, so dass
der entsprechende von @' ausgehende Weg ausserhalb des Ein-
heitskreises liegt. Das ist aber nicht moglich; denn fiir [2]|<1
hat man |f(2)|<1.

1.

- Fur mehrfach zusammenhdngende Bereiche gilt der folgende:
Satz : ,

Satz 4. Sei G ein Kreisbereich, der von N Kreisen begrenzt
ist. Fir N> 1 gibt es dann keine (1, m)-deutige konforme Abbil-
dung von G auf sich selbst, wo m endlich und. > 1 wire.

Fiir N> 2 gilt der Satz auch dann, wenn einzelne oder auch
alle Begrenzungskieise in Punkte ausarten.

Beweis. Es seien
' KoK, ... Ky N>1

die Begrenzungskreise, und .f(z) eine Funktion, welche eine (1, m)-
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’

deutige konforme Abbildung von G auf sich selbst definiert. Sei-
ferner f,(z) die n-te iterierte Funktion von f(z), also

L@Q=f/@D) ..., fa@=f[for (D]

Aus Satz 2. folgt dann, dass f,(2) eine (1, m")-deutige konforme
Abbildung von G auf sich selbst bestimmt. Wir werden beweisen,
dass fiir einen geigneten Index n=r diese Abbildung (1, 1)-deutig
ist, woraus dann m=1 folgt.

Aus Hilfssatz a) folgt leicht, dass durch f(2) eine Permutatlon

,2,...,N

S=(i,,i2,..., in

der Begrenzungskreise hervorgerufen wird im folgenden Sinne. Ist

a, eine Folge in G, welche alle ihre Hiufungspunkte etwa am

Kreise K1 hat, so liegen alle Haufungsstellen der Folge f(a,) am

Kreise K; Es gibt also sicher eine iterierte Funktion, welche in

diesem Sinne alle Begrenzungskreise-fest ldsst; denn f,(z) bewirkt

offenbar die Permutation S”, und fiir einen geeigneten Index n—=r
hat man S'=I.

Wir wollen zundchst den besonders einfachen Fall N=2
vorwegnehmen. Wir konnen gleich voraussetzen, dass Ki und Ka
konzentrisch sind mit dem gemeinsamen Mittelpunkte z=o0. Dann
ist f' @) eine in G reguldre und von Null verschiedene Funktion,
und wenn z gegen den Rand konvergiert, so konvergiert If’( )I

gegen 1. Folglich ist diese Funktion eine Konstante, also
fr(2=Cz

Es ist also m"=1, w.z. b. w.

 Sei nun N>27) Herr F. Riesz hat bemerkt, dass die fiir
N==2 entwickelte'Schlussw_e’ise in gewissem Sinne auch flir N> 2
bestehen bleibt. Mit seiner Erlaubnis teile ich hier seinen Beweis mit.

7 Fiir diesen Fall kann man rein topologisch mit Hilfe des Involutions-
begriffes zum Ziele kommen. Dabei kommt der Satz des- Herrn Brouwer zur
Anwendung, nach welchem jede topologische Involution der vollen Ebene durch
eine rationale Funktion definiert werden kann. Da mir die betreffende Arbeit
des Herrn Brouwer nicht zuginglich war, zie he ich vor, funktionentheoretisch
zu schliessen,
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Der erste Schritt besteht darin, dass man die Regularitit von
fr(2) am Rande feststellt. Wir erinnern daran, dass f.(2) alle
Begrenzungskreise fest Idsst, und wenden den folgenden Hilfssatz an:

Hilfssatz b). Sei @(2) im Bereiche o0<o<|z|<1 reguldr;
fir |z|=>1 sei auch |@(2)|—>1. Dann ist ¢(2) fir |z|=1
reguldr und man erhdlt eine analytische Fortsetzung von ¢ (2)
dadurch, dass man sowohl die Variable wie auch den Funktionswert
am Einheitskreise spiegelt.

Beweis. Offenbar geniigt es, die Stetigkeit fiir |2|==1 nach-
zuweisen. Sei o ein kleiner Bogen des Einheitskreises. Dann kdnnen
wir einen kleinen einfach zusammenhdngenden Bereich 8 angeben,
der ¢ am Rande ‘enthdit .und in welchem ¢ (z) regulir und von
Null verschieden ist. Die Funktion log ¢ (2) ist dann in B regulir
und eindeutig, und der reelle Teil derselben verschwindet stetig
am Kreisbogen ¢. Diese Funktion ist demzufolge reguldr auf o,8)
dasselbe gilt dann fiir die Funktion ¢(2).

Diesem Hilfssatze zufolge kann f,.(z) iiber alle Begrenzungs-
kreise hinaus analytisch fortgesetzt werden. Wir kdnnen gleich
voraussetzen, dass K1 und K2 konzentrisch sind mit dem Mittel-

punkte 2 =0, und dass die dlbrigen Begrenzungskreise im Ringe -~

-zwischen diesen beiden liegen. Nun .erweitern wir den Bereich G
und die Funktion f.(2) durch successive Spiegelung an diesen
inneren Begrenzungskreisen bzw. an den Kreisen, die neu hinzu-
treten. Auf diese Weise erhalten wir nach einer endlichen Anzahl
von Schritten einen Kreisbereich G’, der ebenfalls von Ki, Ks
und von einer endlichen Anzahl von weiteren Kreisen begrenzt
wird, die im Ringe zwischen diesen beiden liegen. ‘Fiir uns ist
die elementare Tatsache wichtig, dass die Radien dieser inneren
Kreise durch geniigend weit fortgesetzte Spiegelung unterhalb eine
- beliebig vorgeschriebene positive Grosse gebracht werden konnen.?)
Aus Satz 2. folgt, dass. die fortgesetzte Funktion f.(z) auch fiir
den Bereich G’ eine (1, m")-deutige konforme Abbildung bestimmt,.
wobei alle Begrenzungskreise fest bleiben. :

8) Siehe etwa Osgood, Analytische Funktionen komplexer Grossen,
Encyklopidie 1. B. 1. Seite 57. ,

9) Siehe Koebe, Uber konforme Abbildung mehrfach zusammenhéngender
ebener Bereiche etc, Jahresbericht d. deutschen Math.-Vereinigung, Bd. XV.
Heft 2, .



62

Wir bilden nusi die Funktion & (z) Dieselbe ist im ganzen
Bereiche G’ reguldr und von Null verschleden, auf K1 und Ka ist
ihr absol.uter Betrag gleich 1; auf den librigen Begrenzungskreisen
(z)l beliebig wenig von 1 abweichen. Denn liegt 2

auf einem inneren Begrenzungskreise K von G’, so liegt auch f, (2)
auf diesem Kreise; der Kreis K liegt dabei im Ringe zwischen
den fasten konzentrischen Kreisen Ki und Ks, und sein Radius
wird beliebig klein. In einem inneren Punkte z, von G wird also
Jr (2 (z") a- fortiori beheblg wenig von 1 abweichen, folglich wird
fr (Z)

uberhaupl eine’ Konstante vom absoluten Betrage 1 sein. Es

xst also f.(z) = Cz. Es muss aber C— ! sein, denn es bleibt ja
ausser K1 und Ks noch wenigstens ein Kreis fest, der mit den
belden filiheren nicht konzentrisch ist.

Ich bemerke, dass dadurch auch der folgende Satz mit
bewiesen ist :19)

Die identische Abbildung ist die einzige em-emdeuage kon-
forme Abbildung eines von mehr als zwei Kreisen begrenzten Kreis-
bereiches auf sich selbst, weiche der Bedingung gem'igt Jjeden
Begrenzungskreis einzeln in sich liberzufiihren.

Wir betrachten nun den Fall, wo sich einzelne Begrenzungs-
kreise auf Punkte reducieren. Es wird geniigen, den Beweis fiir
den Fall zu fiihren, dass.alle Begrenzungskrense ausarten!!) ; die
Ubergangsfille erledigt man leicht.

Sei also G die volle Ebene mit Ausschluss von N Punkten.
(N endlich. und > 2). Auf Grund des Hilfssatzes a) erkennt man:
ist f(2) die Abbildungsfunktion, so ist diesglbe auch in den Grenz-
punkten meromorph, also iiberhaupt rational. Fiir einen geigneten
Index n=r wird f.(z) alle Grenzpunkte fest lassen. Wir kdnnen
annehmen, .dass 0,1,0 unter den Grenzpunkten enthalten sind.
Dann ist f,(z) ein Polynom vom grade m”, das nur fir z=0
verschwindet, also von der Form

fr@=Ca"

19) Siehe Koebe 1. c.

11) Durch den in Fussnote %) erwihnten Brouwer’schen Satz wird es
moglich, den aligemeinen Fall auf diesen speziellen zuriickzufiihren.
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ist. Wegen_ f,(1)=1 ist C=!, und da die Gleichung -f,(z)==1
nur die Wurzel 2=1 haben soll, ist f,(z)=z. f(2) selbst, als ratio-
nale Funktion ersten Grades, ist linear.

Satz 4. kann in evidenter Weise auf beliebige endlich viel-
-fach zusammenhingende Bereiche verallgemeinert werden; denn
ein solcher Bereich kann ein-eindeutig konform auf einen Kreis-
bereich bezogen werden. Fir unendlich vielfach zusammenhin-
gende Bereiche braucht der Satz -nicht zu gelten; die Iteration
der rationalen Funktionen liefert Beispiele dafiir.!?)

A

Es liegt nahe zu fragen, wie es mit den (1, m)-deutigen
konformen Abbildungen . eines Kreisbereiches auf einen anderen
steht. Da werden wir uns auf eine Bemerkung beschrdnken, die
zu einem funktionentheoretisch interessanten Resultate fiihrt.

Der Kreisbereich G mit N Begrenzungskreisen sei auf einen
Kreisbereich G' mit N Begrenzungskreisen (1, m)-deutig konform
bezogen. Filr N> 2 ergibt sich, dass von den (1, I)-deutigen
Abbildungen abgesehen stets N’ < N sein muss. /st es nun mog-
lich, dass N'=1 wird? Sei dann G' das Innere des Einheitskreises.
Die Abbildungsfunktion muss.dann eine im Innern und am Rande
von G reguldre nicht konstante Funktion sein, welche am ganzen
Rande von G den absoluten Betrag 1 hat.

Man kann leicht Beispiele fiir diesen extremen Fall bilden.
‘Man betrachte z. B. die rationale Funktion:

f(z)_:erZ +; =+ +———

Man suche den Ort der Punkte, fiir welche [f(@)| =R ist
Dann erkesint man: ist R gross genug, so erhdlt man n+1 ein-
fache geschlossene analytische Kurven, die je eine Umgebung der
Punkte 2=1, 2, ..., n, o "abgrenzen, und welche zusammen ein
(n+1)-fach zusammenhingendes Gebiet D abgrenzen, in welchem
f (@) reguldr ist und am Rande den konstanten absoluten Betrag
R hat. Bildet man jetzt den Bereich D auf einen Kreisbereich

12) Siehe Fatou, . c. Seite 166, Exemple V.
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G ‘ab, und verpflanzt in G die Funktion: I ), so hat man das
gewunschte Beispiel vor sich.

Wie im Falle N=1, so sind auch die fiir N> l aufireten-
den Abbildungsfunktionen in der ganzen Ebene eindeutig. Im
Falle N=1 sind wir auf rationale Funktionen gekommen ; fiir N>1
erhalten wir hingegen Funktionen mit starken Singularititen.



