Ubei‘ dne Tschebyscheffschen Polynome.

Von GABRIEL SZEGO in Berlm

Wir -betrachten eine- geschlossene, doppelpunktlose stetlge
Kurve Cin der komplexen x-Ebene und stellen fiir jedes n=0,1,2,.
die Aufgabe, .die Potenzfunktion x” auf der Kurve C durch ein
lineares Aggregat von. niedrigeren Potenzen der Folge:

(1) L X xE XL

d. h. durch ein Polynom (n—1)-ten Grades 'mﬁglichst genau zu
approximieren. Es gibt bekanntlich') ein emznges Polynom Ko (%)
dieser Art und wenn

X" — Ko (x) = To(x)
gesetzt wird’ (Ta(x) ist das Polynom n-ten Grades m1t dem héch-
sten Koeffizienten® 1, welches unter allen anderen derselben Form
ein mdghchst klemes absolutes Maximum auf C besntzt), so gilt fiJr

Max |T (x)| auf C -

die von Faber herriihrende Grenzwertglelchung

@ - lim ]fy,,_y

n—a:
Hierbei ist y eine fiir C charaktenstnsche posxtwe Zahl, die sich
als der Radius des (eindeutig bestimmten) "Kreises interpretieren
‘lasst, auf dessen Aussere man das Aussere von C mit Erhaltung

1) Vgl. einen allgemeineren Satz von L. Tonelli, 1 polinomi d’approssi-
mazione di Tschebychev [Anpali di matematica, Bd, 15 (1908), S. 47—119]
S. 108. — Ferner Ch. de la Vallée Poussm Sur les polynomes d’approxis
mation 3 une variable complexe [Bulletin de ’Acad. R. de Belgique, 1911,
S. 199—211}]. — G. Faber, Uber Tschebyscheff'sche Polynome [Journal fiir
Mathematik, Bd. 150 (1919), S. 79—106].
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des unendlich fernen Punktes und mit dem Abblldungsmodul 1
darin abbilden kann.?)

In neueren Arbeiten ist immer mehr zum Vorschein gekom-
men, dass diese Polynome nicht nur mit dem Problem der kon-.
formen Abbildung, sondern auch mit manchen interessanten potenz-
reihen-thegretischen Fragen zusammenhingen.?) Ich will in der
vorliegenden Arbeil beziiglich dieser Polynome eine Aufgabe behan-
deln, die einerseits auf eine von C. Miintz beantwortete Frage
im Gebiet der reellen Approximationen®) erinnert, anderseits mit
einem vielfach untersuchten Satz von Fabry (Lﬂckensatz) aufs
engste zusammenhéngt.

Diese Frage lasst sich wie folgt formulieren. Nach (2) wird
~ die ,Giite“ der Approximation von x” durch niedrigere Potenzen
der Folge (1) gewissermassen durch die Zahl y gemessen. Darf
man nun in (1) eine (endliche oder unendliche) Teilfolge -

0 xhox O<h<h<..<I,<..)

unterdrlicken, ohne die durch Y gegebene Gﬁte der Approxnmatlon
zu dndern? Genauer: Man approximiere x" durch lineare Aggre-
gate von denjenigen Pofenzen 1, x, ..., x"~!, die in (/) nicht
vorkommen (n =1, 2, 3, ...). Bezeichnet hierbei " die untere
Grenze simthHcher Maxima auf C, soist {y‘”} eine ganz bestimmte
Folge von nichtnegativen Zahlen, die durch C und die Folge (i)
eindeutig bestimmt ist. Die Frage lautet dann: Bei welcher Wahl
~von (2) gllt wieder fiir jede Kurve C

@) lim Vi = .

n=cw

_ 2) Vgl. G. Faber, a.a. 0.1), sowie : Uber Potentialtheorie und konforme
Abbildung [Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie 1920, S. 49—64] S. 55.
3) Vgl. F. Carlson, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten
[Math. Zeitschrift, Bd. 9 (1921).-S. 1—13]. — G. Pélya, Sur les séries entiéres
3 coefficients entiers [Proc. of the Lond. Math. Society, Series (2), Vol. 21
(1922), S. 22—38]. — G. Szegd, Uber Potenzreihen mit endlich vielen ver-
schiedenen Koeffizienten [Sitzungsber. der preussischen Akad. 1922, S. 88—91}.
= G. Szegs, TschebyschetPsche Polynome und nichtfortsetzbare Potenzreiten
{Math. Ann Bd 87 (1922), S. 90—111].
_4) Uber den Approximationssatz von Weierstrass [Schwarz-Festschrlft
303—312 (1914)].
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Dass y < V'u"' ist, folgt unmittelbar aus einer Faber’schen
Bemerkung®) Ferner ist es klar, dass man in (1) jedenfalls eine

endliéhe Anzah! von Gliedern xl‘, x”, cee, x"‘ unterdriicken darf,
ohne die Gleichung (2) zu storen. Bezeichnet ndmlich etwa I, die
grosste der unterdriickten Exponenten, so ist fiir n > [, 4 1 stets-
ay < Bo_p _y Wie man durch- Betrachtung von ety (x)
ik . ) : )

. unmittelbar einsieht, wobei K(x) ein beliebiges Polynom vom.
Grade n — /, — | mit dem hdchsten Koeffizienten 1 bezeichnet.

Ich zeige in §§ 1 und 2 mittels einer an Faber®) anschliessen-
~den Konstruktion, dass die Folge () gewiss die verlangte Eigen- .
schaft besitzt, sobala die /, so-rapid anwachsen, dass ' :
(3) lim i -_:'oo

. |

ist. In § 3 verweise ich dann kurz auf den Zusammenhang. der
zwischen diesem Satz und dem Fuabry’'schen Liickensatz besteht.

Ohne darauf ndher einzugehen, mochte jich hier noch eine
andere Approximationsaufgabe erwihnen, die man mit den gleichen
Hilfsmitteln behandeln kann. Man kann ndmlich bei der Approxi-
mation von x7, anstatt das Fehlen von gewissen Gliedern in (1)
zu fordern, die Vorzeichen simtlicher Glieder beliebig vorschreiben
und fragen, ob die durch y gegebene Giite der Approximation
noch erhalten bleibt. Besitzt die Kurve C die Eigenschaft, dass
' 1
, , , 9(2)
lauter nichtnegative Koeffizienten aufweist, so ist dies sicher der:
Fall, sobald die Indizes I/, &, ..., 1, ..., fiir welche in der
Folge der gegebenen Vorzeichen ein Zeichenwechsel eintritt, der-
selben Wachstumsbedingung wie (3) geniigen. Dieser Satz steht

die Potenzreihenentwicklung der in § 1 definierten Funktion

5 Ist P(x) = x* + ay x7-V 4~ ... + a, irgend ein Polynom n-ten
Grades, in welchem x7 den Koeffizienten 1 hat, ‘so ist Max | P(x) | auf C
mindestens gleich 47. Beweis: Ist w(x) =x 4 e, tax +ax?+t..
die Abbildungsfunktion des Aussern von C auf lzp(x)l > y, s0 ist P(x) [lp(x)]"'
reguldr ausserhalb von C, ist 1 fiir x == oo und sein Maximum auf C ist’
gleich y—7 Max'| P(x)|; hieraus folgt die Behauptung. _

¢) Uber polynomische Entwicklungen II. [Math Ann. Bd. 64 (1937),
S 116—135] § 2, S. 118 — Die ldee der Anwendbarkeit der in § 2 benutz-
ten ganzen Funktionen verdanke ich einer Unterhaltung mit Herrn Oslrowski.

5%



68

in dhnlicher Beziehung- zu einem (den Fabry’schen veraligemei-
nernden) Satz von Szdsz,”) wie der obige zum Fabry schen
Liickensatz.

§ L
Wir bilden das Aussere der Kurve C der x-Ebene schlicht

auf das Innere eines Kreises um den Nullpunkt der z-Ebene ab,
u. zw. so, dass dle Abblldungsfunktlon die Form

4) - (z)_—+co+c.z+c,zz+
habe. Der Radtus dieses Kreises ist durch C eindeutig bestimmt
und ist gleich 7, wenn y den oben festgelegten Sinn hat.. '

Eine von Faber hermhrende aber von ihm nur in speziellen
Fillen benutzte Konstruktion — vgl. a.a. ©.8 — fiihrt unmittelbar auf
_eine ausgedehnte Klasse von Polynomen die u. a. auch den
Beweis des oben formulierten Satzes erméglichen. In der Tat sei
G (§) eine in der ganzen &-Ebene (auch fiir § = oo) mit Aus-
nahme von £ = | reguldre analytlsche Funktxon mit der Potenz- -

re:henentw:cklung :
G (g) = Zgn gn’

- die dann offenbar‘ den Konvergenzradius .1 hat. Man setze

. . @ . 1
5 G G( ) ! ,,( ad
® O=0(,z)=2 & 5a)-
Liegt x im Innern oder auf der Kurve C, wihrend z auf einen
festen Kreis [z| < r < 17 eingeschrinkt ist, so existiert sicherlich
eine (von r abhdngende) positive Konstante w, derart, dass

|1 —§|=

X
] — ——I >
?(2)

ist. Wir haben also ftir solche x und 2z

<M,

(6) o lc (Z))

7) Ober Singularititen von Pot_enzreihen und VDirichlet’schen Reihen
am Rande des Konvergenzbereiches [Math. Ann. Bd. 85 (1922) S. 99—110].
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wo M,A'nur:von r abhidngt. Man erhilt nun aus (5), indem man
iberlegt, dass ;—]7 ' eine"Poténireiheneniwiéklung_ der Form
24’224 ' 2 —}- . besitzt, nach Umordnen. nach den Po-

, tenzen von 2:

™ (,,,(z)) ZQH(x)z"

wobei Q,(x) ein Polynoem n-ten Grades mit dem hochsten Koef-
fizienten g, bezeichnet. Mit Ricksicht auf (6) folgt hieraus :

| Qn
d. h. es ist gleichmassig auf C

) Qu(x)

lim sup

nN=c

~=

"<
oder da r beliebig' nahe an % gewéihlt werden kann,

) | hmn iug

Die nachfolgenden Betrachtungen stiitzen sich auf die zweck-
missige Wahl der Funktion G (&). Hierbei muss noch eine kleine
Schwierigkeit iiberwunden werden, namlich dass der hbchste
Koeffizient des Polynoms Q, (x). nicht notwendig 1, sondern g, ist.
Dies geschieht so, dass man G (8) noch mit einem Parameter m

belastet: G (§) = G, (§) = E g™ & und diese Funktion so wahilt,
dass gerade der m-te Koeffment g™ gleich-1 ist.

§ 2.

Um auf die Funktionen G, (§) zu kommen, brauchen wir
bloss eine bekannte Konstruktions) etwas abzuandern Wir setzen

© e (c_v) =Ii: (l —_ _’) Z'd;‘m) ak.

k=0

3) Vgl. etwa F. Carlson und E. Landau, Neuer Beweis und Veralige-
meinerungen des Fabry’schen Lfickensatzes [Gotlinger Nachrichten 1921,
S. 184 - 1881
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Hierbei soll {/,} die unendliche Folge in (/) bezeichnen, v soll
simtliche ganze Zahlen durchlaufen, wenn m =|= I,, -hingegen v,
auslassen fiir m =/, . Wir sehen, dass die A, (=) mit den von
Carison und Landau a. a. O. %) beniitzten ganzen Funktionen ¢,
identisch sind, wenn fiir die dortige Folge 4,, 4, 4;, .:. die Folge
, L, &y, ... und ev. noch die Zahl m gewihit wird, wenn ferner
4, = m. Wir brauchen also nicht ausfiihrlich auseinanderzusetzen,
dass (ebenso wie bei Carlson—Landau) fur jedes 0 > o die fol-
genden Ungleichungen gelten :

[ e o
21 e < A(a)e"'“',
10 1 jam<B©) g,
i
<O’

Hierbei sind A, B, C von « m und k frei.
Wir setzen nun

CnlD =5y (m)Z" ()&= pta (m)Zd’”’E"’“"]

Nach einem Satz der Funktlonentheone9) hat diese Funkuon die
einzige singuldre Stelle & = 1. Wir brauchen hier etwas mehr,-
ndmlich die Abschitzung :

(1) |Gm(3)] < D@ e®™,

wenn |1 — &| oberhalb einer festen positiven Zahl o bleibt und.
D(6) von n und § unabhdngig ist (nur von 6 und « abhingt).
‘Hierbei muss 6 geniigend klein gewahlt werden: 6 < d,, wo §,
von o abhingt.

Wir zeigen (11) auf die folgende gelaufxge Weise. Wir wih-
‘len 4, so klein, dass d,¢ < 1, wobei

) Vgl. G. Faber, Uber die Fortsetzbarkeit gewnscer'IaylorscherRelhen
[Math. Ann. Bd. 57 (1903), S. 369—388] S. 377.

-

t—=1(w)= Max(——l— l_’k
RN —£
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Es ist nach einer bekannten Formel .
| 3 WACHE

n* gn = \KF1 2
_ nZo" ( g +1

wo fi(§) ein Polynom k-ten Grades mit lauter nichtnegativen
Koeffizienten bezeichnet und f, (1) = k! ist. D. h..

i« (%) k!

(l——"_&)H‘l = ‘|l_§|k+1

woraus mit Riicksicht auf (10) die verlangte Abschatzung (11) folgt.
Wir konstruieren nun wie in § I die Polynome Qi (x),
~ definiert durch die Entwicklungen

und setzen Q,'(x) = Q! (x). Dieses Polynom n-ten Grades hat
offenbar den hochsten Koeffizienten 1, enthdlt keine Glieder der
Folge (I), die niedrigeren als n-ten Grades sind, es gilt ferner
gleichmissig im Innern und auf C die Abschatzung '

D(6)e

[}
Max (1,5 < &

Q)| < —45—

Hierbei ist r < 17 und die oben genannte Zahl o hidngt von r ab:
0 = o, D. h ' '

0
lim sup| Q}(x)|= <e

nN=

Hier kann r beuebig nahe an 1 und J (bei festgewahlten r) be-
liebig klein gewdhlt werden. D. h.

i 1
lim sup Vﬂggglim sup Qs (x) g2

Mit, Riicksicht auf die schon oben erwahnte Beznehung wh > vl
folgt hieraus der behauptete Satz

§ 3. :
Aus dem eben bewiesenen Satz folgt ein sehr natiirlicher
* Zugang zu dem sogenannten Fabry’schen Liickensaiz, der neuerdings
von vielen Autoren untersucht worden ist. Dieser lautet wie folgt:



Hat die Potenzreihe f(7) = 21 a;z’V, wobei 1, < I, <
positive ganzzahlige Exponenten mit.

e

V—-w»v

smd den Konvergenzradius 1, so kann sie nicht iiber den Emhezts-
kreis |z| <1 hinaus forigesetzt werden.

~ Sonst konnte man ndamlich tber die Zahlen ¢, ., R, 5 so
verfiigen, dass 0 < ¢, < . < 27, R> 1, 5 > 0 ist, dass ferner
f(z) regulir sei in dem von ‘der folgenden Karve I’ begrenzten
Bereiche : 1" besteht aus den Stucken Coe '

’ der Kreisbogen f[z|==1—2y, - ([) < Argz < @+ 2n,
die Strecken 1 — r1< 2| <R, - - Arg zZ=1p,; bzW, ¢,
[ der Krelsbogen |z|—— ‘ 4,~,<Argz<q~2

Wird- hier (bex festen o, ¢, R) n geniigend klein gew‘ahlt 50
besitzt der Bereich, der hleraus durch die Transformatlon 2 =

entsteht, eine Abbildungskonstante, die kleiner ist als eine feste
Zahl y < 1, welche von 7 unabhé’mgig ist. Man hat nun

@ ,

211 l 2hv !

dz.
Wegen' des speziellen Charakters der Potenzreihe f(z) kann ich

offenbar setzen
__ 1 1f@)
ak_ [ Q (z) dz,

2411 4

wobei Q (l?) = Q(z') ein beliebiges Polynom I,-ten Grades mit

dem hochsten Koeffizienten 1 bezeichnet, in welchem samtliche
Glieder mit den Exponenten I, I, ..., I,_, fehlen. Nach dem oben
Bewiesenen lisst sich aber ein solches Polynom* Q derart angeben,
dass wenn 2 auf I' liegt, gleichmissig

. 1
2(2
ist, woben ¢ positiv und beliebig klein 1st Hieraus folgt

e <K@+, b
mit einem von v freien K. D. h.

<@+ E)l',




73

lim sup ‘

V= o

v<'y+f

oder da ¢ beliebig klein ist,

\ Lr<l,

V=0

was der Tatsache widerspricht, dass f(z) den Konvergenzradius 1 hat.

Es ist zu bemerken, dass diese Beweisanordnung kaum eine -
Vereinfachung gegeniiber “den bekannten bedeutet, hauptsichlich
weil die ganzen -Funktionen, welche das Haupthilfsmittel aller
dieser Beweise bilden, auch hier, u. zw. schon bei der in § 2
- behandelten Fragestellung herangezogen worden sind.

Die hier dargelegte Beziehung zu dem Fabry’schen Liicken-.
satz zeigt auch ungefdhr den Weg an, auf dem man zu beweisen
versuchen wird, - dass die Bedingung (3) auch hinreicht, um das
Bestehen der Grenzwertglelchung (2) behaupten zu konnen. In der
Tat ist es klar, dass wenn {1,} irgend eine unendliche Folge ist,
flir die mindestens eine iiber 1hren Konvergenzkrexs hmaus fort-

setzbare Potenzrexhe der Form Eav l" existiert, so kann bei

dxeser Folge die Glexchung (2) unmoghch gelten, wenigstens .nicht
fiir samtliche geschlossene, doppelpunktlose und stetige Kurven C.
(Sonst wiirde namhch auf die obige Weise die Nxchtfortsetzbar-

keit "der Potenzrexhe Eav l" folgen.) Es ist mlr jedoch nicht

gelungen, auf diesem Wege die nahehegende Vermutung, dass die
Bedingung (3) auch notwendzg ist, damit (2') bestehe, zu bestahgen

Berlm November 1922,



