Uber die Erweiterung eines algebraischen- Zahl-
kérpers durch Henselsche Grenzwerte.

Von MICHAEL BAUER in Budapest.

1. Es sei .
M f=x"+egx"+...+c=0,f(w) =0,

eine ganzzahlige, im gewdhnlichen Sinne irreduzible Gleichung.
Fiir die Untersuchung des Korpers K (w) ist es sehr vorteilhaft
* den Korper durch Henselsche Grenzwerte zu erweitern. Es besteht
niamlich ein Zusammenhang zwischen den Primidealfaktoren einer
Primzahl p und den p-adischen irreduziblen Faktoren von (1).
Um diesen Zusammenhang unvermittelt und einfach zu begriinden,
habe ich in der Arbeit'): ,Die Theorie der p-adischen bzw.
B-adischen Zahlen und die gewdhnlichen algeBraischen Zahl-
korper* zum Korper K (®) zunichst dié gewdhnlichen Konju-
gierten adjungiert und dann den so gewonnenen Koérper G durch
Henselsche Grenzwerte, d. h. durch die Fundamentalreihen in bezug
auf ein. Primideal  von p im Koérper G erweitert.2)

2. Fir manche Zwecke, z.B. fiir die Untersuchung des
Korpers K (w) in bezug auf p — ein Primideal von K(w) —
geniigt es den Korper durch die auf p beziiglichen Fundamental-
reihen zu erweitern3) In. dieser Arbeit werde ich ohne weitere
Adjunktion beweisen, dass der Kdrper K (p) identisch mit dem
Korper K (w, p) ist, welcher aus K (w) durch die Adjunktion der
rationalen p-adischen Zahlen entsteht und die Zah! w eine p-adische

(SN

') Math. Zeitschriit. Bd. 14 (1922), S. 244—249.
¥} Vgl. das Ende des Punktes 5. dieser Arbeit.
3) Vgl. dic in meiner Arbeit !) unter ¥ und ) ziticrten Abhandhungen,
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irreduzible Gleichung vom Grade m = fﬂ erfiillt, wenn im Kor- -
per K (0)
(l*) . - P = Pz'.q, (D, q) == 1
ausfillt und p den .Grad [ besitzt.

3. Die Grossen des Korpers K (o, p) sind .im Kérper K (p)
~ enthalten, nur die Umkehrung muss bewiesen werden; es ge-
niigt ganze Grossen des Korpers K (p) zu betrachten. Ist n eine -

ganze Zahl des Korpers' K (w), die genau p enthalt, dann ist ]ede
ganze Grdsse o des Kdrpers in der Gestalt:

2 «=@a t aa+aen+ ...

darstellbar, wo die Zahlen e, ganze Zahlen des Korpers K (w)
‘sind. Man hat also

(2*) ) ar'.: .clr W, + Gy, w2'+ R Cpr Wy, .

die Zahlen o,, o, ..., w, bilden ein Fundamentalsystem der
ganzen Zahlen von K (w) und die Zahlen ¢, sind rational-ganz.?)
- Der Beweis wird sehr einfach, wenn wir noch die erlaubte An-
nahme?®) machen, dass die Zahl 7 durch q teilbar ist. In diesem
‘Falle wird : :

a8l + k. gk pl P B = e, o, + ...+ 0,
‘ «y fat. ganz,
folglich ist o

- g—1t n

3) B : b = E E Pix. 0; -,
. ) k- 041 ) .

wo die Zahlen p,, ganze rationale p-adische Zahlen sind. _

- Da die Zahlen w,, = rationale Funktionen -von o bilden, ist
unsere Behauptung bewiesen.

4. -Wir werden beweisen, dass die ganzen Grossen der Kor-
per. K (p) und K(w,p) identisch sind. Einé Grosse ist als
Grosse von K (p) ganz, wena sie eine Darstellung (2) zuldsst,
also aequivalent einer nicht negativen Potenz'von = ist; dieselbe
ist als Grosse von. K (w, p) gapz, wenn sie einer Glelchung mit

‘) Es lasst sich namlich ohne dm Komugn.rtm zZu bt.nut/cn h\,wux(.n
dass in K(w); cin Fundamentalsystemn der ganzen Zahlen cxistiert. Dies iolgt
ans den allgemeineren Betrachtungen, die wir im Punkte 6. gehen,

) Es ist leicht ersichtlich, wie der. Beweis oline dicse” Annahine zi
- fliliren st o ’
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ganzen rationalen p-adischen Koeffizienten geniigt, deren hochster
Koeffizient gleich Eins ausfilit. Ist nun a als Grésse von K(p)
ganz, so hat man nach' dem Vorigen

€)) aw,n"—EE p)"w.n“(/—12 n;

k=0 1="1

h=0,1,...; g—1 ,
wo die Zahlen p// ganze ra!ionale p-adische Zahlen sind, nach
der Theorie des linearen Gleichungssystems ist also @ auch als
Grosse von K (w, p) ganz. Wir werden beweisen, dass eine
.Grosse von der Gestalt ‘
C)) L n"(a0+a,f1+ DN )]

a <0, g ganz (als Gr. von K(0)), a==0 (mod p)

als Grosse von K (o, p) keine ganze Grosse sein kann. Im ent-

' 1 1

i .. - - a i
gegengesetzten Falle wiren die Grdssen PR ne —

ganze Zahlen von K (o, p). Dies ist aber nicht richtig. Die Zahl
7 erftillt eine irreduzible Gleichung

(5) ta '+, +a, mta,=0(),
deren Koeffizienten ganze rationale p-adische Zahlen sind. Aus (5)

folgt, dass a, teilbar durch p istf), also geniigt -}l- der irredu-
ziblen Gleichung

9 (%) “"“{ J :.+",—"=0(p).

da die Zahl — keine ganze Zahl ist, wird auch — keme ganze

Grosse von. K (v, p) bilden.

5. Die Zahl w genilgt einem meduznblen Faktor der Glelchung
(1). Es sei _

(6) -g(x)=X"'_+P1xf‘"‘+---ﬁhpm——:o(p)

die irreduzible p-adische Gleichung, deren Wurzel o ist.”) - Wir
werden dieAAnzahl der (mod. p) inkongruenten ganzen Zahlen

af
%) Es ist namlich —p— aequivalent ciner nicht negativen Potenz von 7.

?) Die Gleichuing hdngt von P ab, es handelt sich um die Entwu,kelung :
von @ nach v, Vgl. meine Arbeit?).
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des Korpers K (p) == K (w, p) nach Herrn Hensel auf zweierlei
Weise bestimmen. Man kann zunichst - ohne weitere Adjunktion
beweisen®), dass ein Fundamentalsystem der ganzen Zahlen exis-
tiert, welche aus m Grossen besteht, also ist die fragliche Anzahl
gleich p™. Andererseits folgt aus (1*) und der additiven Dar-
stellung (2), dass die Anzahl der (mod. p) inkongruenten ganzen
Grossen gleich p? ausfdllt; es ist also m — fg, was zu be-
weisen war.

Ist die Glelchung (1) eine Galonssche Gleichung, so besitzt
sie in den Korpern K (») und K (p) = K (o, p) dieselben n ver-
schiedenen Wurzeln. Da samtliche Wurzeln rationale Funktionen
von einander sind, wird (1) im Korper der rationalen p-adischen
Zahlen gleich dem Produkte von einander verschledenen lrreduszlen
Faktoren des Grades fg ausfallen.®) :

6. Nun werden wir nachtriglich ohne weitere Adlunkhon
beweisen, dass die ganzen Zahlen des Korpers K (w), . bzw. .des
Korpers K (p)) = K (o, p) Fundamentalsysteme aufweisen.l’) Es
sind einige einfache Betrachtungen fiber sog. endliche Erweiterun-
gen erforderlich.’) Wenn R eine endliche Erweiterung des Kdrpers
K bnldet und die Grﬁssen '

(7) a, O ..., O,

in bezug auf K lmear unabhingige Grossen sind, deren Anzahl
eine maximale ist, dann ldsst sich jede Grosse 2 des Korpers &
“eindeutig in der Form

(7*) . Q:flal+fzag+..._,+f,,an

8) Dieser Satz wird auch aus den Betrachtungen des Punktes 6. fol-
gen. Vgl. die Fussnote 3). :
i %) Da sidmtliche Wurzeln in Betracht kommen, ist es unndtig in die-
sem Falle die Konjugierten zu vermeidén. Es ist zu betonen, dass man auf
diese Weise den tieferen Zusammenhang zwischen einer Zahl und ihren
»Bildern*, sowie andere Tatsachen nicht bekommt Die Untersuchungen
sind auf Relativkorper ausdehnbar.

19) 1ch glaube die fiir uns wichtigen Beéweise genau angeben zu miissen,
zumal dieselben bei Hensel nicht ausgefithrt sind. Vgl. Eine neue Theorie
der alg. Zahlen. Math. Zeitschrift. Bd. 2 (1918), S.433—452, bzw. S. 442—443,
Neue Begriindung etc. Math. Zeitschrift. Bd. 5 (1919), S. 118—131, bzw, S.127,

") Die Terminologie ist die -Steinitz’sche. Vgl. seine grosse Abhand-
fung: Algebraische Theorie der Korper. Journal fiir Math. Bd. 137 (1910),
8. 167—309, § 7.
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darstellen,wo r,, 55, ..., r, Grossen von K sind. Aus den Relationen
(8) . Qey=rnatr,e,+...+r,dq,
(i=12...,n)
(rix Gr. von K)

erhdlt man bekannlerwei_ée die charakleristische Gleichung fiir £,
ihre Norm und Spur durh die Formeln :

(8% F@) =|rix - A=0, N =|ru, S =ri, + ria+...4+1,,

(Lk=1,2,...,n)
und es ist ) '
R F(x)=N®R —x). _

Diese Begriffe sind von der Wahl der Basis (7) unab-
hdangig. :
Sind r, r, ra, ... r, Grossen von K und £5, 2: Grdssen
von R, dann wird: . :
oy NO=mrSnN=n,Sn+n=nS&)+r S(.Qz)s
© N (2 ) = N (2) N(@)") .
und wenn ' :

/:.) (an a2v ey a,,) = IS (C(, ak)l
GLk=1,2...,n)
gesetzt wird, hat man : '
A (ah d2»+ralv a3| LA ] an):,A (alr az:---; an)

(IO) A (rl al'+;-'+rndn)“2v'-~)an):r?A(ah a'_'"-')an)-

Es besteht der folgende Satz. Die Grossen des Korpers &
(l 1) . alv uz; - ,',a,,
sind dann und nur dann in bezug auf K linear unabhingig, wenn
(11*) ‘ ' li\(ah aZy--',an) :F O

ausfalit. » _
Sind zunichst die Grossen (11) linear unabhdngig und
2 #+ 0, so hat man : '

12) Aus der Formel ist ersichtlich, dass aus N (Q) =0, dic Relation
Q =0 folgt. Man kann noch beweisen, dass die charakteristische Gleichung
immer die Potenz einer irreduziblen Gleichung ist. :
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Q=nra ne+..+r,e, ﬁ'

Zn SRe)=S8(1) +0,

i~

folghch besitzt das Glelchungssystem

:fl'a|+rg'a2+...+f,,'am

, (‘2) 121 xS (2 0) =0
k=1,2,...,n)
nur die Losungx, = x,=...=X,= 0 woraus | S(e; ak)] + 0 folgt.

Es seien jetzt g, 15’2, ..., B, in bezug auf K linear unab-
hangige Grossen, dann hat man :

@ ak—-(Vn Bitvi ot . v, 8) (Vklﬁl F v Bt v, B,
(1 k =12...,n
woraus die Relation
a9y 1S (@ @) | =[S (B 8| | viul?
(G k=12 ...,n) .
folgt, wo dxe Grossen v, zum Korper K gehdren. Ist nun
|S (@; )] + 0, so wird |v,| + 0, die Grdssen Uy Cy ooy Uy
~sind in bezug auf K linear unabhidngig.

Wir bekommen ein Fundamentalsysiem der ganzen Zahlen
der Korper K (w), bzw. K (p) = K (o, p), wenn die Grdssen
der betreffenden Basen ganze Grossen sind und die zugehdrigen
Determinanten A einen minimalen absoluten Wert, bzw. eine’
minimale Ordnung in bezug auf p aufweisen.!3)

3) Im Falle eines gewohnlichen algebraischen Zahlkérpers - n-ten
Grades, lassen sich ausser der Existenz des Fundamentalsystems, noch -
weitere Sitze ohne Anwendung der Komuglerten ableiten. Ist Q eine ganze
.Zahl und bilden w,, w,, .2y @Wp €in Fundamentalsystem der ganzen Zahien,
so folgt aus ‘
.Qw,_c,, o, + ¢, w2+ +r,,, ©,, c,krat ganz’
(i=1,2,. )

N (Q)-w; =Qy; w)i y; eine ganze Zahl lSt Da Eins eine ganze Zahl bildel,
bekommt man, dass die Norm einer ganzen Zahl durch dieselbe teilbar isl.
.Man kann auch Normen der Formen und Ideale in der angedeuteten Wvisc
in Betracht ziehen und durch Anwendung der bekannten Literatur ist cine
Reihe von Sitzen ohne Beniitzyng der Konjugierten ableitbar. Solche Siilze
sind: der Hauptsatz der Idealtheorie, die Endlichkeit der Ki~ssenanzahi, der
~ Zusammenhang zwischen der Grundgleichung (mod. p) mit den Primiakioren
von p. (Natiirlich ist nicht ein jeder der bekannten Beweise zu diescm
Zwecke geeignet.)



