Sur un théoréme de la moyenne et ses applications.
Par M. MARCEL RIESZ & Stockholm.

1. Soit ¢(x) une fonction définie pour x <0, intégrable au
sens -de M. Lebesgue. Pour fixer les idées, nous supposons encore
que « (x) est une fonction bornée dans tout intervalle fini, hypo-
theése qui pourrait &ire remplacée par des hypothéses. bien plus
générales. Nous entendons par intégrale de Liouville-Riemann
d’ordre « de la fonction @(x) I'expression '

0) l@(«n(x)):ma(x)—-,:(—)[-rp(r)(x-r)“-' dt, O<wl)

Drabord, on voit. facilement que ®@a(x) est une fonction con-
- tinue (et méme que Do (x) satisfait & une condition de Lipschitz
d’ordre a). D’autre part, en exprimant Vinfégrale d’Euler de la
premiére espéce par la fonction /7, on établit le fait connu que
I'opération en question est distributive par rapport 4 l'indice e,
c’est-A-dire qu’'on a

()} | 19 (9 (x)) = 1@ [1® p(x)].
On a en particulier

€ o (x)= | g()at,

| (4) m(_,(—{»l (X) - I mu (l) dt
et ' - °
() _ mla+l ()= ma (x).

. 1) La limite inférieure zéro dans Vintégrale (l)' peut évidemment étre
remplacée par un nombre fini quelconque et avee des condiuons supplé-
mentaires sur o (x), aussi par — .
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2. Admettons maintenant que 0 < a < 1. Posons
. ’ 4
I R o .
©® g(x..:):,-—(a)l g (x—)""'dt,  0LE<x

On a alors le théoréme de la moyerine

™ , g(x,5==0,()
oil
0<e<E

Pour démontrer ce théoreme, admettons d’abord -que la
dérivée @', (x) existe et que, par exemple, cette dérivée soit une
fonction continue de x. Alors, évidemment, a cause dela distributi-
vité de lopératlon ¢ (x) sera lmtégraledordre (I—a) de @ (x),
c’est-a-dire qu’on aura -

® I O=75—5 | o =9 v

En portant cela dans (6) et en observant que, sous les conditions
admises, on peut intervertir 'ordre des intégrations, il vient

O 9= 7r I‘(a)l(l —) '

= LG rln ‘m' (v)dv’(xut)“ -yt =

(x—i)““‘ dt .I' > () (1—v) " dv=

14
= [ o, (v) M(v)dv

ol 'on a posé
1) - Mm= ,(r;),(l f(x 0 (=) at,

Comme on a, indépendamment de v et x,

(1 R Can A UL B
il résulte S '
(12 M@®=1 —WJ(X v ' l—v) T dE

L'intégrale qui figure au second membre et dont les limites
sont mdépendantes de v, est evxder"ment croissante lorsqe v va
8
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de 0 a = Par conséquent, M(v) est une fonction “ décroissante.
On pourra alors appliquer le second 1héoreme de Ia moyenne du
calcul’ mtégral et écrire o : :

(13 gx9=MO[ ¥, 0)dv »,-——;,M(ci) D), 0SnZE

Dans celte derni¢tre formule, on a déja ulilisé le fait que
D« (0)=0. Si Yon observe en outre que @P. est une fonction
continue et que dapres (10), (ll) et (12) on a 0<M(0)<1
on -voit, qu il existe toujours un nombre T (O< r<1,) tel que
M ©) My (t,)——ff'u(r) et alors notre théoréme se. trouve démontre
3. Dans la démonstration’ qui précede, les. hypotheses con-
cernant @', nous permettaient d’écrire la formule (8) qui condulsalt
a la formule (9). Or, en utilisant V'intégrale de Stieltjes, on arrive
sans aucune hypothese sur- (h'u a la formule analogue a (9)

Pour éviter le raisonnement assez délicat dont on a besoin pour
arriver i (14), nous suivrons ici une autre voie plus laborieuse,
qui pourtant a Pavantage de n’exiger que des calculs formels.
L'intégration par parties de (9), faite '3 un point' de vue tout
a fait formel, donne, en observant que D¢ (0) =0 ef que M () =0,

(15) g8 = fvm(v) M () dv.

L'intégrale ‘au"second membre est; absolument convergente,
puisque M'(v) ne devient infini, pour v=25 que de l'ordre .
Donnons maintenant une vérification dirécte de la dernicre formule
sans aucune hypo_thcse sur 'y,

) La formule (14) se vérifie lmmédlatement, si lon démontre dabord
que I'on a, sous la condition que o (x) est bornée, presque partout h

. | . . .
q,(\)_' “)‘ (x—n"" dmu ().

Dans un travail plus elaboré nous mettrons au pomt le rnlc qul rcvucnt a
lmtégralc de Sticlfjes dans foutes ‘ces questions.. - . Lk
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~Ona- -

‘—’(Da(v) M’ (v)dv ]M'(u) dv[ q‘(t) (v—t)“ ' dt —'-"

(‘5)
-r (u) I g dt IM' (v) (V""t)a_l dV

:Or, onobtient par la dxstnbutlvnté (voxr les formules (2) (5))-
et en mtégrant par parhes ) -

j M’ (v) (v—t)"‘—l dt

«I—‘U

M (v) (v—-!)“ dv——j .

,‘k—\ ’“

d

« dt
R 1 1 e T

Z“z‘(‘ff(r-?:) at (f (r—t)~ *va (x—) = (w=) = "")
=T (a) r (l—«) dt (J (x_' )q-'l duJ (v—’)a_—l (u—v)_“. dv)

En tenant encore compte de (ll), cette expressnon se rédu:t a
Alors, en ‘introduisant  cela dans (16) la -_fbrmulé“'(’IS)"se' trotive-
établie. e

"En observant maintenant que M’(v) est- de signe constant,
qite- 0<-M(v) <1 et que’ M(£) =0, (7) se déduit de (15) par
lapphcauon du premler théoréme de la moyenne du calcui intégral.

"4, Nous’ passons mamtenant aux apphcahons de notre théo-
réme. Ce théoreme, je I'ai déjd donné sous ‘des - conditions plus
restrictives dans -une Note des Comiptes rendus: (Une méthode
équivalente 3 la méthode: des moyennes arithmétiques, 12 juin
1911).- C’est par. ce ‘théoreme que i’y établis. pour, des indices
non entiers que certaines moyennes que j’ai introduites sont -entié-
rement équivalentes 2 celles de Cesdro. Les dites moyennes (sur
lesquelles nous reviendrons au No. 11)-sont sous.plusieurs rapports
plus maniables que celles de’ Cesdro, et ont un grand avantage
sur .ces’ dernieres. notamment- dans. la .théorie des ‘séries de
Dirichlet.?) Or, dans cette théorie, le théoreme de la moyenne :que .

) 3) Ainsi M. Schnee en travalllant (Acta Math. t. 35) avec les moyennes
de Cesaro obtenait d’abord des résultats trés peu satlsfalsants, pour. arriver
dans un supplément ajouté plus lard .en utnhsant mon théoréme d équnvalencc,
a des résultats smpleq - .
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nous venons d’établir, joue (méme sous une forme bien plus
particuli¢re) un rdle fondamental pour tout ce qui concerne la
sommation a ordres non entiers. (Voir G. H. Hardy and M. Riesz,
The general theory of Dirichlet’s series, Cambr. Tracts of Math.

No. 18 (1915). Voir en particulier le lemme 7 et ses applications).

Disons enfin que notre théoréme est trés utilisable dans le calcul
. aux différences A ordres non entiers, en élucidant le lien qui existe
entre ces différences et les dérivées (et intégrales) de Liouville—
Riemann. En remettant cette question a une autre occasion, je
- passe aux applications concernant certains théorémes de convexité.

5. M. H. Bohr*) a démontré en se. restreignant a des séries
de Dirichlet de la forme Za,n™* et d des indices entiers de som-
mation que l’abscisse de sommabilité des moyennes de Cesiro. était
une fonction convexe de lindice. En combinant le théoréme général
qu'on va démontrer tout a I'heure avec les formuies explicites
pour les abscisses de sommabilité qui se trouvent dans le 7ract
cité (p. 45), on arrive A un théoréme énoncé dans ce:Tract (p. 60)

qui dit que le résultat de M. Bohr subsiste pour des séries de .

Dirichlet de la forme générale =a,e 5 et pour des indices de
sommation quelconques, la méthode de sommation étant celle des
moyennes typiques.

" Le théoréme général qui suit, fut' donné pour des indices
entiers (et sous une forme un peu différente) par MM. Hardy et
Littlewood.®)

1. Soit a un nombre positif quelconque. Admetlons quil ex:ste
deux fonctions non décroissantes V(x) et W(x), telles que pour
~ toute valeur positive de x, on ait

i @<V et [Da(x)] < W().
Soit en outre 0<a' < a. Alors, il existe toujours.une constante
C, telle que ' '
_ : 1—— '
(19) el <cve) (W)t

La démonstration qui suit montre que C est méme mdepen-
“dant de «'.

4) H. Bohr, Bidrag til de Dmchlet ske Raekkers Theorie. Thése, Copen -

hague, 1910, p. 101.
5 G. _H. Hardy and ]. E. Littlewood, Contnbutlons to the arithmetic
theory of senes, Lond ‘Math. Soc. Proc (2) vol. 11, (1912)
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Nous nous restreignons d'abord au cas 0<e<1, le cas
général pouvant facilement étre rédult sur ce cas particulier (voxr
le n° 10).

On a d’abord

Wy (x) = —,—.:7;).|'¢> 0 (x——t)“"‘ dt

Nous détermmons Ede facon que

s _ (W)
(19) S FTET (v (x))
Si cette équatlon donne pour & une valeur négative nous
-posons & =0. (Dans ce dernier cas, la démonstration se simplifie,
car 'intégrale que nous desngnons dans la suite- par I, n'intervient -
pas) On aura

et

() @y ()= | 9O (x--g)e™= at = + =1+
@) (L] = |Jo@ @ a < v | (x— )1 dt —

—v =1 ( V(x))l_E | (W.(x)‘)";
D’autre part ' - S
1= ., 0 O G—)" " )"

Puisque o' —a est négatlf, on a d’apiés le second théorérpe de la
moyenne

L= (x=y~° J ,,()(x—r)“ 'dt, 0<ug=
Alors, d’aprés notre théoréme (7), la derniére mtegrale est
=1I"() ((Da (7)) — (I)a (@) ), < <t <x,0<np<iyx,
Cest-a-dire - '

@ O IRIL20 () (=YW () =

=21"() (‘V(xl))lé%,(ﬂw-(x)‘)%’; C.Q.F.D. |
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6. On a encore le 1héoréme
1. Si pour x = o0, 0n a

22) ¢): V)0 e | ;uu ) 1' <w
ou ) c
(23) [ | <V(x) et @ (x): W(x)—0,

on aura aussi pour 0 < o < a

a

@ 009+ (v) e (we)s

Remarquons tout de suite que, si sous Phypothése (22) ia
fonction V(x), ou sous I'hypothése (23) la fonction W(x) tend vers
Yinfini avec x, le dernier théoréme se réduit facilement au théoréme
précédent. P. ex.; sous I'hypothése (22), on pourra alors trouver
une fonction non décroissante V,(x) telle que V,(x): V(x) =+ 0
et que, en remplacant dans (22) V(x) par V,(x), I'hypothése (22)
- soit encore remplie. En appliquant alors le théoréme /, le nouveau
théoréme découle. Nous pourrions donc dans la démonstration
qui suit nous restreindre au cas ou V(x) ou W(x) restent bornées
respectivement.- Or, du moins: dans la. démonstration de la premiére
partie du théoréme, ceite. hypothése particuliere n’améne aucune
simplification. Quant a la seconde partie, nous Ia démontrons par
un lemme que nous. voulons ‘établir -sous des conditions aussi
générales que possible. C'est pour ces raisons que, dans la démon-.
stration suivante, la seule hypothése faite au sujet de V(x) et W(x)
c'est que ces fonctions: 'sont, non -décroissantes.

7. Aussi dans la démonstration du théoreme ll nous suppo-

_aonsdabord0<a<1 .

' Admettons d’ abord y hypothese (22) et déterminons to de faqon

que Ton ait -

 lemI<ev, >,

€ étant un nombre arbntralrement peln Cela etant on determme
§ par léquatlon - -

P

ot (W(x))a
o \evVix)
"en posant £ =1{,, si cette équation donne pour & une valeur g to. .
- a) Supposons d’abord. & > £,. ’
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-+ En -posant, pour abréger, -

et L

u-

a - Na ool ’
@ o (ve) T (wef—ve
on aura par le méme raisonnement que plus haut
* Lo x - S . ‘~; ‘E——u/a ’
\Ll=|{ () x—1)" s—.‘-dt‘ <L v
et | : S e e
2€1—d'/a :
[ h] = =T ( ) Ulx).
b) Si |équahon donne pour § une valeur < t,,, nous posons
. - X |, V l_u /a
hl=|]|< ()mf)<: ~U.
|'/1-l'=.[-f <,(x—‘t,,)“: J |tp(l)|dt —>0 : .quand X co.

Ainsi la démonstratxon de 'la premitre partie du théoreme i
se trouve achevée.
_ 8. Pour arriver a:la seconde partie, nous démontrons d’abord
le lemme suivant: ’
Sous Phypothése (23), onapour0 < &< X, umformement en g,

g(x,9: W(x)—+0 X =% 00,
-la fonction g(x, ) étant encore defuue_ par -la "formule 6) et «
étant < 1. .

La démonstration de ce lemme est nmmedlate lorsque W(x)
tend vers l'infini avec x. En effet en vertu de (7), on a
26 . gx,Y=m, (z) - 0gTKE <xo
On pourra .d’autre part dapres (23) deterrnmer 1, de fa(;on que
iy 14!) (t)|<£W(t) pour l__>_11_,,f,.
W(x) tendant vers Pinfini on: pourra  choisir x:.assez grand
pour que . . :
W) <eW(x).

Le nombre ¢ figurant en (2}6) étant alors f,, on aura toujours

ey <e W) -

AV
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Lorsque W (x) ne tend pas vers linfini avec x, .1a demon-
stration de ce lemme devient un peu plus délicate.
Nous pourrons poser dans ce cas W(x) = 1. Déterminons
alors ¢, de fagcon que
(27) o ()| <e pour t>t,
et désignons le maximum de |@a(f)| pour 0 < t < 1, par K.
Nous aurons par la formule (15) pour £ < #,
£
[M'(v) M, (v) dv !_S_K

-lo

£
lg(x, 9= (M) av|=KM©O)=

K 5 a—t —a _
= T (=9 l(x—l) dt <

K 2 —1 —a
\m—l',—(-l:(—‘)‘ J (x —t) t . dt‘+ 0, X =y 0O,

Pour £ > t,, on a d’autre part

|g(x ~)|<‘rM ‘(v) o, (v)dv%+;|M (v) ©,(v) dv {?_

Il vient A
1<K (MO —M(t,)) —

T (=g \
K - a—1 j—a :
<W£(x-—t) 7% dt = 0, x & co.
Enfin, d’apres (27), on a

K (f‘(x—t)“_" t " dt — E(x—t)“_' (t—t) " dt)

ce qui achéve la demunstrahon du lemme.

9. Ce point établi, la seconde partie du théoréme // résulte
immédiatement. On choisit d’abord x assez grand pour que
|g (x.£)| < & pour toute valeur de &, telle que 0 < < «x. Aprés
on n’a qua déterminer & par I’équation

e e (e W(x))
UV
(en posant £ =0 si cette équation' donne une valeur négauve)
et apphquer le raisonnement qui a conduit- 3 (18)
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On pourra compléter le résultat qu’on vient de démontrer
par le théoreme sulvant
St ) A
Ly (X)|<V(X) et by (x) A,
V(x) étant lou;ours ‘une foncizon non decro:ssan!c et A etant un
nombre fini, on aura My (x) : (V(x)) -~ 0.
Pour A = 0, ce théoréme est un cas particulier de la seconde

partie du théoréme /I. Pour réduire le cas de A quelconque au
cas A = 0, posons

E(t)zq;(q_.l,(]__"_T) (e

Alors on aura®) [¢f. la formule (11)]

T, ()= JTO =0T =000 — A0

‘Pa_r ces derniéres formules, on a obtenu la réduction désirée.
10. Reste & se débarrasser dans les théorémes précédents .
de la restriction ¢ < 1. Soit maintenant ¢ un nombre positif quel-

. . o a
conque. Déterminons un nombre entier n de facon que:h—<‘/a et

posdns Q= —knf (k=1,2,...n—1). Si 'on établit maintenant

les théorémes précédénts pour les valeurs particulitres o' = a,
on n'aura qu’a appliquer encore une fois ces théorémes sous la
restriction « < 1, pour les obtenir sans aucune restriction.

' Occupons-nous d’abord du théoréme /. Posons.

¥ (x) = Max |®g ()] pour 0 <t < x.

Or, il est clair que les fonctions ¥ ne sont pas décroissantes.
On trouve alors d’aprés le théoréme démontré tout & Yheure
(en y remplagant V,. dfa','W par Foy_y, Par, Pagsi)

(28) () < CV Pl ) .

6) memllude que o (f) nré«enfe a l’m'-m n'améne aucune difficuité,
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Cette mégalxté est valable pour k=1, 2, ... n—1, si I'on pose
+u,_4’_Vet4’an—‘Pa—W. . .
Soit maintenant / un quelconque des nombres 1, 2, ... n—1,
Elevons ces inégalités correspondant & k=1, 2, ... I—1, |,
1+1, ... n—2, n—1 aux puissances repectives (n—=D, 2(n—1),
(l—l)(n-—l) I(n—I), (n—I—l)I ,21, . On ftrouve par
mulhphcahon

@) < O (V(x))- “r (we)f =

_ ¢l (V(x)) " We

et alors, d’aprés ce qu'on a dlt le théoréme ! résulte sans aucune
restriction. g :

En s’appuyant mamtenant sur ce théoreme la premlere parhe
de 1/ se-démontre de proche en proche pour @’ = @,, «, ... ,_,,
fandis que la seconde se démontre de proche en proche pour
o =@, ¢, , ... . Cela étant, ce théoréme résulte aussi sans
aucune restriction.

~11. Quant aux applications des -théorémes qu’on ‘vient de
démontrer, en voici une concernant les moyennes auxquelles nous

avons fait allusion au n°®4.
. @
Smt S a, une séne quelconque Posons

0y (W) = 2 a, (0—n) " k>0
Si la limite o
‘ llm w“ok(w).__aA
vt e . b w—*w
existe et est finie, nous dlSOﬂS que la séne Z'a est sommable

d’ordre k avec la somme o
Les moyennes w™* Ok (w) ‘sont equwalentes aux moyennes de

Cesaro d’ordre k dans le sens qu’une série quelconque est som-

mable en méme temps et avec la méme somme par ces deux
especes de. moyennes.. . De plus, i -pour une série,. les moyennes.

d’ordre k de Cesdro sont bornées, il en sera de meme pour nos
moyennes d’ordre k et inversement.

Cela posé, on voit que dans le théoréme qui stiit, on pourra
entendre par ,moyennes“ celles dé Cesdro cu les notres. Ajou-
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tons encore qu'on peut donner une démonstration directe pour les
moyennes de = Cesdro; cette démonstratlon etant trés analogue
a celle du_ texte.- - Lo :

. Voici. le- théoréme " en- queshon '

.+ . Si une série. X a, est sommable par des ‘moyennes d’un‘certain
ordre et que ses moyennes d’ordre k-sont bornées,"alors - ia’ série
est sommable par des moyennes a’ordre quelconque > k.7)

La démonstration est immédiate. La série soit sommable
d’ordre L. Il suffit évidlemment de considérer des indices < L

En changeant au besoin a,, on pourra supposer que la
somme de la série est zéro. On appliquera alors la seconde partie
du théoréme /I en posant @ (x) = 6, (x), Dx_x (X) = const. o;.(x),
D;_4 (x) = const. 0;(x), V(x) = xk, W(x) = x!, on trouve pour
k<K<l -

o (x)_+0 x—>o0 C.QF.D.

12. Voici encore une application. En combinant nos théore-
mes avec un théoréme sur les séries de Dirichlel que j’ai donné
il y a bien longtemps et dont la démonstration paraitra prochaine-
ment®) on trouve la généralisation suivante d’un théoréme de
MM. Hardy et Littlewood.?)

Si la série de Dirichlet 3 a,e—*nS est sommable par les moyen-
nes typiques®) d’ordre r pour s = 0 et qu’elle est sommable d’ordre
(r—0) (I <r) pour une valeur s dont la partie réelle est § (> 0),
la série sera sommable d’ordre (r—k) (k <) pour toute valeur s

dont la partie réelle est > N Le théoréme subsiste, si dans I'une

des hypothéses, au lieu de la sommabilité, on suppose seulement
que les moyennes en question restent bornées.

7) MM. Hardy et Littlewood ont doriné une application trés remarquable
de ce théoreme dans leur Note : On the Fourier series of a bounded function,
Lond. Math. Soc. Proc. (2) vol 17 (1917) p. XIll—XV (Records of Proceedings
at Meetings).

, 8) Uber die Summierbarkeit durch typische Mittel (paraitra dans ce
journal). Au lieu de combiner les résultats ci-dessus avec ceux du travail
que je viens de citer, on pourra rester dans la voie indiquée plus haut en
utilisant certaines formules de transformation données dans le Tract clté

- 9) .Voir le théoréme 19 du travail cité au no 5. - .
"10) Par moyennes: typiques on pourra entendre ici,. so:t celles de pre-
micre espéce, soit celles de seconde espéce; ¢f..le Tract cité p. 21 et suiv.
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On trouvera  beaucoup d’applications trés intéressantes de
notre théoréme de la moyenne et des théorémes / et // dans un
Mémoire étendu de M. K. Ananda Rau.'’) On y wouve, en’ parti-
culier, un examen approfondi des questions de convexité concer-
nant les abscisses de sommabilité et une générahsahon remar-
quable du théoréme de Schnee-Landau 12)

My K. Ananda Rau, On the convergence and -summability of Dirichlet’s
_series. Je ne sais pas si ce Mémoire a déja paru ou non.
1) E, Landau, Handbuch, p. 853 et suiv.



