Uber Fakiorenfolgen, welche die ,Klasse“ einer
Fourierschen' Reihe unveridndert lassen.

Von MicHaeL FEkeTE in Budapest.

§ 1
_ Einleitende Erkldrungen. Fragestellungen und Ubers:cht
der Losungen.

1. Aus der Gesamtheit aller, fiir jedes reelle x erklarten
nach 2= periodischen Funktionen f(x) seien herausgegriffen und _
‘je zu einer Klasse zusammengefasst

erstens similiche Funktionen, die tiber das lntervall 0, 2n)
in Lebesgueschem Sinne?). mtegnerbar (Klasse C),

zweitens simtliche Funktionen der Klasse C,, dxe im Inter-
valle (0, 2 77) beschrinkt (Klasse C,), _

driltens samtliche Funktionen, die fiir 0 < x<2n beschrankt
und von 0 bis 2 n" in Riemannschem Sinne?) mtegnerbar (Klasse C;),

viertens simtliche - Funktionen, die fiir 0 <x< 2x stetig
- (Klasse C,),

flinftens sdmtliche Funkhonen die im Intervalle (0 27) von
beschrinkter Schwankung sind (Klasse Cj), :

sechstens simtliche Funktionen, die sich fiir 0 <x <21 als |
bestimmte Integrale (von O bis x) einer im L.-Sinne mtegnerbaren
Funktion darstellen lassen (Klasse C.)

2 Sei

1) 7+al cosx+_b, sinx+...+a,cosnx+b,sinnx+...

eine unendliche ._trigonometrische Reihe. Wir sagen, sie gehort
2ur Klasse Ky (v=1,2,...,6), falls in der.oben erklirten Funk-
tionsklasse Cy eine Funktxon 1) vorhanden ist, deren Founersche

1) Kurz: im L.-Sinne.
%) Kurz: im R.-Sinne.
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. ’.'ﬂ . 2
Konstanten — f (1) cos nl dt, — J f (I) sin nt dl mit den Koeff:zlen-*
0 0 -
ten a,, b, von (1) ﬁberemstnmmen _ :
Die Hauptfrage, mit welcher wir uns- im vorhegenden Auf-
satze beschiftigen wollen, lautet wie folgt: '
A. Weiche sind die notwendigen und hmretchenden Bedmgtmgen
damit die Faktorenfolge

2) 201,,.“, asec 2 . -
kompomert mit den Glzedern emer Reihe (l) der KIaSSe Kv, dlese
in eine Reihe . :

4o a"-{- A (a,cosx +b. smx) +...t+4, (a,, cosnx + b, sin nx)+

-3
»ilberfahre,‘ welche wiederum zur Klasse K, gehort?

3. Dieser Frage nach der Charakteristik der nFaktoren der
Klasseninvarianz* ‘wollen wir noch eine analoge Frage betreffend -

© die Faktoren der. Klassenkovarianz“ zur Seite stellen. Diese kar_in

— wenn wir die zu (1) konjugierte trigonometrische Reihe
(1) b,cosx—a,sinx+...+b,cosnx —a,sinnx+... _
als zur Klasse Ky gehorig betrachten, falls (1) eine -Fouriersche
Reihe?) aus der Klasse K, bedeutet — folgendermassen formuliert
werden :

B. Welche sind die notwendlgen und hmrelchenden Bedmgungen
damit die Faktorenfolge

(4) ‘ ' ”‘l, ..., .“m ve g
kompomerl mzt den Gliedern einer . Reihe (l) der Klasse Ky, diese
~in eine Reihe .

B) u, (b cosx—a, sinx)+...+n,(b,cosnx—a, sin'n.x)-}- e

iiberfiihre, welche zur Klasse Kv gehort?.

, 4. Die Losung dieser Frage, wie die der vorigen, griinden
wir auf die Losung des folgenden dritten, auch an und fiir sich

wichtigen Problems :

‘ C. Es sollen notwendige und zugleich hinreichende Bedingungen

dafiir angegeben werden, duss die Reihe (1) einer bestimmten der

Klassen Ky angehdre.

3) Kurz F.-Reihe.



Das ilteste Resultat in dieser Richtung ist den Herren F.
Riesz*) und E. Fischer®) zu verdanken, die eine notwendige und
hinreichende Bedingung entdeckt haben, unter welcher (1) die
F.-Reihe einer (samt ihrem Quadrate) im L.-Sinne integrierbaren
Funktion ist. Ihr diesbeziiglicher Satz ist fir uns um so bedeu-
tungsvoller, da er zu einer Basis unserer Schliisse bei Erledigung
der letztgenannten Aufgabe dienteS).

Die obigen zwei Fragestellungen A. und B. sind hingegen
auf Herrn W. H. Young zuriickzufiihren, der selbst fiir die meisten der
von uns betrachteten Reihenklassen solche hinreichende Bedingungen
fiir die Faktoren der Klasseninvarianz, bzw. der Klassenkovarianz
‘angegeben hat”), welche sich nach unseren Ergebnissen zugleick
als nolwendige erweisen werden. Ihm ist auch eine Ldsung unse-
res dritten Problems C. fiir die Klassen K, und K;zu verdanken®)
und zwar eine solche, durch welche fiir uns ein neuer, von dem
seinigen verschiedener Weg zur Herleitung seiner obenerwéhnien
hinreichenden Bedingungen gedffnet wurde. Betreffs - Einzelheiten
sei auf das spiter Folgende hingewiesen.

Hier sei hervorgehoben, dass wir die Youngschen Kriterien
fiir.das Angehoren der trigonometrischen Reihe (1) zur Klasse K,
" und K, durch eine neue Methode gewinnen, die uns auch im Falle
der Klassen K; und K, zum Ziele hilft

5. So gelangen wir — nach den Erklarungen und Hilfssitzen
des.§ 2 — im dritten Paragraphen zum folgenden Resultate:

4) F. Riesz, Sur les systemes orthogonaux de fonctions, Paris C. R.
18 mars 1907; Uber orthogonale Funktlonensysteme, Gottinger Nachrichten
1907, S. 116—122,

%) E. Fischer, Sur la convergence en moyenne, C. R. 13. mai 1907,

%) Derselbe Satz verhalf Herrn Steinhaus zur Bestimmung der Faktoren
der Ktasseninvarianz filr die Klasse der F.-Reihen der samt ihren Quadraten
in L.-Sinne integrierbaren Funktionen. Siehe: H. Steinhaus, Additive und
stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschrift 5 (1919), S. 186—221; Satz 8.
S. 213—214.

)y W. H. Young, On Fouricr Series and Fonctions of Bounded Varia-
tion, Lond. Roy. Soc. Proc 88, (1913), S. 561—568

8) W. H Young, On a Condition that a Trigonometrical Series should
have a Certain Form, Lond. Roy. Soc. Proc. 88 (1913), S. 569—574 Belrefis
anderer Losung des Problems fiir die Klasse Ks vgl F. Riesz, Sur certains
systémes singuliers d’équations intégrales, Ann. Ec. Norm. Sup. 28 (19i1)
S. 33-62,



Damit die ‘trigonomelrische Reihe (1) der Klasse Kv.(v=2,
3, 4, 5) angehdren soll, ist nolwendig und hinreichend, dass die

Folge ihrer arithmetischen Mittel S, (x) == So .(x) tz + .l+ Sa ()

— wobei s,,(x):%—f-al cosx + b sinx+...+a, cositx + .

+ b, sinnx — dieselbe Eigenschaft (Beschranktheit, bzw. Integrier-
barkeit im R.-Sinne, Stetigkeit; Beschranktheit i. B. auf die Schwan-
kung) ,in gleichem Masse“ aufweisen soll, welche die Funktionsklasse
Cv charakterisiert. (Vgl. Sitze 1—IV).
~ Auf Grund dieses Ergebnisses — jedoch im Falle der Klassen
K und K®) noch durch Hinzuziehung eines Steinhausschen Satzes!?) -—
erhalten wir im § 4., als Beantwortung unserer Hauptfrage :
Damit die Reihe (3) mit (1) zugleich zur Klasse Kv (v.._l
., 0) gehore ist notwendtg und hinreichend, dass die Sinusreife
> ,l sinn x

E

1 .
von beschrdnkter Schwankung) gehdre. (Vgl. die Sitze V., VI, VIL)
Durch nochmalige Anwendung der Resultate des dritten
Paragraphen ergibt sich zuletzt im § 5. als Ldsung der Frage
betreffend die Faktoren.der Klassenkovarianz der Safz :. -
_ Damit die Reihe (5) mit (1) zugleich zur Klasse K; bzw. K,
K, K; gehire, ist notwendig und hinreichend, dass die Cosinusreihe

S ""c‘;ﬂ zur Klasse K, gehire. (Satz VIIL)
]

§ 2.
- Erkldrungen und Hilfssitze.

2ur Klasse K; (Klasse der F.-Reihen der Funktionen

. Im vorliegenden Paragraphen werden wir zunichst einige
Erklarungen von Begnffen angeben, mit deren Hilfe unsere Re-
sultate sich in einfacherer und einheitlicherer Form -aussprechen
lassen Sodann wird der Inhalt der von uns definierten Begriffe
“analysiert. So gelangen wir- zu Hilfssdtzen, durch welche die
gemeinschaftliche Grundlage zur Erledigung der eingangs auf-
- geworfenen dreierlei Probleme geschaffen wird.

9 Die Notwendigkeit der unten folgenden Young:chen hinfeichenden
Bedingung fiir die Fakforen der Klasseninvarianz ‘der Kiasse K; hat neuer-
dings Herr S. Sidon direkt ermittelt. (Vgl. S. Sidon, Reihentheoreti:che Sitze
und ilire Anwendungen in der Theorie der Fourferschen Reihen, Malh Zeit-

schrift, 10 (1921), S, 121—127))
- 10) Vgl. a. a, 0.8), Satz 6. S, 21213



2. Es sci f(x) cine fjir jedes x erklirte, nach 2 periodische
"Funktion der reellen Verdnderlichen x. Wir sagen:

1° f(x) heisse eine im Intervalle (0,2 =) beschrinkte, bzw
im Wesen beschrankte Funktion, wenn sie im. Intervalle _(O 2 n)
" die Bedingung (B) der Beschrinktheil fiberall, bzw. fast (iberall
erfiillt, d. h. wenn es eine positive Konstante G gibt so dass
(6 - I f(2)| LG, .
falls ¢ ein beliebiger Wert aus (0, 2:7) ist, bzw. zu einer bestimm-
ten Teilmenge vom Masse 2 der Punkimenge 0 < x < 2 = gehort.
' 2% f(x) heisse eine im Intervalle (O, 27) nach Riemann
'-mtegrlerbare bzaw, im Wesen integrierbare Funktion, wenn sie in
~diesem Intervalle «die Bedingung (I) der Integrierbarkeit int ‘R.-Sinne
iiberall, bzw. fast iiberall erfiillt, d. h. wenn zu jedem pos. ¢ ein
6>0 zu fmden ist derart, dass

) 2 [ f () ‘f(ﬂk)l (xl."xk—\) <e,

falls fiir die X, die Bezichungen
(™ 0<x0<x|<x, WX, L2 _
ay Max | x,—xo, Xo—Xy, .., X, =X, 4} S 6= 6 (€)
bestchen, die «,, 3 jedoch den Beznehungen ‘
(79 , : X S <5 S X

geniigende, sonst beliebige Zahlen des Intervalls (0, 2 n), bzw.
einer massgleichen Teilmenge Mar desselben sind.!!) :
f(x) heisse eine, im Intervaile (0, 2m) stetige bzw. im
'Wesen stetige Funktion, wenn sie daselbst die Bedingung (S) der
Stetigkeit (iberall, bzw. fast iiberall erfillt, d. h. wenn es zu jedem-
€> (0 ein 6 >0 gibt, so dass .
®) @< (B>
. falls e, @ solches Wertepaar aus dem Intervalle (0, 2 1) bzw. aus
einer massgleichen Teilmenge M.n dieses Intervalls ist, fiir welches
LBy |8—a| <46, oder |f—a+2n|<d6
besteht. 3 R \ :
4% f(x) heisse eine, im Intervalle (0,2 =) i.- B.-auf die
Schwankung beschrénkte, bzw. im Wesen beschrinkte Funktion,
" falls"sie im Intervalle (0, 2 =) die Bedingung (BS) der Beschidnkt-
- heit i. B. auf die Schwankung iiberall, bzw. fast iiberall erfum
d. h. wenn eme Konstante H> 0 existiert, so'dass

R Erfullt»f(x) dle”‘Be_dmgung (), so st snev beschrénkt.
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© - z f ) f(«n |<H,
falls.die «, den Bedmgungen R
9y a<e<.. < <., . <a,

geniigende Zahlen des Intetvalls (0, 27m). oder emer massglelchen
Teilmenge M:n desselben: bedeutet _
: 3. Hilfssatz 1. Erfiille die Funktion f (x) dte Bedmgung (B),
bzw. (1), (S), (BS) im Intervallé (0, 2 71) fast iiberall. Dann existiert
eine ihr aequivalente’®) Funktion f*(x), weldze dleselbe Bedmgung
in (0, 2m) dberall erfiillt
~ Beweis. Sei Mex die Menge aller Punkte des lntervalls (0 2n)
in welchen die Funktion f(x) die Unglelchung (6), bzw. (1), (8),.
(9) erfilllende Werte annimmt, falls die Funktionenargumente (7°),
- baw. (8%), (9*) befriedigen ; die- Menge der tibrigen Punkie von
©, 2n) helsse M... er definieren eine Funktion f* (x) auf die fol- -
gende Weise:
1) ist x ein Punkt aus M.r, so bestehe f* (x) f(x);
2) ist x ein Punkt aus Mo, so sei f* (x)—hm supf(tv) ‘

,‘wObel oty .., iv,..". 1rgendemé bestlmmte Folge aus Punkten
von Msn bedeutet, welche Dbei unendlich wachsendem » gegen x
konvergxert Dann_ besitzt f*(x) die gewiinschten Eigenschaften.
- Denn sind:die in der Ungleichung (6), bzw. (7), (8), (9) auftre-
tenden Punkte «, bzw. @, fx; @ 9; @ samilich Punkte aus Mar, -
- 50 besteht diese Ungleichung fiir f*(x) nach 1); kommen aber
unter dlesen Punkten auch: Punkte .aus M, vor, so folgt das Be-
~stehen der fraglichen Unglelchung nach 2); denn in einem derartigen -
Punkte x hat f*(x) einen solchen ~Wert, welcher als Limes von
Werten dieser Funktion in Punkten aus M»n betrachtet werden kann
4. Es sei - '

fi (%), f (XD oo fu (%),
eine uneridliche Folge, deren Glieder fiir jedes x erklérte, nach
'2 7 petiodische Funktionen des reellen Verdnderlichen x sind. W"',"
erkldren : die Folge heisse eine im Intervalle (0, 2 =) glelchmasmg
- beschrankte, bzw. gleichmissig integrierbare, gleichméssig stetige,
~i. B. auf die Schwankung gleichmissig beschrinkte Folge, wenn
die Funktionen'f,, (x) die Bedi‘ngung (B), bzw. (1), (S), (BS) in

12) D, h. eine Funktion, welche. mit f(x) mit eventueller Ausnahme von
Punkten einér Menge vom Masse § libereinstimmt. . :
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gleichem Masse erfiillen, d. h. wenn die in der Ungleichung (6),
bzw. (7), (8), (9) rechts auftretende Grosse sich von n unabhéngig
auffinden lasst. '

5. Hilfssatz Il. Erfiillen die trigonometrischen Polynome P, (x)

2T

mit dem gemeinsamen konstanten Gliede %:% [ P, (t)dt im Inter-

valle (0, 2 n) die Bedmgung (1), bzw. (S) bzw (3S) in gleichem
Masse, so erfiillen sie daselbst auch die Bedingung (B) in gleichem
Masse.

In der Tat, befriedigen die P, (x) voraussetzungsgemiss eine
der genannten drei Bedingungen, so existiert leichtersichtlich eine
"Geosse G >0 derart, dass fiir jedes x>0, <27 und fiir jedes n
(‘0) |P,,(0)—P,,(X)I_§G
besteht. Doch folgt aus der Identitat

2 2T

1 1 7
PO =5 [Paitt 5 [ (PaO—Pu )
fiir jedes n die Beziehung

1P @S| 5|+

also gilt nach (10) fiir jedes x und jedes n
1Pi<2l 26 wabw

6. Hilfssatz 1Il. Sei f(x) eine fiir jedes x erkldrte, nach 2 n
periodische Funktion der reellen Verdnderlichen x, weldhe iiber das

Intervall (0, 2 1) mindestens im L.-Sinne integrierbar ist. Ferner sei

} P,(x)} eine Folge trigonometrischer Polynome, fiir welche die

numerische Folge
2 n' 21 21

(11) IF:(f)ldeIPz(r)Idt JIP(I)ldI

besdzrankt ist. Man btlde die neue Folge tngonometrtsdzer Polynome
{ Qa(x)}, definiert durdi die Gleichung

Qn(9) = [f(r) P, (1—x) dt,

oder aber -- was wegen der Perzodzzzfat der Funktionen f(x), P,(x)
‘auf dasselbe hinausliuft — durch die Gleichung



1) QE=[retyPo

Erfiillt die Funktion f(x) im Intervalle (0, 2 n) die Bedingung (B),
bzw. (1), (S), (BS) iberall, so erfiillen daselbst die Q,, (x) dieselbe
Bedingung in gleichem Masse.

Beweis. Sei f(x) zundchst eine, im lntervalle 0, 2 =) be-
schrankte Funktion. Dann gibt es — wegen der Periodizitdt von
f(x) — ein positives G, so dass [f(t+x)| <G wenn 0<t< 27,
0 < x £ 27 Diese Beziehung, vereint mit der Definitionsgleichung
(12) ergibt unmittelbar, dass fiir jedes ganze n und fiir jedes
x2>0,<ZL2n

o

Q) |<GC [ |Pa)|dt <G

ist, wobei I' eine obere Schranke der Folge (11) bedeutet. Dann
bilden aber die Q, (x) eine fiir 0 < x < 27 gleichmdssig beschrinkte
Folge. W.z. b. w.

Zweitens erfiille f(x) die Bedingung (/) im Intervalle (0, 2 ).
Dann gibt es — wegen der Periodizitit von f(x) — leichter-
sichtlich zu jedem ¢>0 ein von f unabhidngiges d > 0, so dass
— wie auch ¢ gewdhlt sei — die Ungleichung

03 3@ —fH B[R — (xS ¢

besteht, wenn nur die x4, «, 3 die Beziehungen (7%), (7"), (7°)
befriedigen. Nun mvolvnert (13), vereint mit (12), das Bestehen der
Ungleichung

31 Qu () — Qu ) | (xa—xe)

3 D2+ ) —fUE+8) | e—xea) [ | Pa(D]dt L e,

wie auch n gewahlt sei, also befriedigen die Q,, (x)fir0<x<2n
die Bedingung (/) in gleichem Masse. W.z. b. w.

Dritiens geniige f(x) der Bedmgung (S). Dann gibt es zu
jedem £>0 ein d >0, so dass

lf(t+8) —f(t+ )| <e sobald |,3’—«[<6
Doch besteht nach (12)
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| Qu (B) — %@KHMh%ﬂHMWWW

" daher gilt — bei beheblger Wah! des n —

| | Qu(B) — Qu (| < el , falls |f—c| £, -

also  erfilllen die - 'Qa(x) fir 0<x <27 die Bedmgung (S) in
gleichem Masse. W.z.b. w.

" Zuletzt sei f(x) eine nach 2=xn penodlsche Funktlon die im

Intervalle (0, 2 #) von beschrinkter Schwankung ist. Dann invol-

' vieren die ‘Periodizitdt von f(x) und die Erfillung der Bedingung

(BS) im' Intervalle (0, 2 =) insgesamt die Existenz einer von ¢

unabhingigen Zahl K >0 von der Beschaffenheit, dass fiir jedes

120,£2n

(14). Z If(f+ ak_l) —fltaw)| <K

.besteht, wenn nur d|e a, den Beziehungen 0< < e <.< a,<2n
_genﬂgen Nun besteht . zufolge der Defmltlonsglelchung (12) fiir
iedes System der . und fir jedes ganzes n die Unglelchung ‘

"ﬂ'

}, lQn(ak l)—Qn (ak)! = _E If(l+ak .)—f(H““x)I |P, (i)ldf

also ist nach (14) - 4 .
E lQn(ax_l) Qn(aA)I<KI'. wenn 0< ,<e,<..<e, <27,

wne auch n gewahlt sei. Dann erfiillen aber die Q, (x) fir0<x<2n
dxe Bedingung (8S) in glenchem Masse.??)
Damit -ist der- Beweis des Hnlfssatzes IiL m allen Stiicken
- dargetan, :

7. Als ein Gegenst(wk des eben bewxesenen Hllfssatzes gnlt
" der folgende

- Hilfssatz IV. Sei {P (x)} emeFolge 1r1gonomelrtsdzerPolynome
ler welche dze Bezxehung

"1’\'

"hm J P, ( dt.__
"—)w‘ol ()I

.gilt. Dinn ex:stlerl eine fiir jedes x erklurie nadz 2n penodlsdze -—
iiberall stetige Funktion  (x) derart, dass

- 13) Die"hier angewandle’ Schlussweise habe lCh durch F. Lukdcs kennen
gelernt, der nach seiner miindlichen Mifteilung mit Hiife derselben den Satz -
_bewies, dass die totale Schwankung der arithmetischen Mittel einer Reihe der
Klasse K nicht grosser sein kann, al% die der Funktion,
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lim>su
"-+9°p

f’ o P, (t)'dt|=¢>o

Wird 1)
- §3. :
Ober dze Bedingungen, unter welchen eine Ingonomeinsdze "
Reihe zur Klasse K,, bzw K K, K, gehﬁrt

l Es sei
(15) 2 +a,cosx+b, sinx+...+a, cosnx+b sinax--

eine tngonometnsche Reihe. Die erste Frage, welche uns in diesem
-Paragraphen beschaftigen wird — ijhre vollige L8sung findet sich
bereits bei Young (A:a.O.[Vgl.®)] S.574) — ist die folgenae
Welche sind die noiwendigen und hinreichenden - Bedmgungen,
unter welchen (15) zur Klasse K, gehort, d. h. die F.-Reihe einer,” im
Intervaile (0, 2 =) beschrankten im L. Smne mtegnerbaren Funk-
tion ist?. : S
Als Beantwortung beweisen wir den

: Satzl Selen Sn x) = —+alcosx-{-bl sinx+ .. +a cosnx-l— ,

+ b, sinnx (n___l 2,..) '
dte Parltalsummen und '

so(x)+s.(x)+ +S,.(x)
(16) | Sn (x) = S

—+(axcosx+b,smx)( ')+,,,+

+(a cosnx+b smnx) (1-——7_—1) (n—l 2,..v)

d:e arithmetischen Mltlel der Reihe (15). Damzt (15) zur Klasse
K, gehire, ist notwendlg und hinreichend, dass die. Folge (16) im
Intervalle (0, 2 n) gleichmdssig beschrinkt sei. '

' Die Notwendigkeit der eben ausgesprochenen Bedingung
folgt aus bekannten Ergebnissen des Herrn Fejér. Gehort namlich
(15) zur Klasse K, so existiert eine im Intervalle (0, 2 71) be:
schrénkte, im L.-Sinne integrierbare Funktion f(x),-so 'déss

B 4y vel, A Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktlonensysteme'
) Dlssertahon (Gbttingen, 1910 .50 Seiten.) § 1. S. 9—14. S, auch H. Lebesgue.
Sur:la divergence et la convergence non-uniforme des séries de Fourier (C,

R. de Iacad des sciencés, Paris 1905. H. sem. S. 875—-77)
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2%
a,,=%—ff({) cosntdt , (n=0,1,2,...);

b,,:—:?Jf(t) sinnfdl, (n=12...)

0
besteht. Dann haben aber die arithmetischen Mittel S, (x) nach

_Fejérs grundlegender Formel die folgende Gestalt:
27

(17) Sa@)= [ Ft+) C, () dt
wobei die Cosinuspolynome
1 nyl__
C,(x) = CEDLY +cosx(l +1)+ +cosnx( F—T—T) =
2n+1

1 sin ——Xx
T (n+ 17| sin lx )
die beiden Beziehungen

e e
A

C.,(1)20, wenn 0<t <2,
und folglich auch die dritte : '

C (1) dt =1

< 2T

- (8) [1Cm1ar=1

fiir jedes n befriedigen. Man kann also auf die Folge (16) den
Hilfssatz 1l anwenden. Danach involviert aber die Beschranktheit
von f(x) im Intervalle (0, 27n) die gleichmissige Beschréanktheit
der Folge (16) ebenda, wie es im Satze behauplet wurde.
' Umgekehrt, erfiilllen die arithmetischen Mittel .S, (x) im Inter-
valle (0, 2 =) die Bedingung der Beschrdnktheit in gleichem Masse,
so muss (15), zur Klasse K, gehoren. In der Tat, gibt es eine
positive Konstante G derart, dass fiir jedes ganzes n und jedes
x 20, <2 = die Ungleichung ’

| 1S, (0| <G
_gilt, so besteht auch die Beziehung

—Js (t)2dl—'

=S+ @+a | +)+ +w+b% ) 220
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wie auch die positive ganzé Zahl n gewahlt sei. Dann ist aber
2 @
TS @40

offenbar konvergent und deshalb existiert nach dem Riesz—Fischer-
schen Satze eine, im Intervalle (0, 2n) (samt ihrem Quadrate) im
L.-Sinne integrierbare Funktion s (x), deren F.-Konstanten mit den
Koeffizienten von (15) tibereinstimmen. Folglich konvergieren nach
einem Theorem von Lebesgue die arithmetischen Mittel bei unend-
lich wachsendem n gegen s (x) in Punkten x des Intervalis (0, 2 =),
welche insgesamt eine Menge Msn vom Masse 2 ausmachen,
also ist die Funktion s(x) im Intervalle (0,2s) im Wesen be-
schridnkt. Dann gibt es aber nach dem Hilfssatze I. unter den ihr -
aequivalenten eine Funktion f(x), welche die Bedingung der
Beschrédnktheit im Intervalle (0, 2 nr) tiberall erfiillt. Diese Funktion
f(x) gehort offenbar zur Klasse C,, ihre F.-Entwicklung stimmt
jedoch mit derselben von s (x), d. h. mit der Reihe (15) tiberein,
also gehort (15) zur Klasse K;. W.z. b. w.

2. Nun stellen und ldsen wir, einander parallel, die folgenden
3 Fragen:

- Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen, damit die Reihe (15) 1° zur Klasse K, 2° zu K, 3° zu K;
gehore ?

Diese Fragen werden durch die folgenden 3 Sitze beaniwortet :

Satz 1l. Die Reihe (15) bildet dann und nur dann die Fouriersche
Entwicklung einer nach 2 n periodischen, im Intervalle (0, 2 w) be-
schrdnkten und daselbst im R.-Sinne integrierbaren Funktion f(x),
wenn die Folge (16) ihrer arithmetischen Miitel daselbst gleichmdssig
integrierbar (im 'R. Sinne) ist.

Satz ill. Die Reihe (15) bildet dann und nur dann die F.-
Entwicklung einer nach 2 m periodischen, fir 0 < x <2 stetigen
Funktion f(x), wenn die Felge (16) im Intervalle. (0 2n) gletdz-
mdssig stetig isl.

Satz IV. Die Reihe (15) bildet dann und nur dann die F.-
Entwicklung einer nach 2m periodischen Funktion f(x), die im
Intervalle (0, 2 ) von besdirdnkter Schwankung is, wenn die -Folge
(16)- daselbst i. B. auf die Schwankung gIezdzmdss:g beschrdnkt ist.1%)

Beweis der Sitze 11—IV.

- 13) Young, a. a. O [Vgl. 8)] S. 572,
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Ist (15) die F.-Reihe einer Funktion  der Klasse C, bzw.
C,; C;, also einer Funktion, die im Intervalle (0, 2 7r) die Bedingung (I),
bzw. (S). (BS) tiberall erfiillt, dann erfiillen. daselbst dfe arithme-
tischen Mittel S, (x) nach Hilfssatz 11l. — mit Hinsicht auf (17) und
(18) — dieselbe Bedingung in gleichem Masse, wie behauptet wurde.

Bedingung (1), bzw. (S), (BS) in gleiciem Masse, so muss (29)
zur Klasse Kj, bzw. K., K, gehoren. '

In der Tat, im ersten, wie -auch im zweiten, bzw. dritten
genannten Falle erfillen die fraglichen arithmetischen Mittel nach
Hilfssatz Il. zugleich die Bedingung der Beschrdnktheit in gleichem
Masse. Daraus kann aber — wie oben — die Existenz einer im
L.-Sinne integrierbaren Funktion s(x) gefolgert werden, deren
F.-Reihe mit (15) iibereinstimmt und weliche die Grenzfunktion

der Funktionsfolge (16) in einer massgleichen Teilmenge -Mx -

des Intervalls (0, 2 =) ist. Als solche, erfiillt sie in diesem Inter-
valle offenbar_ diejenige Bedingung — d. h. die Bedingung (),
oder (S) oder (BS) — fast iiberall, weiche die Glieder- der Folge

(16).daselbst in gleichem Masse erfiillen. Zum vblligen "Beweise -

bedenke man noch, dass nach Hilfssatz. 1. immer eine Funkfion

f(x) vorhanden ist, welche mit s(x) aequivalent, also ebenfalls

die ‘Reihe (15)-zur F.-Entwicklung hat und welche die Bedingung

(I); bzw. (S), (BS) in (0, 27) tiberall erfiillt, falls s(x) dieselbe

-ebenda fast tiberall befriedigt.!6)
" - §4

Uber ‘die Faktoren der Klasseninvarianz.

1. In diesem Paragraphen wollen wir unsere Hauptfrage : die -

Frage nach der Charakteristik der Faktoren der Klasseninvarianz
fir jede der eingangs erklirten Klassen Fourierscher Reihen. er-
ledigen. Fiir alle diese 6 Klassen ist die Bedingung, welcher die
Zahlenfolge {4, }zu unterwerfen notwendlg und hinreichend ist,
_damit samt (15) auch die Reihe '

(19) ’l" o

1) Herr F. Riesz hat mich auf den prinzipiell wichtigen Umsland,auf-
merksam gemacht, dass der zweite Teil des eben vollendeten Beweises auch

- ohne Anwendung der Riesz—Fischerschen und .Lebesgueschen Sitze, mlt
" . yblliger Vermeldung des Lebesgueschen lnlegralbegnffs gefiihrt werden kann,

Umgekehrt, erftllen die S,(x)- im Intervalle (0, 2n) die-

+.Z (a, cos x -+, sin x)+. +/1,,(a,,cosnxJ-b sinnx)+...
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‘zu einer und derselben der Klassen K, . . ., K gehore, vollig identisch ;
jedoch ergibt unsere Beweismethode diese Bedingung unmittelbar
nur fiir die Klassen K, K, K, Ks; fur die Klassen &, und KX er-
halten wir sie erst mittelbar, auf Grund eines im § 1. schon
angefﬁhrten Steinhausschen Satzes. :

2 Zunichst behaupten wir: :

B, .Damit die Folge {4,} die Eigenschaft habe die F.-
Reihe (15) irgendeiner zur Kiasse Cv (v =2, 3,4,5) gehdrigen
Funktion in die F.-Reihe (19) einer_ebensolchen Funktion zu ver-

2 Ay sn:nx die

. [ :
F.-Reihe einer Funktion von-beschrinkter Schwankung sei. -

Da die Relhe > sin 1 x

dle Rnchngkelt unserer - Behauplung nur im Falle der Klassen
K, K. K, eines Beweises. Dieser ldsst sich nun so fihren :.

Gibt die Reihe (19) die F.- -Entwicklung einer Funktion f(x)
mit der Periode.2 7= an, so gilt leichtersichtlich flir das n-te arith-
metlsche Mittel T, (x) der Reihe (19) dne Darstellung

wandeln, ist es notwendig, dass die Sinusreihe

selbst zur Klasse K, gehort, 50 beda‘rf

@0 T, (x)_—Jf(ter) Ly (@ di+ 252 b 2,

WObEl L,(x) das n-te ar1thmehsch° Mlttel der Reihe
AL sinnx
1) pyatLLS

" bedéutet. Denn nach Annahme gelten die Beziehungen

o1t

, ak=*] f()coskade (k..(),l,Z )

FE ) 4

=7‘F ff(a) sinkeede, (k=1,2,'. ),

daher ist

T, (") . a(,}

__i., (a, cos x -+ b, sin x)(l——n
s ) . - n _
8 A,,(n,,cosnx+b,,51_nnx)(~1 n+l)"

1]
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n

l o n_ . . : k .
=-;‘ f(ﬂ) E_" lk(,OSk(\—(l)(l—m'dﬂ—
0

an

R o
. =7—ll flo) L), (x—«)d ¢,

woraus (20) sich durch die Substitution « == x--¢ wegen der
Periodizitit von f(x) und S, (x) unmittelbar ergibt.

Nun folgt aus (20), dass die Folge }4,} fiir keine der Klassen
K, K; und K, eine Folge der Klasseninvarianz bildet, es sei denn,
dass (21) zur Klasse K, gehort. Gibt es namlich keine Funktion von
beschrankter Schwankung, deren F.-Entwicklung mit (21) tiberein-
stimmt, so konnen die arithmetischen Mittel L, (x) (n=1,2,3,...)
nach Satz IV keinesfalls eine solche Folge bilden, welche in (0, 2:7)
gleichmdssig von beschrinkter Schwankung ist. Mit anderen Worten:
gehort (21) nicht zu X, so ist die Folge der Schwankungen

Zn an 2
@2 Vi=|IL'@lay o= ||/l at, .., Vo= |IL/ M dt,. ..
0 w o [

nicht -beschrankt. In diesem Falle lasst sich aber nach Hilfssatz
IV eine iiberall stetige Funktion f*(x) finden, so dass fiir f(x)—-
== f¥*(x) die Folge der arithmelischen Mittel T, (x), (n==1,2,3, ...)
im Punkte x = 0 nicht beschridnkt ist. Ist ndmlich die numerische
Folge (22) nicht beschrinkt, so kann man aus ihr eine Teilfolge
Va,, Va,, -- v Va,, ... herausgreifen, deren Elemente bei v — co
gegen o divergieren. Dann befriedigen aber die Funktionen
¢v(x) = L, (x) die Voraussetzungen des Hilfssalzes IV, also ist
fiir f*(x) = v(x), x =0 .die Foige der T, (x) nicht beschrinkt.
Dieser Umstand zeigt jedoch, dass die Folge }4,! weder fiir K|,
noch fiir K, oder K, eine Folge der Faktoren der Klasseninvarianz
ist, sonst wiirde sie nach Satz | die F.-Reihe der zur Klasse C,,
.also zugleich zu C; und C, gehorigen Funktion f*(x) in eine
Reihe (19) tiberfiihren, deren arithmetische Miitel in (0, 2:7) gleich-
missig beschrdnkt sind.

Damit ist die Behauptung B, bewiesen.

3. Nunmehr wollen wir, als die Umkehrung von B,, Folgen-
des beweisen :

B,. Damit die Folge }4,! die Eigenschaft habe, die F.-Reihe
(15) irgendeiner der Klasse C,. (v=2, 3, 4,5) angehiirenden
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Funklion f(x) in die F.-Reihe einer ebensolchen Funktion zu
verwandeln, ist es hinrgichend,'”) dass die Sinusreihe (21) die
F.-Entwicklung einer Funktion von beschrdnkter Schwankung sei.
Um die-Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, bedenke
man zunichst, dass das Angehdren der Reihe (21) zur Klasse K;
nach dem Satze IV die gleichmidssige Beschrinktheit ihrer arith-
metischen Mittel L,(x) i. B. auf die Schwankung in (0, 22) nach
sich zieht. Bleiben aber die Schwankungen (22) unter einer gemein-
samen Schranke, so erfiillen die Cosinuspolynome L,'(x) die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 1ll, betreffend die trigonometrischen
Polynome 2, (x), folglich gelten fiir die arithmetischen Mittel T, (x), -
mit Hinsicht auf ihre Darstellung durch die Formel (20) die Aus-
sagen dieses Hilfssatzes betreffs der Polynome Q,(x). Also bilden
die T, (x) einc Folge, dic im Intervalle (0, 2:1) gleichméssig be-
schrankt, bzw. infegrierbar, stetig, von beschrédnkler Schwankung
ist, falls die Funktion f(x) daselbst beschrankt, bzw. integrierbar,
stetig, von beschidnkter Schwankung ist. Doch gehdrt die Reihe
(19) bei solchem Benehmen ihrer arithmetischen Mittel T, (x) nach
den Sitzen I—IV zur Klasse K, bzw. K;, K, K.. wie behauptet wurde.
Die Behauptungen B, und B, in einem Salze zusammen-
gefasst, kdnnen folgender Weise ausgesprochen werden:
Satz V. Die Folge |2, bildet i. B. auf irgendeine der Reihen-
klassen K, (v =2, 3, 4,5) dann'®) und nur dann etne Folge von

A Sin nx
Faktoren der Klasseninvarianz, wenn die Sinusreihe }, ——

die F-Entwicklung einer Funklion von beschrinkter Schwankung
durstellt.

4. Nunmehr wollen wir die bisherigen Ergebnisse auf K, und
K, ausbreiten. Das kann i. B. auf die erste Klasse mit Hilfe des
folgenden, eingangs schon erwdhnten Steinhausschen Satzes ge-
schehen : A

Die Folge }4,! verwandelt die Reihen (15) der Klasse K,
dann und nur dann in Reihen (19) derselben Klasse, wenn sie
" jede Reihe (15) der Klasse K, in eine Reihe (19) dieser Klasse
iiberfiihrt.

Dieser Satz, vereint mit dem Satze V, ergibt die folgende
Erganzung des’ letzteren :

1') Vgl Young, a. a. 0.%) i
1¥) Fiir die Kiasse K, hat dieses Ergebmss schon Young explicite zige-

geben ; fiir Kg und K; ist es implicite in seinen Resultaten enthal!en -
11%
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Satz VL. Die Folge {4,! verwandelt die F.-Reihe einer im

L -Sinne integrierbaren Funktion dann und nur danp in die F.-Reihe
(e

einer solchen Funktion, falls 2 i.snnﬁ die F.-Reihe einer Funk-

tion von beschréinkler Schwankung ist.

- 5. Um endlich die Charakteristik der Folgen der Klassen-

invarianz auch flir K, zu gewinnen, bemerken wir zundchst fol-
gendes : Ist
(23) o, cos x + B, sinx 4+ ... 4 @, cos nx + 3, sinnx 4+ ..
die F.-Reihe einer Funktion der Klasse C,, d. h. einer fiir jedes
x erklirten, nach 2= periodischen, im L.-Sinne integrierbaren
Funktion, so ist die durch ghedwelse Integration hergeleitete tri-
gonometnsche Reihe o :
R sin nx n_é cosnx_{_m
die F.-En(wmklung einer Funktion der Klasse C,, d. h. einer Funk-
tion, die fiir jedes x erklirt; nach 2= periodisch ist und sich als das
bestimmte Integral (im L.-Sinne) einer Funktion (von O bis x)
darstellen ldsst. Umgekehrt, gehort die Reihe (24) zur Klasse K,,.
so ist (23) eine Reihe der Kiasse K.

Aus dieser Bemerkung folgt: Die Folge }4,! verwandelt die
Reihen” (15) der Klasse K, dann und nur dann in Reihen (19)
derselben Klasse, wenn sie jede Reile (15) der K, in eine- Reihe
(19) dieser Klasse iiberfiihrt. Waren ndmlich die 4, Faktoren der
Klasseninvarianz fiir K, ohne zugleich fiir K solche Faktoren zu
sein, dann miisste eine Reihe (15) in der letzteren Klasse existie-
ren, derart, dass (19) nicht zur Klasse K; gehorte. In diesecm Falle
konnte jedoch — nach der obigen Bemerkung — die Reihe

Zy (b, cos x --- a; sin x) - 4, (2 b, cos 2x — 2a, sin x) -
nicht zu K, gehoren, obzwar die Reihe

b, cos x — a,sin x 4- 25, cos 2x — 2a, sin 2x - ..

— ebenfalls nach den oben Bemerkten — eine Reihe dieser Klasse
ist, also wiirden die Faktoren Z,, gegen Voraussetzung, nicht jede
Reihe von K, in eine Reihe derselben Klasse iiberfiiliren.

Annlich kann die Annahme widerlegt werden, dass eine Folge
14, existiert, deren Glieder fiir K; Faktoren der Klasseninvarianz
sind, ohne zugleich fiir K, solche Faktoren zu sein. Diese Tat-
sache verkniipft mit dem Satze V, ergibt den

(24) -+ ¢, sin x — .B, cos x4 ..
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Satz VII. Die Folge 4, } verwandelt die Reihen der Klasse

K dann und nur dann’ in Reihen derselben’ Klasse, fulls E 'Zs'n&‘
die. F.-Reihe einer Funktion von besch/ankter Schwankung ist.

§ 5. -

Uber die Fukioren der Klassenkovarianz. .

1. In diesem Schlussparagraphen werden wir unsere Frage
betreffend .die Faktoren der Klassenkovarianz erledigen, d. h. die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen bestmmen unter
welchen eine Folge {#a) die Reihen '
(25) b,cosx—a, sin x -}~ 8, cos 2x—azstx+
_ der Klasse K, (v =2, 3, 4, 5) in Reihen
(26) p, (b, cos x — a, sin x) 4 u, (b; cos 2x — a, sin 2 x) + .
der Klasse K, verwandelt. Auf einem .ganz dhnlichen Wege wie
beim Beweise des Satzes V, gelangen wir zur folgenden Losung
des angefiihrten Problems :

Satz VIIL. Die Folge {n,} bildet i. B auf irgendeine der
4 Reihenklussen K, (v =2, 3, 4,5) dann") und nur dann eine
Folge von Fakioren der Klassenkovarianz, wenn die Cosinasreihe

oo
. E ,u,,_co:n_x die F.-Reihe einer Funktion von beschrdnkter Schwan-

kung ist.

2. Zur Be grundung dleses Satzes nehmen wir zuerst an, dass
die n, fiir irgendeine Klasse K, Faktoren der Klassenkovarianz
sind. Dann folgt die behauptete Eigeaschaft der fraglichen Cosinus-
reihe auf die folgende Weise : ' ’

@0
Ist v =5, so gehort die Reihe E cisnﬂ selbst zur Klasse

K,, in diesem Falle bedarf also die Behduptung keines Beweises.
In den drei iibrigen Fillen ziehe man in Betracht, dass das n-te
arithmetische Mittel der Reihe (26) leichtersichtlich in der Form.

(27) U(x)_—jf(t+x)M' Wd, (n=1,2,..),
dargestellt werden kann, wobei M, (t) das n-te arithmetische Mit-
tel der Reihe :

L, H, COS NX
(28) PR

n

19) Vgl Young a. a. 0.7).
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bedeutet, f(x) aber dicjenige Funktion (der Klasse Cs, C, oder Cy)
angibt, deren F.-Entwicklung der Reihe (25) konjugiert ist.

Nun foligt aus (27), dass (28) bei unseren Annahmen die
F.-Eojwicklung einer Funktion der Klasse C, lst Sonst wiirde
nimlich nach Satz IV die Beznehung -

lim sup ' | M, (1)| dt = co
n =) 00

bestehen, folglich kdnnte man nach dem Hilfssatze IV eine fir
‘jedes x erkldrte, nach 2n periodische, iiberall stetige Funktion
f*(x) finden, so dass fiir f(x) = f*(x), x =0, die Folge der
arithmetischen Mittél U, (x) (1 =1, 2, ...) nicht beschrinkt, also
(26) zu keiner der Klassen K,, K, K, gehoren wiirde, obzwar (25)
jeder der Kiassen K, K, K, angehdrt. -Dann wiren aber die
I, gegen Annahme, nicht Faktoren der Klassenkovarianz weder
fiir K, noch fiir K, K,. Damit ist die behauptete Eigenschaft der
Reihe (28) bewiesen.

3. Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dass (28) eine Funktion
von beschriinkter Schwankung darstellt. In diesem Falle ist die
Folge . '

an

2 i
1wl | im.@la, ..., | 1M, dt, ..

nich dem Satze IV beschrdnkt, also kann der. Hilfssatz 11, mit
Hinsicht auf die Formel (27), auf die arithmetischen Mittel U, (x)

der Reihe (26) angewendet werden. Daher ist die Folge YUn (X))
im Intervalle (0, 27) gleichmidssig beschrinkt, integrierbar, stetig,’

von beschrinkter Schwankung, je nachdem die Funktion f(x)

dasclbst iiberall beschridnkt, integrierbar, stetig, von beschrinkter

Schwankung ist. D s ist aber nach den Sitzen [—I1V gleichbedeu-

tend mit der Behaupiung, dass (26) zur Klasse K., K,, K, K,

gehort, je -nachdem (25) eine Reihe von K, K;, K, K, ist.
Damit ist unser Satz VIII in allen Stiicken bewiesen.
Budapest, den 10. 12. 1922, '



