Einige Sétze iiber Kegelschnitte,

Von L. KLUG in Budapest.

In seinen Beitrigen zur Geometrie der Lage gibt v. Staudt
in No. 389 einen forcierten Beweis des Satzes No. 3 dieser Note.
Th. Reye hidlt in seiner Geometrie der Lage (I. Abt. V. Aufl. 1909.
p. 235) den Beweis dieses Satzes fiir ,recht schwierig“ und unter-
driickt ihn,

Ich will nun hier einen leicht iiberblickbaren Beweis des
- Satzes geben, indem ich mich auf folgende zwei Hilfssétze stiitze :

1. Schreibt man von 2wei. perspektiven Dreiecken derselben
Ebene dem ersten einen Kegelschnitt ein, so Ireffen die aus den
Eckpunkten des zweiten Dreieckes ausstrahlenden Tangentenpaare
des Kegelschnitts die Gegenseiten der entsprechenden Eckpunkte des
ersten Dreieckes in drei Punkipaaren, welche einem Kegelschnitt
angehoren

Beweis. Es seien ABC und A’B'C’ zwei perspektive Dreiecke
derselben Ebene und k® ein dem ersten einbeschriebener Kegel-
schmtt und die aus den Eckpunkten A’. B’ und C’ ausstrahlenden
Tangentenpaare desselben mogen bzw. die Seiten BC, CA und
AB in den Punktpaaren A, A, B, B, und C, C, treffen.

Da die Dreiecke A’A,A;, B'B,B, dem Kegelschnitt k® um-
schrieben sind, so liegen ihre Eckpunkte auf einem Kegelschnitt
1@ und die Tangente BC von k® frifft daher I® in solchen zwei
Punkten MN, dass sich die aus ihnen ausstrahlenden zweiten
Tangenten von k® in einem Punkte L von [® treffen.

k™ und I® sind Polarfiguren von einander in Bezug auf einen
Kegelschnitt, von welchem A’A,A, B'B,B, und LMN Polardrei-
ecke sind; also ist A, B’ und L bzw. der Pol der Seilen BC—= A4, A,,
CA = B\B; und AB = MN, und somit liegen dic Dreiecke ABC,
. A'B’L perspektiv. Da aber der Annahme nach auch die Dreiecke
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ABC, A'B'C’ perspektiv sind, so ist C' cin Punkt der Geraden
CL, und mithin treffen die aus C, L und C’ ausstrahlenden Tan-
genten von k" die Tangente AB von k' in zugeordneien Punkt-
paaren AB, MN und C,C, einer Involution. Weil nun die Kegel-
schnitte des Biischels (A, A,B,B,) die Seite AB in der niimlichen
Involution treffen, so gehort C,C, einem Kegelschnitt des Biischels
an, und das wollten wir eben beweisen.

2. Zwei Kegelschnitte k'™, k'® derselben Ebene kiénnen mmer
als Polarfiguren betrachtet werden in Bezug auf einen dritten Kegel-
schnitt 7. Die aus den Punkien des ersten Kegelschnitls aus-
strahlenden Tangenten des 2weiten {reffen ihre Polaren beziiglich
des dritten Kegelschnitts in Punkipaaren, welche einem Kegelschnitt
angehoren. ,

Beweis. Ist A’B'C’ ein dem Kegelschnitt &’® einbeschrie-
benes Dreieck, so ist seine Polarfigur abc beziiglich a** dem Kegei-
schnitt k' umschrieben und mit dem ersten Dreieck perspektiv, daher
~ treffen” nach Hilfssatz | die aus A’, B” und C’ ausstrahlenden
Tangenten von & ihre Polaren a, bund ¢ beziiglich 7 in drei
Punktpaaren A,A,, B,B, und C,(, eines Kegelschnitts »*

Der Pol D’ der Tangente d == C’C, von k'® beziiglich n'*
ist ein Treffpunkt von ¢ = C,C, und &**, und wenn die aus D'
ausstrahlende zweite Tangente e von k® diese Polare d = C'C,
im Punkte D, trifft, so liegen die Punktpaare A,A4,, B,B, und G, D,
ebenfalls auf einem Kegelschnitt nach 1. Dieser hat aber mit »™ fiinf
Punkte gemein, somit falit auch der Punkt D, auf »?®

Der Pol E’ der Tangente e = D’'D, von k™ beziiglich n'®
ist der zweite Treffpankt der Tangente d = C’'C,D, mit k", und
die aus E’ ausstrahlende zweite Tangente f von k™ trifft e = D'D,
in einem Punkte E, des Kegelschnitts % Denn die Polaren der
Punkte A’, B’ und-E’ beziiglich n® treffen die aus jenen Punkten
ausstrahlenden Tangenten von k' in den Punkten A,A4,B,B,D,E,,
von welchen die ersten fiinf auf »® liegen, somit auch der sechste.

Ebenso ist der Pol F' der letzteren Tangente f-—= E’'E, von
k™, der zweite Treffpunkt von e = D'D,E, mit k® und die  aus
F' ausstrahlende zweite Tangente g von k™ trifft f= E’E, -in
einem Punkte F*?.des Kegelschniits »® Schliesslich ist der Pol G’
der letzteren Tangente g == F'F, von K der zweite Treffpunkt
von f—= E'E,F, und ¥'®, und die aus G’ ausstrahlende zweite
Tangente h von k? trifft g = F'F, in einem Punkte G, von «®
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Daraus ersehen wir, dass die aus den Punkten A’, B, C,
E' und G’ von k'™ ausstrahlenden Tangentenpaare des Kegel-
_ schnitts &® ihre Polaren a, b, ¢, e und g beziiglich +®, ‘die Tan-
genten von k* sind, in den Punktpaaren A A, B,B, C,C, D,E,
und F,G, treffen, welche auf dem Kegelschnitt #'* liegen. Dieser
ist aber durch die drei letzteren Punktpaare schon bestimmt und
unabhéngig von den zwei ersteren, also auch von den Punkten
A’, B’. Hitten wir also anstatt A’, B’ zwei andere Punkte X', ¥V’
auf & angenommen, so wire xyc die Polarfigur des Dreieckes
X'Y’C’, und wir hélten aus diesem in derselben Weise die Punkte
C C, D, E, F, G, abgeleitet, welche den Kegelschnitt x*-bestimmten.
Da nun die aus den zwei beliebigen Punkten X’ Y’ von k’'* aus-
strahtenden Tangentenpaare von k“, ihre Polaren xy. beziiglich

7 ebenfalls in zwei Punktpaaren von =z treffen — so ist der
Salz bewiesen.

3. Sind K* und k\*® 2wei Kegelschnitte derselben Ebene, so
ist der Ort der Punkte, aus welchen die zu k* und k% ausstrah-
lenden Tungentenpaare einander harmonisch trennen, ein Kegelschnitt.

‘Beweis. Ist A" der Pol einer Tangente a von k"' beziig-
lich £ und treffen die aus A’ ausstrahlenden Tangenten des
Kegelschnitts £® die Tangente a in den Punkien A, A, so sind
diese schon Punkte des gesuchten Ortes. Denn es sind z: B. die
Tangenten A, A’ und a == A, A, von k* konjugierte Polaren von
k" und werden daher von den aus A, ausstrahlenden Tangenten
dieses Kegelschnitts harmonisch-getrennt. |

Nun ist der Ort der Punkte A’ der Polarkegelschnitt £"* von
k* beziiglich k%, daher ist der-Ort der Punkte A, A, nach Hilfssatz 2
ein Kegelschnitt »»,

Die Umkehrung des Satzes No. 2 kinnen wir so aussprechen

Liegen zwei Eckpunkte der einem Kegelschnitt (k) umschrie-
benen vercinderlichen Dreiecke (A'A/A,) auf einem Kegelschnitt
(), so liegt der drztte Eckpunkt ebenfalls auf einem Kegel-
sohnitt (k'*).

In derselben ‘Weise, wie dle Punkte des im Satze No. 3
erklarten Ortes, konnen auch die Strahlen gefunden werden,
welche die Eigenschaft haben, dass die aus ihnen zu zwei Fldchen
Il. O. gefiihrien Beriihrungsebenen einander harmonisch trennen.

Sind ndmlich F* und F,* zwei Flichen ll. O., « eine Beriih-
rungsebene von F"' und A" ihr Pol beziiglich 5", so ist jede -
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durch A gelegte Bertihrungsebenic vou F*® konjugierte Polarebene
zu o -beziglich F,", also ist ihre Spur auf der Ebene « ein Strahl
£ von der gewiinschten Eigenschaft. Da die durch A" gchenden
Beriihrungsebenen von F® die Beriihrungsebene « in einem Strah-
lenbiischel I11. O. treffen, so ist der Ort in « und ebenso in jeder
Beriihrungsebene von F®, so wie auch in den Beriithrungsebenen
F. liegenden Strahlen g, cin Sirahlenbiischel 1. O.

Um aber die durch cinen beliebigen Punkt /2 gehenden Strah-
len g des Orles zu bestimmen bezeichne P® den aus P der Fliche
F* umschriebenen Kegel und 2 sei sein Polarkegelschnitt beziig-
lich /. Die aus einem Punkt A’ von 2™, also auch durch die
Gerade PA’, zum Kegel P® gefithrten zwei Beriihrungsebenen
treffen seine Polarebene « beziiglich F™® in zwei Strahlen des
Ortes, welche in einer Beriihrungsebene von P@ liegen und also
durch P gehen. Die zwei Strahlen liegen aber auf einem Kegel
II. 0., wie dies aus No. 2 folgt, wenn man den Satz auf zwei
konzentrische Kegel Il. O. tibertragt.

Nachdem nun nachgewiesen wurde, dass die Strahlen g
in den oo® Beriihrungsebenen der angenommcnen zwei Fldchen
II. O. Strahlenbiischel II. O. bilden und die durch einen beliebigen
Punkt P gehenden Strahlen g die Erzeugenden eines Kegels
lI. O. sind, so folgt, dass der Ort dieser Strahlen g ein Komplex
I O. r jst.

In jeder gemeinsamen Beriihrungsebene « der zwei Flichen
F@® und F® zerfdllt der Strahlenbiischel 1. O. des Komplexes
in zwei Strahlenbiischel 1. O. (4, «) und (A,, @), deren Scheitel
A und A, die Beriihrungspunkte sind von « mit den zwei Flichen.
Der Ort der Scheitel dieser Strahlenbiischel 1. O. ist daher die
Beriihrungskurve der den Flichen F* und F' umschriebenen
abwickelbaren Fliche. der Ort dieser Ebenen ist aber diese ab-
wickelbare Flache selbst. Wir kdnnen daher sagen :

Der Ort der Strahlen, aus welchen die zu zwei Fidchen 11. O.
gefiihrten Beriihrungsebenen einander harmonisdh trennen, ist cin
Komplex I1. O. In jeder gemeinsamen Beriihrungsébene der Fidchen
bilden die Strahlen des Komplexes zwei Strahlenbiischel 1. O., deren
Scheitel die Beriihrungspunkte der betreffenden Ebenen sind. Der
Komplex geht durch die zwei Flichen 1l. O., wenn dieselben Regel-
fldchen sind.

* *
¥
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Im folgenden geben wir einen Beitrag zur Theorie der Kegel-
schnitte, die einen Kegelschnitt doppelt beriihren.

1. Hat eine Gerade denselben Pol in Bezug auf drei Kegelschnifte,
die keinem Bilschel angehdren,  so bilden die aus diesem Pol qus-
strahlenden Sehnenpaare der Kegelschnittpaare eine Involution.

Es seien k@, [® und m® die drei Kegelschnitte; kk’, I’ und
mm’ die aus dem gemeinsamen Pol X ausstrahlenden Sehnenpaare
von (®*m®, m®k? und k®I%; endlich seien ‘M und M’ die auf

- den Sehnen m und m’ liegenden Punkte der Kegelschnitte k® /@

Begegnet nun die Verbindungsgerade g der Punkie MM’ den
Sehnenpaaren kX', Il in den Punktpaaren KK', LL’, und dem Kegel-
schnitt m® oder irgend einem Kegelschnitt /n'® der Buschel (m'» ),
(m® k@) in dem Punktpaar NN’, so bilden nach Desargues die
Punktpaare NN'. MM'. KK’ und die Punktpaare NN .MM . LL
als Treffpunkte von m®™, [ und kk’, bzw. von m®, k® und I’
mit g, je eine Involution. Da nun diese zwei gemeinsame zuge-
ordnete Punktpaare haben, gehoren die Punktpaare KK’, LL' und
MM’ derselben Punktinvolution, also die Sehnenpaare kk’, I’ und
mm’, welche diese-aus X projicieren derselben Strahleninvolution
an, was wir eben beweisen wollten.

Bei diesem Beweis haben wir vorausgesetzt, dass sich zwei
der Kegelschmtte (hier k® und {®) in vier reellen Punkten treffen,
von welchen wir die zwei M und M’ durch eine reelle Gerade
g verbunden haben. Wir werden aber bald sehen, dass der Satz
auch dann richtig ist, wenn die Kegelschnitte gar keine reelle
gemeinsame Punkte haben.

2. Hat eine Gerade x denselben gemeinsamen Pol X in Bezug
auf einen Kegelschnitt m® und alle Kegelschnitte

eines Blischels, so hat m™® mit einer Schaar, so hat m® mit
Jjedem Kegelschnitt des Biischels Jjedem Kegelsdhnitt der Schaar
zwei sichin jenem Pol X treffende | 2wei auf jener Geraden x lie-
gemeinsame Sehnen, welche eine gende Kontingenzpunkte, welche
Strahleninvolution bilden. eine Punktinvolution bilden.

Nachdem ndmlich m® und ein beliebiger Kegelschnitt &®
des Biischels, sowie jeder verdnderliche Kegelschnitt /* des Biischels
solche drei Kegelschnifte sind, deren im gemeinsamen Pol X
zusammenstossende Sehnenpaare eine Involution bilden, und von
diesen ein Sehnenpaar zum Kegelschnittbiischel, ein zweites zu den
Kegelschnitten m™ k®, das dritte aber, das zu m® [ gehbrige,
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verindedich ist, so bilden diese letzicrén cin involutorisches Strah-
“lenbiischel, welches schon von den zwei ersteren Sehnenpaaren
bestimmt ist.

Dieser Beweis, der sich auf den fritheren Saiz stiitzt, setzt
voraus, dass es im Kegelschnittbtischel (mindestens) cinen Kegel-
schnitt &' gibt, welcher m in vier reellen Punkten schneidet,
von welchen zwei, die nicht auf einer durch X gehenden Sehne
liegen, miteinander durch eine reelle Gerade g verbunden werden
konnen. Sonst aber ist fiir den Beweis des Satzes nicht notig,
dass die Kegelschnitte des Biischels selbst mit dem Kegelschnitt
m* reelle gemeinsame Punkte haben. )

Daraus folgt aber, das Satz 1 auch dann richtig ist, wenn
dic drei angenommenen Kegelschnitte paarweise keine reellen
Schnittpunkte haben. Und dies vorausgesetzt ergibt sich schliesslich
dass auch der Satz 2 von der Realitit der gemeinsamen Punkte
der Kege'schnitte & und m™ unabhingig, d. h. allgemein giiltig ‘ist.

3. Hat eine Gerade denselben Pol in Bezug auf den Kegelsdinitt
m* und in Bezug auf die Kegelschnitte eines Biischels (einer Schaar),
so gibt es im letzteren zwei Kegelschnilte, welche m'"' doppelt
beriihren. .
'~ Die Doppelstrahlen des involutorischen Blischels, den die
aus X ausstrahlenden gemeinsamen Sehnen von m™ und mit den
Kegelschinitten des Biischels bilden, sind die Beriihrungssehnen
der zwei Kegelschnitte des Biischels, welche m® doppelt beriihren.

Daraus ergibt sich der bekannte Chasles’sche Satz:  Haben
zwei Kegelschnitte eine doppelte Beriihrung mit einem dntten
so trennen die zwei Bcruhrungssehnen zwei ihrer gemeinsamen
Sehnen harmonisch.“

Aus dem 3. Satz folgt eine Konstruktion fir die durch drei
Punkte A, B und C gehenden (oder drei Gerade beriihrenden)
Kegelséhinitte, welche einen Kegelschnitt m™ doppelt beriihren,

Auf der Geraden BC bestimmt man die zwei konjigierten
Pole XY von m™, weiche BC harmonisch trennen ;" ist dann D
der Punkt, welcher A von X und seiner durch Ygehende’n Polare
beziiglich m™ harmonisch trennt, so sind die zwei Kegelschnitic
des Biischels mit den Grundpunkien ABCD, die m'* doppelt
beriihren, die gewiinschten.

Um die Berithrungssehnen derselben mit m® zu finden, sucht
man das durch X (oder V) gehende Schuenpaar I von m* mit
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einem Kegelschnitt des Biischels, z..B. mitdem Geradenpaar AB, CD ;
die Verbindungsgeraden der Treffpunkie der Géraden AB und m’
mit X geben ein solches Sehuenpaar /. Da nun die gewiinschten
Beriihrungssehnen XA, XB und /,!’ harmonisch trennen, so liegen
auf ihnen diejenigen konjugierten Pole Z. U von m®, welche Afs
harmonisch trennen. Essind daher XZ, XU und YZ, YU die
gewiinschten vier Beriihrungssehnen der durch ABC:gehenden
‘Kegelschnitte, welche m™® doppelt beriihren,” — also die békanntc
Konstruktion der Beriilirungsseh:en.

Sind von den drei gegebenen Punkten A reell, BC aber die
Doppelpunkte einer auf der Geraden g llegenden elliptischen Invo-
lution /, so bestimme man. in [/ dasjenige zugeordnete Punktpaar
XY, welches ein konjugiertes Polenpaar ist von m. Trennt dann
der Punkt D den Punkt A von X und seiner Polare x beziiglich
m harmonisch, so sucht man wie oben in dem Kegelschnitt- -
‘blischel ABCD diejenigen zwei Kegelschnitte, welche m® doppelt
berithren. Die aus X ausstrahlenden gemeinsamen Sehnen I/ von
m® mit einem Kegelschnitt des Biischels, sowie XAD und XY =g
sind zwei zugeordnete Strahlen einer Involution, deren Doppel-
strahien die Beruhrunossehnen der gesuchten Kegelschmtte mit
m® bestimmen.

‘Unter den Kegelschnitten des Biischels cnbt es einen, dessen
durch X (oder Y) gehende genicinsame Sehnen mit m® in
besonderer Weise gefunden werden konnen. Im Strahlenbiischel
der konjugierten Polaren beziiglich m™ vom Scheitel 'A gibt es
nimlich ein Paar, welches durch ein zugeordnetes Punktpaar PQ
der gegebenen Involution / geht. Dieses trifft x in dem Punkipaar
EF, welches auf einem Kegelschnitt k& des Biischels liegt.

Da ndmlich die Punkte AD von X und x liarmonisch ge-
trennt sind, so sind es auch die Strahlen EA, ED, so wic auch
. FA, FD; es treffen daher die Strahlen ED und FD die Gerade g
in, zwei Punkten P’ und -Q’, die von P, bzw. Q durch XY har-
monisch getrennt sind, d. h. (XYPP') = (XYQQ') = —1=(YXQQ).
Daraus folgt aber, dass XY.PQ.P'Q zugeordnete Punkte der
gegebenen Involution / sind, und daher gehen die Strahlen ED,
FD ebenfalls durch zugecrdnete Punkte P’, Q' derselben. Der durch
die fiinf Punkte ABCEF gelegte Kegelschmlt k™ tragt daher auch
den Punkt D und gehort somit dem Biischel an.

Da die Strahlen AP, AQ bezughch m® kon]uglerte Polaren

i3
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sind, so geben ilire Treffpunkte M, N mit der Polarenr a von A
beziiglich m, die Pole von AQ und AP; und XM und XN sind
dann ein Paar gemeinsame Sehnen von m'® und k®'.

Denn der Strahl XM trifft AMP und ANQ in konjugierten
Polen beziiglich £ (weil AEF cin dem k® einbeschriebenes Drei-
eck und X der Pol der Seite EF ist), dann in konjugierten Polen
beziiglich m® (da M der Pol der Geraden AQ ist); zugleich ist
auch sein Treffpunkt mit x -der konjugierte Pol von X in Bezug auf
beide Kegelschnitie. Dasselbe kann man auch sagen vom Strahl
XN, — also sind diese Strahlen die gemeinsamen Sehnen von
n* und k*. Daraus folgt die Konstruktion, die F. Hofmann in
seinem Buche (,,Die Construction doppelt beriihrender Kegel-
schnitte*, 1886. Teubner, p. 30) angibt, aus dem Saize 3 und die
etwa so lautet: Um die Beriihrungssehnen eines Kegelschnitts m’
mit den durch den reellen Punkt.A und durch die konjugiert-
imagindren Doppelpunkte einer ellipiischen Involution / gehenden
Kegelschniite zu bestimmen, schneidet man.die Polare a des Punktes
A beztiglich m™ in den Punkten M, N mit denjenigen aus A aus-
strahlenden konjugierten Polaren von m™, welche die Involution
I in zugeordneten Punkten treffen. Sind dann XYV diejenigen zu-
geordneten Punkte von /, welche zugleich konjugierte Pole sind
von in'®, so geben XM, XN und XA, XY, so wie auch YM, YN
und YA, YX zwei zugeordnete Stralilen je einer lavolution, von
welchen die eine hyperbolisch, die andere elliptisch ist; die Dop-
pelstrahlen der ersteren sind die Beriihrungssehnen der gewiinsch-
ten Kegelschnitte mit m'’.

Wir bemerken nochmals, dass diese von Hofmann stammende
und auf eine andere Weise bewiesene Konstruktion aus dem 3.
Satz folgt, nach welchem man irgend. eine durch X gehende Gerade
XH], welche den Punkt X mit einem Punkt H von m'® verbindet
_als, Sehne I beniitzen kann; der zweiie Treffpunkt / von XH mit
m™ trennt X, x von H harmomsch Die zweite durch X gehende
Schne ” von m'* und dem Kegelxchmtt ABCH/ des Baschels wird
entweder nach dem Desargues’schen Satz oder dadurch bestimmt,
dass sie / von irgend einem Paar kenjugierier Pole dieser Kegel-
schnitte harmonisch teeant; endiich trennen die Berﬁhrungsséhnen
der gesuchien Kegelschnitte XA, XV und /, I’ harmonisch. )



