"Zur Topologfé der Ebene.

.Von Jurius PAL in Kjobenhavn,

Die Literatur, die iiber- die Fundamentalsitze der Topologie
der* Ebene vorliegt, beleuchtet diese Fragen. so vielseitig, dass es
jetzt schon moglich ist, diése. Silze im Rahmen eines leicht les-
“baren Lehrbuches darzustellen. Aus dem Inhalt eines solchén Buches,
das vielleicht in niherer Zukunft erscheinen kann, will ich hier
einiges mitteilen. Da es sich mehr und mehr zcigt, dass eines der
einfachsten und erfolgreichsten Mittel fiir die topologische Erfor-
 schung der Ebene die Untersuchung von Richtungsdnderungen ist,
“scheint mir die natiirlichste Einleitung eines solchen Buches die
Zusammenstellung der ersten Sdtze tiber Arcus-Variation -zu sein
— etwa in folgendem Ausmass und folgender Reihenfolge.:

‘Satz I. Sind (1) und ¢ (1) fir a <t < b definirte stetige

. 'Funktionen mit ¢® 4 9*> =1, so gibt es eine mod 2 n eindeutig

bestimmte stetige Funktion k(1) fiir welche .cos k(i) = ¢ (1),
sin k(1) = y (1) ist; k(b) — k(a) ist eindeutig bestimmt.

: Satz Ia. Es seien f(1) und g() fir ¢ <t < b deli-
niite’ s(etige Funklioncn und {x, y,) ein Punkt, fiir welchen -
r{t) = -+ V(f— Xp)? + (g-—yo) > 0 ist; dann gibt es eine
mod. 27 eindeutig bestlmmte stetlge Funkuon k (1), fiir welche
r(t) cos k(1) = f(1) — x,, (1) sin k(1) = g(1) — Yo 1st k(b) — k(a)
[ist. eindeutig bestimmt.

Wir werden fiir das Vorhergehende auch sagen : Beobachtet.
man die Bewegung x = f(1), y = g (1), a < t < b von (x,, y,) aus,
so ist k (1) eine Richtungs- oder Arcus-Funktnon und k(b)) — k (u)
die Richtungsanderung bei der Bewegung.

© L Satz 2. Gegeben sei die Bewegung x-—f(t) y_g(t), ’
astLh. Der Punkt (X, yo) habe den- Abstand r, > 0 von der
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Bahnkurve, k(1) sei eine Rlchtungsfunkt;on fﬁr den Beobachler
in (X, yo).

Es werde 0 < e < 'Z—t beliebig angegeben. Man schlage um .

(.. y;) den Kreis mit dem Radius 7, sin e Liegt dann (x,y,)
innerhalb dieses Kreises, so gibt es fitr den Beobachter in (x,, »,) -
eine Richtungsfunktion £, (1), fiir welche :

() — k()] <€ o (|) 

Die beiden von (X, y,) und (x,, ) zum Punkle 1f, g@))
fithrenden Halbstrahlen bilden ndmlich einen Winkel < ¢. Man wihle
nun diejenige Rxchtungsfunktlon ki(1), fiir welche | k(@) — k,(a) | < e
ist; da k, (1) — k, (1) nie = = ¢ ist, gilt (1) fiir alle ¢

" Satz 2a. Die Arcus-Anderung einer bestimmten Bewegung:
ist eine stetige Funktion des Beobachtungspunktes.

Satz 2b. Die Arcus- -Anderung einer geschlossenen Bewegung.
ist innerhalb eines durch die Bahnkurve bestimmten Gebietes eine
Konstante. '

, Satz 3. Die Arcus-Anderung einer Bewegung ist beliebig
klein, wenn der Beobachtungspunkt hinreichend weit liegt. Verlauft
. die Bewegung innerhalb des Kreises x® -} y? ='R?, so ist die
, R:chtungsanderung < ¢, sobald der Beobachtungspunkt ausserhalb o

(<Y sm’? = R? liegt.
, Satz 3a. Be| geschlossener Bewegung ist die Rnchtungsande- '
~ rung Null, wenn der Beobachtungspunkt hinreichend weit liegt. .
- Satz 4. Der Beobachtungspunkt sei fixirt. Dann ist die Arcus-
Anderung durch- die Bahnkurve als Punktmenge nicht gegeben,
sondern erst durch die Bewegung. Geht aber die Bewegung auf -
_einem Jordan-Bogen. vor sich,!) so ist die Arcus-Anderung durch
Anfangs- und Endpunkt der Bewegung — unabhingig von der
‘Bewegung — eindeutig bestimmt.
Es sei.j.ein Jordan-Bogen, x = F (1), y=G (1), 0 <« é 1
- -eine bestimmte, eineindeutige stetige Abbildung von j auf die Zeit-
strecke 0 <7< 1, K(z) eine entsprechende Arcus-Funktion fiir
(X ¥o). Auf diesem Bogen soll die Bewegung x = f(1), y = g (1),
u L t< b vor sich gehen. Dann ist = eine - eindeutige; stetige
Funktion von 1, etwa 7 = u(t) und in K{p(t)] hat man eine Arcus-

gilt.

1y d. h. die Babnkurve ist Texlmenge des -Jordan- Bogens, wobei kine-
amatisch-mehrfache Punkte zulaselg sind.
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Funktion der Bewegung. Die Arcus-Anderung K [p(6)] — K [r(w)]
ist also eindeutig bestimmt, sobald 7,==u(a) und 7, = u(d)
gegeben sind. . _ ’

Satz 4a. Die Arcus-Anderung bei einer auf eéinem Jordan-
Bogen vor sich gehenden geschlossenen Bewegung ist Nuil.

“ Satz 5. Es seien

x=f(u 1) y_g(u t) ceLuLgalt<b - - (2)

stetige Funktionen, (xo, y,) ein Punkt, der von der Kurvenschar
(2) die Entfernung r,> 0 hat. Wird e > 0 beliebig angegeben,
_so gibt es ein 6 = d (¢) so, dass fiir |u, —u,| < J die zu den
‘Bewegungen u = uy, und i = u, gehorigen, passend gewah'ten
) Arcus-Funktlonen k(1) und k,(t) die Ungleichung.

L) — k()] <e N &)
erfullen '
Hierzu ist ¢ nur so zu wahlen dass [f(u,t) — f(us, 1)]* +

4 [g (u, ) — g (s 1))? < rgsin® e sei, sobald |u, — u,| < 9 ist.
"Denn dann bilden die von (X, y,) zu (4, t) und (u, 1) fiihrenden

kS Halbstrahlen einen Winkel < . Wihit man also Arcus-Funktionen

k(1) und ky (f) s0, dass [ki(0) — k(a)| <'e xst so gllt @) fur
© alle ¢
' Satz 5a. Bei Voraussetzungen des Satzes 5 bezeichrie K (u,)

" die Arcus-Anderung bei der Bewegung u ==, Dann ist K(u)»

eine fiir ¢« < u < @ definirte sfetige Funktion.

. Satz 5b. Bei-denselben Voraussetzungen sei jede der Bewe-
gungen u == u, geschlossen ; dann ist K (u) eine Konstante. .

Satz 5c¢. Die Funktionen x = f (i, t), y =g 1), « <u <y

a < t< b seien stetig, jede der Bewegungen u — konst. - -sei ge-
',sch]ossen (%o, ¥o) habe positiven Abstand von den Kurven u'= ¢
und 4 ='g. Sind dann die beiden von (X, yo) aits beobachteten -
Richtungsanderungen bel den Bewegungen u =« und u = gvon
einander verschieden, so lxeot (o, Yo) auf einer der Kurven U= u,

N o<y <A

Satz 6. Gegeben sind zwei geschlossene Bewegungen x = f,(1),

y =g), x=f), y=g(@), a<t<b mit den Richtungs-

funktionen k(1) und k,(t) fiir den Beobachtungspunkt (%o, ¥o). Die

Richtungsédnderungen betragen 2 n, m und 2 n, # mit ganzen n, und

" ny. Ist ny > ny, so enthdlt der Wertvorrat von & (¢) = &, (1) — k. (1)

ein Intervall von der Lange 2 (n1 - n,) n In der Tat ist k(b)) — k(n) =
=2 (n, — n,) o )



229

Satz 6a. Lidsst k(1) alle Werte = k, (mod 2m) aus, so ist
n. =M s
*

Nach diesem Arcus-Kapitel ware der Teilungssafz fiir Poly-
gone auf einem der vielen moglichen Wege zu erledigen. Da man
nun die eben skizzirten Arcus-Sitze in der Linge doch nicht ent- -
-behren kann, kann man sie gleich gut dazu benptzen alles das
Jordan-Polygon betreffende in Ordnung zu bringen, was auf die-
sem Wege sogar besonders einfach geht, etwa in folgenden Schrit-
ten: Indem man den Teilungssatz nur fiir das rechtwinkelige
Viereck in Anspruch nimmt, zeigt man: 1°. Ist y ein Gebiet,
s eine Strecke, die bis auf einen Endpunkt y angehdrt, so ist (y—s)
ein Gebiet. 20 Ist die Strecke s ein Querschmtt des Gebietes y, -
80 besteht (y—s) aus hdchstens zwei Gebieten. Also : 3°. Ein Weg
bestimmt in der Ebene ein Gebiet. 4°. Ein Jordan-Polygon bestimmt
in der Ebene hochstens zwei Gebiete. Nun sei MN eine Scife des
Jordan-Polygons  B. Auf der Symmetrieaxe von MN wihle man
symmetrisch zu MN die Punkte-A und B so nahe aneinander,
dass die Strecke AB nur ihren Mittelpunkt auf § hat. Hiernach
-zeichne man ein (spitzwinkeliges) Dreieck PRQ, dessen Ecken P
u1d Q innere Punkife von MN sind, so dass B innerhalb, A ausser-
halb des Dreiecks liegt und-das Dreieck nur die Punkte von PQ
mit der Linie B gemeinsam hat. Ersetzt man in § die Strecke
PQ durch den Weg PRQ, so erhilt man ein Jordan-Polygon §'. Wer-
den P und P’ .— beide etwa im Sinne MPN — umlaufen und
wird von A aus beobachtet, erhalte man die Arcus-Anderungen
'« und «, wihrend der Beobachter in B die Anderungen #uind &
konstatirt. . Dann ist offenbar @ = ', (A liegt aussérhalb PRQ),

=, (AB trifft P’ nicht), aber 8= g’ 1 27 (B liegt inrierhalb
PRQ). Also ist « = f - 2:x und man hat: 5° Ein Jordan-Polygon
bes:immt -zumindest zwei, also genau zwei Gebiete. 6° Bei Durch-
querung einer (beliebigen) Polygonseite kommt man auis dem einen
Gebiet ins andere. 7°. Die Arcus-Anderung beim Umiauf des Poly-
gons betragt 0 oder 4 27, jenachdem der Beobachtungspunkt im
,,éussereﬁ—‘-‘, d. h. unbeschriankten oder ,inneren“, beschrdnkten.
Gebiet Jiegt. _
*

Um weiter unten viel Worte zu sparen seien noch folgende

Stetigkeitssdtze angefiihrt: ’
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Satz 7. Gegeben sei ein Jordan-Bogen j und ein ¢ > 0. Dann
glbt es ein d = d(¢) so, dass der Durchmesser eines Teilbogens
von j kleiner als ¢ ist, sobald die Endpunkte eine Entfernung
< ¢ haben.

Da ferner ein Jordan-Bogen, der eine Teilmenge von j aus-
macht, mit. den Punkten A und B den ganzen Teilbogen AB von j
enthdlt, gilt
' Sifz 8. Eine Jordan-Kurve kann keine Teilmenge eines Jor-
dan-Bogens sein.-

Der Satz 8 ist dem Inhalte nach der einfachste Fall des

Satzes von der lnvananz der Dnmensxonszahl
. ®

Mit diesen Hiilfsmitteln beweise ich dann in einfachster Weise
einen Satz, den man mit gutem Recht einen Hauptsatz der elemen-
~ taren Topologle nennen kann.

Safz 9. Gegeben sei ein Jordan-Bogen j und ein > 0. Dann
gibt es ein Jordan-Polygon ¥, das j im Innern enthilt, ‘wihrend
alle Punkte, deren Entfernung von Bogen > ¢ ist, -ausserhalb L,
“liegen. : '
Konstruktlon eines P,: Man zeichne ein gleichseitiges Drei-
" eck, das j im Innern enthiN und teile es in ein Netz von 47 kon-
gruenten Dreiecken. Das Nelz wihle man sc fein, dass 1. die.
Seite d eines Netzdreieckes < & sei; 2. auchso klein, dass der
Durchmesser eines Teilbogens von j kleiner als ¢ sei, sobald der.
Abstand der Endpunkte <2 d ist (Satz 7). In diesem Netz zeichne
man ein Jordan-Polygon 9P, das aus Seiten von Nelzdreiecken
besteht und j im Innern enthilt. P enthalte m Netzdreiecke, m,
sei die kleinste der Zahlen m, 9, sei ein §, das zu m, passt.
Dann hat R, die behauptete Eigenschaft.?) »

2) Ich méchte den geneigten Leser au[merksam machen dass das. eben"
angewandte Verfahren, ¥, durch die Minimalzahl der Netzdreiecke festzulegen,
bei vielen dhnlichen Fragen vorziiglich anwendbar ist. Als Benspxe'l wihle ich
einen Satz, der ebenfalls den Charakter eines fundamentalen Satzes hat, ndm-
lich den folgenden: Zwei- beschrinkte, fremde Kontinua « und 8 kdnnen durch
ein. Jordan-Polygon getrennt werden.

Alle mir bekannten Beweise arbeifen mit -gestaitlichen Fallunterschei-
dungen. Man erhdlt den Satz, wie mir scheint, auf dem emfachsten Wege
wie folgt: :
.Die Entfemung von o und B ist d> 0. Man zeichne ein Dreieck, dessen.
Inneres («-}-8) aufnimmt, teile es in ein Netz von 4n kongruenten Dreiecken
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Beweis : Die Eckpunkte von 3, seien A,, A,, ..., A,, A, == A,.
(A; A,y hat die Linge d; es konnen mehr als zwei zyklisch auf-
einander folgende A; auf einer Geraden liegen.) A, A,P sei das-
_jenige Netzdreieck mit der Seite A, A, dessen Inneres innerhalb
%, liegt. Dann ist eniweder dec Weg A,PA, oder eine der Drei- -
ecksseiteri ein’ innerer Querschnitt von %,3) Dieser Querschnitt
enthilt einen Punkl von j. Sonst wire J ganz innerhalb eines der
Polygone, die durch den-Querschnitt aus B, hervorgehen, was mit
der Minimaleigenschaft von ¥, unvereinbar ist. Es sei B, ein ganz
bestimnt gewdihiter Punkt von j auf dem Weg A,PA.. Entspre-
chend wihlen wir Punkte B., B;, ..., B,. Der letzte liegt im Grenz-
dreieck mit der Seite A, 4. Jede der Strecken B, B2 B8y, ...,
B, 8, ist <2d, also hat jeder Tellbogen B B,, B B; ..., BTB.
von j einen Durchmesser < & ' B

- Nun durchlaufe ein Punkt das Polygon P, Wéhrend dneser
die Punygonsene A; A;.., beschreibt, soli ein attachirter Punkt den

Bogen B, B, durchlaufen, Diese zwei gesch‘ossenen Beweoungen '
seien durch

X=fi(t)y =0 x=L>0 Yy =g() e <D (4)
dargestellt. M (x,, y,) babe cine Entfernung > & von j; dann liegt
M nicht auf 9, und beide Bewegungen koénnen von M avs beobach-
tet-werden ; &;(¢) und %, (¢) seien zwei zugehirige Arcus-Funktionen.
Die Differenz £, (1) — k, (1) lasst alle Werte == (mod 2:T) aus
denn ein ‘Kreis um B; mit dem Radius ¢ enthdlt B, B;., und
Ai A, wihrend M ausserhalb dieses Kreises liegt. Folgllch ist
die Arcus-Anderung fiir die bziden Bewegungen (4) dieselbe’
(Satz 6a) ; sie ist Null fiir die auf dem Jordan-EBugen vorsichgehende

(Satz 4a), also auch beim Umlauf von l“, und so liegt M ausser-
-halb B,

50 dass ‘jedc Seite eines Netzdreieckgs < -g— sei. ~1<a sei ein Netzpolygon, des-
sen Inneres « enthilt und das nur die kleinstmogliche Anzahl von Netzdrei-
ecken enthidlt; entsprechendes bedeutet ), Infolge der Minimalforderung ent-
halt jedes Grenzdreieck von 1 Punkte von «; also schliesst man aus der
. Feinheit des Nelzes, dass b weder g noch ¥ trifft; liegt B8 ausserhalb l\
so ist B ein trennendes Polywon Im andern Fall bestelit 1, aus weniger Drel-
ecken als B und trifft nicht «, so dass u: ausserhalb 13 liegt.

3) Sonst hat man den lnvnal emfachen Fall m, == {.
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Satz 9a. Ein Jordan-Bogen bestimmt in der Ebene ein Gebiet.

Satz 9b. Gehort j ganz einem Gebiete an, $0 ist (y—j) ein
Gebiet. .

Jede um einen. Punkt von j beschnebene Kreislinie ent-
hilt Punkie, die nicht zu j, sondern zu dem durch j bestimmten
Gebiete gehtren. Also gilt.

Satz 10: Jeder Punkt von j ist Grenzpunkt des durch ;.
bestimmten Gebietés.

Es sei J eine Jordan-Kurve, j ein Teilbogen von j P ein
Punkt, der nicht auf J liegl. Dann hat das durch J bestimmte,
P enthaltende Gebiet Grenzpunkte auf j. Es sei nadmlich Q ein
innerer Punkt von j. Man konstruire ein Polygon Py, das (J—J)
" im Innern enthalt, wihrend P und Q ausserhalb des Polygons
liegen. Man wandere auf einem Weg, der ausserhalb B, verlaufi,
von P nach Q und slosse zuerst in X auf einen Punkt von j;
dann ist R ein Grenzpunkt von der behaupteten Art. Da die Grenze
eines Gebietes abgeschlossen ist, ‘hat man

Satz 11: Jeder Punkt von J ist Grenzpunkt eines jeden durch
] beslimmlen Gebietes.

Um nun’ den Teilungssatz zu beweisen, be(rachten wir zu-
nichst die folgende, besonders einfache Figur :

Ein Jordan-Bogen j habe die Endpunkte in M (—a, 0). und
N (+a,0). Alle iibrigen Punkte von j liegen innerhalb des Vier-
ecks mit den Endpunkten A (+a,+0), B(—a,+b), C(—a,—b),
D(=a, —0). '

Satz 12. 'Das Innere des Vlerecks wird durch j in zwei
Gebiete zerschnitten. - :

Es sei P ein Punkt innerhalb -des V:erecks, aber nicht auf j,
I ein Polygon, das j im Innern enthidlt und j von P treant. Man
durchlaufe die Strecke von P nach M bis zum ersten Schnittpunkt
mit dem Polygon, von diesen aus setze man den Weg lings des
Polygons fort bis zum ersten Treffpunkt mit dem Viereck. Hat
dieser ein positives y, so gehort P demjenigen Gebiet an, das an
AB heranreicht, sonst demjenigen, das an CD anstosst. Also be-
stimmt j innerhalb des Vierecks hdchstens zwei Gebiete.

Man wihle innerhalb des Vierecks Punkte A, und D, so nahe
an A and D, dass die aus.A, b2obachtete Arcus-Anderung beim
Umlauf der Jordan-Kurve MCONM und die aus D, beobachtete
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Richtungsinderung beim Umlauf von MNABM gleich Null sind.
Nun durchlaufe ein Punkt die Linie MCDNMNABM und man
beobachte aus'A,: Die: Richtungsinderung betrdgt 227, da von
NMN abgesehen das Viereck ‘positiv umlaufen wurde. Daher ist
die Arcus-Anderung beim Umlauf von MNABM gleich 2n oder 0,
~ jenachdem von A, oder ‘D, aus beobachtet wird. A, und D, geho-
ren verschiedenen innerhalb des \(lerecks durch j bestimmten -
“Gebieten an; die Anzahi dieser Gebiete ist genau zwei. Unter dem
oberen, resp unteren Gebiet "werden wir das. an AB, resp. CD
anstossende verstehen.

Nun sei J eine Jordan-Kurve, MN ein Diameter der Kurve ;
die beiden von M und N begrenzten Teilbogen sollen p und ¢
heissen. Wir wihlen ein Koordinatensystem so, dass M und N
die Kvordinaten (—a, 0) und (4 a, 0) erhalten. Die iibrigen Punkte
von J liegen im Gebiet |x| <a, |y| <b. Unter 4, B, C, D ver-
stehen wir dasselbe, wie zuvor.

Der tiefste Schnittpunkt der jordan-Kurve mit x = 0 heisse
P, der hdchste Q Dann werden P und Q auf der Kurve durch:
M und N getrennt. Wiren P und Q beide z. B. auf p, so wire
ja Q im oberen, P im unteren Gebiet von g gelégen und der
Teilbogen PQ von p miisste Q treffen. Es liege etwa P auf p
und Q auf g. Mit P liegt p-im unteren Gebiet von q, mit Q liegt
g im oberen.Gebiet von p.

. Satz 13.°Es gibt Punkte, die glelchzemg im oberen Gebiet
von p und im unteren von g liegen.

Es sei P, der htchste Schnittpunkt von p und x =0, Q, der
tiefste’ Schaittpunkt von g mit der Strecke P, Q. Jeder Punkt zwi-
schen P, und Q, hat die behauptete. Eigenschaft.

- Satz 14. Es sei T ein willkiirlich gewéhlter Punkt, der dem
unteren Gebiet von ¢ und gleichzeitig dem oberen von p-angehort.
Wird die Jordan-Kurve in der Richtung MPNQM durchlaufen, S0
ist. die von T aus beobachtete Arcus-Anderung 2. A

Im unteren Gebiet von ¢ wandere man von T nach P, dann
von P aus auf x = O beliebig weit nach unten. Hierbei wixd die
Jordan-Kurve NABMQN nichts getroffen. Also ist die von T aus -
beobachtete Arcus-Anderung lings NABM dieselbe, wie lings NQM
(Satz 2b und 3a); ebenso lings MCDN dieselbe, wie lings MPN. .
- Beim Umlauf des Vierecks ist die Rlchtungsanderung 27, also auch
'belm Umlauf von j :
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Durch neuerliche Anwendung der Satze 2b und 3a schliesst
man : o :
Satz 15. Die Jerdan-Kurve J bestimmt zumindest zwei Gebiete.

Satz 16. J. bestimmt hochstens zwei Gebiete. :

Die Punkte ausserhaib und auf dem Viereck ABCD, die im oberen
Gebiet von g und im unteren von p gehoéren zu einem durch J
bestimmten Gebiete 7. Es sei nun 7 ein Punkt,.der nicht zu y
gehort, sondern unterhalb g und oberhalb p liegt. In dem T ent-.
haltenden, durch /. bestimmten Gebiete .7 wédhle man M, und N;
so nahe an M und N (Satz 11), dass die von M, aus beobach-
tete Arcus-Anderung beim Umlauf der Jordan-Kurve Q,P,NQ, und
die von N, aus beobachtete Richtungsinderung lings MP,QM
gleich Null seien. Innerhalb st filhren wir einen Weg w von M,
nach N,. Wir wollen zeigen, dass w die Strecke P,Q, trifft, woraus
Satz 16 foligt.

Beobachtet man von M,A aus die Arcus-Anderung lings
MP.NQM, oder, was dasselbe ist, lings MP,Q,P\NQ,M, so betrigt
diese 27 (Satz 14). Lings Q,P,NQ, ist die Variation Null, also
lings MP,Q,M Dbetrigt sie 2. Lings derselben Kurve ist die von
N, aus beobachtete Richtungsidnderung Null, also muss w die Kurve
MP,Q,M treffen, was nur auf P,Q, erfolgen kann.

ES

: Be: der . oblgen Beweisanordnung hat man mit dem Teilungs-
satz gleichzeitig die Sitze iiber Arcus-Anderung beim Umlauf der
Jordan-Kurve miterhalten.” Es ist dann ein leichtes etwa folgende
‘Sitze zu beweisen: Ein Querschnitt zerschneidet das Innere einer
" Jordan-Kurve in zwei Gebiete. Zwei .innere Querschnitte treffen
sich, wenn sich ihre Endpunkie auf der Jordan:Kurve trennen.
Sind a, b und ¢ drei Jordan-Bogen, die zu zweien eine Jordan-
Kurve bilden, so gibt es einen .und nur.einen unter diesen, der .
innerhalb der durch die bexden andern geblldeten jordan Kurve»
liegt, etc. eic. '

Fiir die welleroehende Untersuchung der jordan-Kurve hat
- man ein gutes Hiilfsmittel im folgenden

Satz 17. Haben die Jordan-Kurven a und b zumiridest zwei
- gemeinsame Punkte, so wird jedes durch (a + b) bestimmte Gebiet
durch eine Jordan- Kurve begrenzt.

Bewe:s Um Worte zu_sparen, werde gleich vorausgesetzt
dass b-in das Innere von a eindringt und wir betrachten ein durch



b innerhalb a bestimmtes Gebiet 7. Es” sei P ein Punkt dieses
Gebietes. "Von P aus fithren wir “einen Weg innerhalb a, der b -
trifft; der erste Treffpunkt mit & heisse Q. -
Die Punkte von- & innerhalb a bilden eine endhche oder
abzdhibare Folge von Querschnilten des lnneren von ‘a. Der erste-
~ Fall’ ist uninteressant emfach Betrachten w1r also den zwelten und sei

Qo Qo Qo+ N )
die Folge dieser Querschmtte, ein innerer Punkt eines ¢ gehort
keinem gq,, i = k an; ¢, sei derjenige Querschnitt, der Q enthiit;
g, teilt a in die Bogen a, und @,; P und s liegen innerhalb
(q, —]— qo) oder (a; + ¢,), sie sollen z. B. innerhalb (a, 4 ¢.) liegen. -

- Beide Endpunkte von q,, 4> 0 liegen ‘auf einem der (abge-
schlossenen) Bogen g; und a; und becrerrzen einen Teilbogen von
@, resp. a., den ich den Stiitzbogen von ¢, nennen wiil. Ein qi,
dessen Stiitzbogen auf g, fallt, verlauft ausserhalb (al+(]0) Solche

.ov, woaerda ana An.- Enlan oaqQtss

d; WCrad aus Ger roige \u; bcwuu,ncu, es bleibt die F Olgt' )
Ty Ty Ty el - - (6)
zuriick ; in. dieser wird wicderum ein r, gestrichen, wenn der Stiitz- "
bogen von r; den (echten) Teil des Stiitzbogens emes anderen ry
, ausmacht zuruckblexbt dabei die Folge

} ‘ BT 7 SN B _ S
von Quersc_hnitten mit den Stﬁtzbogen
Sy Si Ss e : - (7a).

Die (mcht abgeschlossenen) Booen S; und Sy, ! iz k_habm keinen
gemeinsamen Punkt.

Ersetzt man in @, den Bogen s; durch I,, S0 erhalt man eine
Punktmenge a’. Wir wollen zeigen, dass @’ ein Jordan-Bogen ist.

Man statuire nimlich topologische Abbildungen zwisclien den
einzelnen s; und #, die die gemeinsamen Endpunkte zu Fixpunkten.
haben. Dann hat man eisie eineindeutige Abbildung zwischen a, und -
_a’; es ist zu zeigen, dass diese ‘stetig ist. . Wir wollen den Beweis
z. B. fiir die ,Stetigkeit nach rechts® durchfiihren. Die rechisseitige
Stetigkeit der Abbildun‘g” a, = a’ ist evident fiir den Aufangs- oder
inneren Punkt eines. s;.. Nun' sei T kein solcher Punkt von a,;
er fillt mit seinem Bilde 7" zusammen. Es werde ¢ > 0 beliebig
~ angegeben. Da die Abbildung einer ]Qrdan-Kurve auf die Kreis-
linie gleichmdssig - stetig - ist, Wi{d ‘es nur eine endliche Anzahl i
~ geben, fiir welche -der .Durchmesser von s; oder f;, also der- von
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' (s; + 1;) grosser als'% ist. Die zugehbrigen s, seien irgendwie

markirt. Nun wihle man einen Punkt U auf a, rechts von T $0,

‘dass der Durchmesser des Teilbogens TU von a, kleiner als - 7 sei

und. dass TU. noch kemen Punkt eines markirten s; enthalte. Liegt
dann R auf TU so ist T'R' <e¢, d. h die Abbildung ist in T
stetig nach rechts. :

‘Somit haben wir in (a 4+ qo) eine jordan -Kurve p, dxe eine
Teilmenge von (a -} b) ist; kein Punkt von a liegt innerhalb p;
-aber auch keiner von b. Denn ein Punkt von b, der innerhalb
(a4 q), doch nicht auf p liegt, ist Punkt eines gestnchenen T
dessen Stiitzbogen also wirklichier Teil cines s, i = k ist. Der-
jenige Endpunkt von_r;, der innerer Punkt von Sk ist, liegt ausser-
. halb p und da der offene Bogen kem 1; trifft, liegt r; ganz ausserhalbp

Es eriibrigt - noch zu zeigen, dass P innerhalb p liegt. Ein
Punkt durchlaufe a,, sein Bildpunkt a’. Beide Bewegungen werden
aus P beobachtet;” die zwei Arcus-Andérungen stimmen iiberein.
D:2nn man kann von P nath Q. von Q beliebig weit gelangen,
ohn: die. Kurve (a, - a’) zu treffen. Durchlauft man (a, 4 g.)
und ‘beobachtet aus P, so ist die Anus-/‘-i‘nd'erung 427, dasselbe
giit also beim Umlauf von (@’ -+ gq,); P liegt innerhalb p und p
ist die Grenze von . - -

Safz 18. Die Jordan-Kurven a und' & haben zumindest zwei
Punkte gemein; @ sei ein Punkt von b, der (z. B.) innerhalb
a liegt. Dann gibt es genau zwei durch (a 4- b) bestimmte Gebiete,
dic Q zum Grenzpunkt haben ; eines liegt innerhalb, das andere
ausserhalb 0.

 Es sei g, derje: nige Bogen von b, der Q enthalt und einen
_inneren Querschnitt von a bildet ; g, und a, bedeufe dasselbe, wie
zuvor. Nach der zuvor beschnebenen Konstruktion bilden wir a’
als ‘Abbild von a, und a” als Abbild von a,; «' liegt ausserhalb
(@2 + qo), a fortiori ausserhalb (a” 4 qo); @' liegt ausserhalb
(@' -+ g.) ; folglich liegt g, und speziell Q innerhalb (@’ + a”). Jedes
* durch (@ -~ b) bestimmte, an Q heranreichende Gebiet ‘liegt also
innerhalb (a” 4-a”). Es gibt aber nur zwei solche Gebiete: das
Innere von (a’ 4- ¢,) und das von (a” -+ ¢,). Aus Satz 11 folgt
- dann, dass eines dieser Geblete mnerhalb das andere ausserhalb
b liegt.
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- Satz 19. (Glattheit der Jordan-Kurve.) Gegeben sei eine Jordan-
Kurve b, ein Punkt Q auf & und ein £ > 0. Dann gibt es ein
0 = d(g) so, dass zwei innere oder zwei dussere Punkte von b,
die der d-Umgebung von.Q angehoren, durch eine stetige, b nicht
treffende, die. e-Umgebung von Q nicht verlassende Linie verbun-
den werden konnen. :

A ~ Als Kurve a wahlen wir den Kreis um Q mit dem Radius
- & (das wir kleiner als den Durchmesser von b voraussetzen) ; wir
kénnen nun nicht nur die Existenz eines brauchbaren ¢ einsehen,
sondern. das bestmogliche 4. direkt angeben ; dieses ist der Radius
des grosstmdglichen, um Q' beschnebenen aus’(a"—i"-'a”) nicht .
_heraustretenden Kreises.?) :
Aus der Glattheit folgt dann bekanntlich der Satz ‘von der
stetigen Erreichbarkeit ; und es ist sofort ersichtlich, dass man’ mit
den obigen Miiteln. 'Glattheit und Erreichbarkeit fiir innere Punkte
" des Jordan-Bogens zeigen kann. Diese Sitze fiir die Endpunkte
des Bogens nachzuweisen erfordert einen etwas. grosseren Apparat
auf den ich hier nicht eingehe.?) ,
Um die reiche Anwendbarkeit namenthch von Satz 5¢ zu
.zelgen beweise ich .
. Satz 20. Das topologlsche Bild eines Gebletes ist wneder ein
Gebiet. Es seien O(x=0, y=0) und O (x' =0, y’ _0) zwei
entsprechende Punkte ; durchlauft (x, y) den Kreis ' :
‘c::rcosiy_rsmtr>0 0<r<zn 8)

so mdge der Bildpunkt die Jordan-Kurve

‘ . x__f(rt)y::g(rt)0<l<2't )
umlaufen.’ Es sei nun (x'0, ¥'o) ein von (x" =0, y* = 0) verschie-
dener sonst beliebiger Punkt innerhalb der Kurve:

- X=fB0.y=g@ 05t<22 " . (9
‘Wir wihlen « so klein, dass die" Bewegung : A
X =f(o1), Yy =g(a1) 0Lt<2n C(10)

in einem Kreise um (x'=0, y =0), welcher (x'o, y'5) nicht ent-
halt, vor sich geht. Beobachtet man die Bewegungen (9) und (lO)

. 9'vgl C Carathéodory, Ueber die gegensemge Beznehung der Réinder
bei der konformen Abbildung des lnneren einer Jordankurve auf einen Kreis, .
Mat. Ann., Band 73, S. 315.

5) Diesen ausfiihrlicheren Apparat und einiges vom hiet dargestelltcn
skizzirte ich kurz. in einer Note, die in der von den dinischen Matematikern
Prof. J. Hjelmslev gewidmeten Festschrift erschien. S. Matem. Tidskr. 1923.
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von (x', o) aus, so ist die- Arcus-Anderung + 27 resp. 0, so dass
(X', ¥'o) auf einer Kurve
. X =f{rt),y =gt « <r<§ O<t<2v V
liegt, d. h. Bild eines Punktes (xq o) mit x; + yi < B? ist. Mit -
{x'0, ¥'o) liegt das Bild der ganzen Scheibe x* 4 y* < ﬂ- innerhalb
(9) und erfiillt das Innere dieser Kurve.

Zum Schiuss mochte ich einen Beweis fiir den Fundamental-
‘satz der Algebra mitteilen, der sich ebenfalls auf Satz 5c stiitat.
Dieser Beweis war einer dlteren Generation wohlbekannt, scheint
aber nunin Vergessenhelt geraten zu sein. Unter allen Beweisen,.
die ich kenne, ist dieser .der einzige, der von Anfang bis zu Ende
in der Anschauung verfolgt werden kann; er lasst sich ganz leicht
in die ¢ -d-Form *einkleiden.’ ") :

Satz. Es sei - o
P@)=z2"taz2'+ ... +da, 0, =0
Dann gibt es ein z = z(,, fir welches P(zo) = 0 ist.

Durchlauft z == x - iy den Kreis

: x==rcost, y==rsint, r >0, O<t<2n
S0 fuhrt 2 = P(2)=x"-+ iy’ die Bewegung
x_f(rt)y_.g(rl) 0<t<L2n (14)

aus ; des weiteren setze man - ' :

P(z)=z'i(l+%~+..i.+§§:) ==

S . (12)
= r" (cos nt - i sin nf) [g- (r,t) iy r, 1)]
- Nun’wihle 'man r=a> 0 so klein, dass die Bewegung
X =f(e0), ¥ ~a(at) 0<t<L2a -~ . (13)

in einem, so kleinen -Kreis um a, = 0 verlaufe, dass dieser Kreis
{(x = 0, y = 0).nicht enlhalt .und .man wihle £ so gross, dass
die Bewegung oo
x—~(p(p’t),y__d(/31),0<t<27 (19
in einem Kreise um (x’=1, y=0) verlaiife, der wiederum
(¥ =0, y =0) nicht enthélt. Die von (x' = 0, y" == 0) aus beob-
: achtete Rlchtungsanderung lanos (13) und langs (14) ist dann Null.

%) Diesen Beweis kann iclin keinem der im Encyklopedle -Artikel »Netio,
- Fundamentalsatz* referirten wiedererkennen; seine Kenntnis-verdanke ich der
miindlichen Mitteilung des vor kurzem verstorbenen Direkiors der damschen
Gradmessung Kaptejn Dr. phil.'F. Buchwaldt. o
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Aus dem letzteren Umstande folgt dass die Richtungsdnderung
bei der Bewegung -

= f6 0, y=g® 0 0<i<22 (15
2nn betragt. Denn ist etwa [(f) eine zu (14) gehidrige Arcus-
~ Funktion, so ist laut (12) I(t) + nt eine zu (15) gehﬁnge Lau
5c liegt also (x’ =0, y'==0) auf einer Kurve

X _f(r(,,t) y _.v(ro,i) e<rn<p0<tL2n qu e. d
%

Nach diesen re_ichlichen Anwendungen _'der ebenen Arcus-
Funktion stelit man sich natiirlich folgendes Problem : Gibt es eine
rdumliche Arcus-Funktion, d. h. eine Funktionale

F‘—- F(a ﬂ) a» b:fv gv h’ xﬁv )’0» _26),
‘welches fiir jede Flache :

x = f(u1), y._g(u ), z = h(u, t) a<u<ﬂ, altLb
definirt ist, solange diese den Punkt (Xo, Yo, 2) micht enthalt, die
sich bei stetiger Deformation der Fliche oder stetiger Béwegung
des Beobachtungspunktes stetig dndert und -die fiir. geschlossene
Flachen (deren Begriff freilich in der sorgfiltigsten Weise zu um-
schreiben wire) nur gewisse discrete Werte annehmen kann?

' Uber dieses interessante ‘und gewiss lebensfihige Problem
liegt meines Wissens nichts abschliessendes und allgemeines vor.



