Uber die. Fundamentalabbnldung schlichter Gebiete.
h Von TIBOR RAD() in Szeged.

: Ein.leitung.

Die Herrn L. Fejér und F. Riesz teilten :mir eine . neue Be-
weisanordnung fiir den fundamentalen Satz mit, dass jedes einfach
zusammenhingendes Gebiet der komplexen Zahlenebene mit
" _wenigstens zwei Randpunkten umkehrbar emdeutng und konform

auf das lnnere eines Kreises abgebildet werden kann Mit der
freundhchen Erlaubms der genannten Herrn teile ich ihren Beweis
g'elch in dieser- Emleltung mit. Die ‘weiteren Enlwncklungen dieser
" Arbeit bezwecken, mit Hilfe einer sinngemissen Erweiterung = der
Fe/er-Rleszschen Methode, das Grenzkreistheorem fiir das allge—
meinste schlichte Gebiet zu begriinden. l)

Was die Einzelheiten der Darstellung anbelangt, so ist dabei
‘die von Herrn  Bieberbach®) aufgestellte Forderung bestimmend

gewesen, dass ndmliclt ‘das Grenzkreistheorem rein funktionen--

theoretisch, also ohne potentialtheoretische und topologische Uber-
legungen begriindet werden soll. Jm speciellen Falle, mit welchem
swir uns allein beschiftigen werden, ndmlich im Falle eines

gewohniichen schlichten Gebietes, gelingt es tatsdchlich, dxeser»

Forderung gerecht zu” werden.

1) Die beiden genannten Theoreme sind vielfach behardeit worden,

" fir uns kommen hauptséchlich die beiden ersten Abhandiungen zur Theorie
der konformen Abbildung des Herrn Koebe in Betracht (Abh. I, ]oumal fiir

Math. Bd. 145.-und Abh. [I, Acta’ mathematica- Bd. 40.). auf welche wir auch

wegen Literaturangaben verwelsen ferner die Arbeit des Herrn Carathéodory

“in der Schwarz-Festschrift : Elementarer Beweis fur den Fundamentalsatz der -

konformen Abbildungen.

%) L. Bieberbach, Uber die Emordnung des- Hauptsaizes der Umfor-
misierung in die Weierstrassische ‘Funktionentheorie, Math. Annalen 78.
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Die Fejér-Rleszsche Beweisanordnung.

. Sei G ein einfach zusammenhingendes beschrinktes Gebiet,
welches den Nullpunkt im Innern enthiit. Wir betrachten die
- Gesamtheit der in G eindeutigen, reguldren, schlichten und be-
schrankten Funktionen f(z), welche im Nullpunkte verschwinden
- und die Ableitung 1 haben (eine solche Funktion ist z. B. z selbst).
Mit M (f) werde die obere Grenze des absoluten Betrages von
f(2) in G bezeichnet, und ¢ sei die untere Grenze aller M(f).

Es gibt dann eine Folge

@, L@, fa (Z)

fiir welche M(fa) — ¢. Da die Folge glelchmaSSIg beschrankt ist,
so enthdlt dieselbe eine unendliche Teilfolge, welche in jedem -
abgeschlossenen Teilgebiete von G gleichmissig konvergiert. Sei
f(2) die Grenzfunkfion. Diese ist in G reguldr, im Nullpunkte ist’
f(0)=0, f/(0) = 1. Da mithin f(z) nicht konstant ist, so ist sie
schiicht in G, ais gleichmassige Grenzfunktion von sc‘niichien
Funktionen. Ferner ist offenbar M(f)=¢. .

Die Funktion f(2) entwirft also von G ein Bild, welches
ganz im Kreise mit dem Halbmesser ¢ und mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt enthalten ist. Wir ‘kdnnen “aber zeigen, dass das
Bildgebiet das Innere dieses Kreises vollstindig ausfiillt. Wiare

dies nicht der Fall, so wiirde es einen Wert r % mit r< g geben,
- welchen unsere Funktion f(2) in G nicht annimmt. Dann konnen
wir aber mit Hilfe der Carathéodory-Koebeschen Quadratwurzel-
transformation aus f(z) eine Funktion. F(z) ableiten, welche
ebenfalls der eingangs erklirten Klasse angehort und fiir welche
M (F) < M(f) ist, was aber wegen M (f)=¢ .ein Widerspruch
ist. Damit ist bewiesen, dass die Extremalfunktion f (2) das Gebiet
G tatsichlich auf das Innere des Kreises abbildet, welcher den
-~ Nullpunkt zum Mittelpunkte und den Halbmesser ¢ hat. "
Zur erwdhnten Funktion' F (2) gelangen wir auf die folgende
Weise. Wir fiihren zundchst Funktionen #(2), u (z), v(z), w(2) ein,
welche alle in G eindeutig, regular schhcht und absolut kleiner
als 1 sind: _
_ e =f e mi g
t_.ge'q_’ I u._m_‘,wop’ o S = .u mit v (0)= g%,
" .

W= T

16
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Insbesondere wird v in G eindeutig sein, weil u dort nicht
verschwindet und weil G einfach zusammenhdngt. Nach einer
einfachen Rechnung erhalten wir:

s+1 1
w (0) = -
26 0é'?

Fiir die Funktioﬁ :
: s
F(2)= 5_5_1 0P w(2) _

* haben wir folglich F(0)=0, F'(0)==1 und wegen |w| <1 noch
2 8 28"
M(F)<ﬂ+l 9 Da 0 <5< ist, so ist ——— B+l

wie wyjr es haben wollten.

<1, also M(F)<o,

§ 1.
Vorbereitungen.

1. Sei G ein Gebxet der komplexen Zahlenebene, welches
den unendlichfernen Punkt nicht im Innern enthilt. Wenn ein
Funktionselement lings aller Wege in G forigesetzt werden kann,
so werden die simtlichen Forisetzungen desselben i. A. keine in
G eindeutige Funktion ergeben. Ist dies aber fiir alle innerhalb G
unbegrenzt fortsetzbare Funktionselemente der Fall, so heisse G
einfach zusammenhingend. Diese Eigenschaft ist gegeniiber kon-
former Abbildung offenbar invariant, d. h. sind G, G’ 2wei Gebiete,
- welche_ein-eindeutig konform aufemander abgebildet werden kon-
nem, so werden sie gleichzeitig einfach zusammenhingen oder
nicht. Wir- stellen zunédchst fest, dass die Kreisscheibe einfach
zusammenhingt. Dies ist eigentlich, wie mir Herr Koebe bemerkte,

- nur eine Ausdrucksweise fiir dein Satz, dass am Rande des wahren

Konvergenzkreises einer. Potenzreihe wenigstens ein singuldrer
- Punkt liegt. Sei namlich f(2) eine in der Umgebung des Mittei-
-punktes reguldre Funktion, welche lings aller Wege auf der
Kreisscheibe fortgesetzt werden kann. Wir betrachten die Potenzreihe
derselben fiir den Mittelpunkt und behaupten, dass der wahre
Konvergenzradius derselben nicht kleiner sein kann, als der Radius
der Kreisschéibe. Denn am Rande des wahren Konvergenzkreises
liegt wenigstens ein. solcher Punkt, dass f(2) iiber denselben
hinaus nicht fortgesetzt werden kann. Da nun die Potenzreihen-
entwicklung von f(z) auf der ganzen Kreisscheibe konvergiert, so
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definiert dieselbe eine auf der Scheibe eindeutige reguldre Funktion,
welche in der Umgebung des Mittelpunktes mit f(z) ibereinstimmt,
und folglich dje Fortsetzungen von f(2) liefert. Dieselbe Schiuss-.
weise ldsst auch den einfachen Zusammenhang der ganzen end-
_lichen Ebene erkennen.

2. Wir betrachten nun ein Gebiet G, welches den unendhch- '
fernen Punkt nicht enthalten soll, sonst aber ganz beliebig ist,
und bezeichnen mit 3(G) die Gesamtheit der (i. A: mehrdeutigen)
Funktionen, welche lings aller 'Wege in G reguldr fortgesetzt
werden konnen, Eine solche Funktion heisst schlicht, wenn fol-
gende Bedingung erfiillt ist: Ist A(2) ein Element von f(2) mit
~ dem Mittelpunkte a, und B (2) ein Element mit dem Mittelpunkte

b, so ist immer A(a) + B(b), wenn a + b ist. Man sieht sofort:
ist f(2) schlicht in G, und sind A, (2) und A,(2) zwei mcht iden-
tische Elemente von f(z) mit demselben Mittelpunkte a, so ist
A, (a) + A, (a). st ferner T das Gebiet der von f(z) in G ange-
nommenen Werte, so ist.die Umkehrfunktion von f (@) in T eindeutig.

. Ist f(z) schlicht in G, und ist ihr Werlegebiet einfach zu-
samménhﬁngend, so heisst f(2) eine Uniformisierende von G. Die
fundamentale Eigenschaft einer solchen besteht im folgenden. Sei
a ein Punkt von G, A(2) ein Element von f(z) mit diesem Mittel-
punkte, und F(2) ein 'Funktionselement mit demseiben Mittelpunkte,
welches lings aller Wege in G regulidr fortgesetzt werden kann.
Das Wertegebiet von f(z) heisse wieder 7, wir denken uns das-
_selbe in_einer x-Ebene gelegen.. Durch x = A(2) wird die Um-
gebung von a ein-eindeutig konform auf eine Umgebung voti 4 (a)
-abgebildet, und wenn wir F(z) mit hmubcrpﬂanzen so erhalten
wir eine in dieser Umgebung eindeutige reguldre Funktion  (x).
Da die Umkehrfunktion von f(2) in T eindeutig ist, und A(2),
F(2) in G tuberall fortgesetzt werden kdnnen, so ergibt sich sofort,
dass @(x) langs aller Wege in T fortgesetzt werden kann. Weil
aber nach Voraussetzung T einfach zusammenhingt, so folgt
hieraus,” dass @ (x) in T eindeutig ist. In der Umgebung des
Punktes a besteht aber die Gleichung:.

F@=w[f(z)], _
und diese bleibt bestehen, wenn f(2) und F(z) in G 51multan
fortgesetzt werden. Diese Tatsache pflegt man kur7 " so auszu-
driicken, dass alle in G fiberall fortsetzbare, i. A. mehrdeutige
- Funktionen eindeutige Funktionen der Uniformisierenden f(z) sind.

o ‘ 16+
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Sei wieder a ein Punkt von G, und f,(2), 2(2) zwei Funk-
tionselemente mit diesem Mittelpunkte, welche zu Uniformisierenden
von G gehdren. Mit T,, T, bezeichnen wir die Wertegebiete dieser
Uniformisierenden, wobei diese Gebiete in der x-Ebene liegen
sollen. Man hat dann, wie wir gesehen haben :

L= 0:{(,(3)}, iD=, [fn 2],
wo ®,(x) in T, W, (x) in T, eindeutig und reguldr ist. Da ®,
und o, invetse Funktionen voneinander und beide eindeutig sind,
so folgt sogleich, dass durch diese Funktionen die Gebiete 7, und
7, ein-eindeutig konform -aufeinander abgebildet werden. 4

3. Eine Uniformisierende, deren Wertegebiet mit dem Innern
des Einheitskreises oder mit der ganzen endlichen Ebene identisch
ist, heisst eine Grenzkreisuniformisierende von G. Die durch eine
solche bewirkte Abbildung heisst Fundamentalabbildung. Wenn -
man beachtef, dass die endliche Ebene keine konforme Abbildung-
auf das Inner¢ des Einheitskreises gestattet, und dass die kon-
formen Abbildungen der genannten Gebiete in sich lineare Trans-
formationen sind, so erhilt man durch Anwendung der Resultate '
in 2. die folgeaden Sitze: :

Sind f, (2), f:(2) zwei Grenzkreisuniformisierende von G, so
bilden sie G beide auf das Innere des Emheltskrenses oder beide
auf die ganze endliche Ebene ab.

Seien f,(2), f»(z) Elemente (mit demselben Mlttelpunkte) von
zwei Grenzkreisuniformisierenden. E:folgt die Fundamentalabbil-
dung auf die endliche Ebene, so ist f,—af,-+b, wo a, b Kon-
stanten sind. Erfolgt die Fundamentalabbildung auf das Innere
des Einheitskreises, so ist

__afi+b
fz— cfl +dr
ax+

x¥d den Emheltskrels in snch transformiert.

Bedeuten f.(2), f.(2) zwei Elemente mit demselben Mittel~-
punkte derselben Grenzkreisuniformisierenden, so ergibt die An-
wendung dieser beiden Sétze, dass diese Elemente lineare Funktionen
voneinander sind, was man kurz so auszudriicken pflegt, dass die
Grenzkreisuniformisierende eine linear polymorphe Funktion .ist..
Auch erhdlt man sofort die beziiglichen Unititssitze. -

4. Was nun die Fundamentalabbildung anbelangt, so ktnnen
wir dieselbe direkt angeben, wenn G die ganze endliche Ebene
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oder die endliche Ebene mit Ausnahme eines Punkies, etwa des
Nullpunktes 1st lm ersten Falle wird sie durch - die Funktion 2,
im zweiten durch log 2 gehefert Damit sind aber auch alle Falle‘
erschopft, wo die Fundamentalabbildung ‘auf die endliche Ebene
erfolgt. Sobald G wenigstens zwei endliche Randpunkte hat, erfolgt
. die Abbildung auf das Innere des Einheitskreises. Um diese Fall-
unterscheidung treffen zu konnen, macht Herr Koebe®) von der
Modulfunktion Gebrauch, die er durch die konforme . Abbildung
des Spnzendrelecks in der -iblichen Weise gewinnt. Wir werden
nicht ~mijt. der Modulfunktion, sondern mit dem Sclzoilkyschen
Satze arbeiten. Dieser Satz kann “bekanntlich in wenigen Worten
' bewiesen werdén, wenn man einmal.im Besitze der Modulfunktion
ist. Wir stelien uns aber vor, wir hitten denselben durch die
- elementaren Betrachtungen gewonnen, welche Herr Schottky?) selbst
zum Beweise seines Satzes verwendet hatte Dadurch wird ndmlich
unser- Existenzbeweis vollkommen unabhangng von dem Exnstenz-
satze fnr pmfarh zusammenhannende Geblete — Den SC/IOIU\}' Chen
Satz werden wir in der folgenden Form gebrauchen : Sel a ein
fester, von 0, 1, co verschiedener Wert. Es gibt dann eine positive
~ Konstante M mxt der folgenden Eigenschaft: Ist g (z) in einem
Kreise reguldr, von Null und | verschieden und im Mittelpunkte .
gleich a, so gilt im halb so grossen konzentrischen Kreise die
“Abschdtzung |f(2)| <M. ' '
§ 2
Der Existenzbeweis.

Wir kommen -nun zu unserem elgenthchen Gegenstande
indem_wir folgenden Satz beweisen: '

Sei G ein. Gebiel in der komplexen. Zahlenebene, weIches die
Punkie 0, 1, co nicht enthdll. Sei ferner a ein Pun’t in G Dann
gibt es ein Funktionselement f(z) mit dem Mtttelpunkie a, welches
lings aller Wege in G fortgesetzt werden kann,. in G schlichl ist, -
und deren Wertegebiet mit dem Innern des Einheitskreises idenlisch

ist. Man kann noch vezlanoren dass f(a) =0, f (a) reell und posmv.
sei, dann ist*das Element f(2) emdeutzg bestimmt. '

" 3) Koebe, 1. c. 1) Abh. II.
) F. Schottky, Problematische Punkie und die elementaren Sitze, die
zum Bewelse des Picardschen Theorems dienen, Journal fiir Math. Bd. 147,
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Um a als. Mittelpunkt zeichnen wir einen "Kreis mit einem.
Halbmesser ¢, welcher ganz in G liegt, und betrachten die Ge-
samtheit der Funktionselemente f(z) mit dem Mittelpunkte a, welche
in G iberall fortgesetzt werden konnen, in G schlicht sind, absolut
kleiner als 1 bleiben in G, und welche gemiss f(a)=0, f'(a)>0 -
normiert sind. Diese Gesamtheit bezeichnen wir mit 3(G).

. Die erste Frage ist, ob es iiberhaupt solche Funkhonselemente»
gibt. Ist G beschrdnkt, so wird z—a, dividiert durch eine hinrei- -
chend grosse positive Konstante, ein solches Element liefern. Wenn -
aber G nur isolierte Randpunkte hat, so wird man solche Elemente
unmittelbar nicht angeben konnen. Dies ist eben der Umstand,
welcher entweder die Modulfunknon, oder die Anwendung des :
Schottkyschen Satzes notig macht.

L Wir, nehmen fiirs e(ste an, S(G)’sei‘- nicht leer. . Ist dann
f(2) ein Element in- 2(G), 's‘o wird wegen |f(2)| <1 und wegen
der .Regularitat von f(z) im Kreise lz—a|< ¢ fiir f(a) die Un-

glelchung f (a)<—— gelten. Wenn nun f(z) alle Elemente in

2(G) durchlauft S0 hatf (a) eine endliche obere Grenze d1e mit -
VX (é)) bezelchnet ‘werden soll.
Es sei f(2) ein Element von 2"(0). Das’ Wertegebiet dessel-
- ben.(d. i. die Gesamtheit der Werte, welches es in G annimmt)’
- liegt ganz im Einheitskreise Wenn f(2) nicht gerade die gesuchte
‘Grenzkreisuniformisierende ist; so wird dieses Wertegebiet das
Innere des Einheitskreises nicht dusfiillen. Wir konnen dann mit
" Hilfe der Carathéodory-Koebeschen Quadratwurzeltransformation
aus f(2) ein Element F(z) von 3 (G) ableiten, fiir welche F’(a)>f'(a)
_gilt, und zwar auf die folgende Weise. Wir fithren der Reihe nach
folgende Funktionselemente ein, welche a zum Mittelpunkte haben
tind in G iiberall fortgesetzt werden konnen, .wobei sie absolut
,kluner als 1 bleiben. : '
Sei fel® mit 0<B<1 ein Wert, welchen f(2) in G nicht: _
annimmt. Dann setzen wir: :
R CACE o) = ﬂ,,fs(2)~—f2(2)f(0)—ﬂ'"'

el

812

o fs(z)—i’/'
FO = gej 9=

h(2)
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Beziiglich f;(z) ist zu bemerken, dass dieselbe deswegen in
G .iiberall fortsetzbar ist, weil daselbst f ) mrgends verschwindet.
Alle diese Elemente sind offenbar schlicht in G. o
Nach einer einfachen Rechnung erhdlt man:

-rl 1
fo=5m—r@... )
Demzufolge w1rd
F()= L JACIE -
: _ 2
ein Element von ~(G) sein. Wegen 0<p< I ist ’;:, > 1, folg-
~lich F’(a)>f"(a), wie wir es haben wollten. ‘
' Das soeben erhaltene Resultat wollen wir noch dazu verwenden
eine Abschatzung fir 4(G) zu erhalten. Aus der Erkldrung von
2(G) folgt, dass wir in X(G) ein Element f(2) finden konnen,
fiir welche f'(a)>*/5 2(G) ist. Wir behaupten, dass das Werte-"
gebiet “ dieses Elementes die Kreisscheibe |x|<!/4+ im Innern:
enthilt. Sei namlich wieder 7¢/® ein Wert, welchen f(2) in G nicht
annimmt. Wenn in S) f(2) dieses Elerhent bedeutet so ,werden
wir haben

/(G)>1"(0 b

N
70> }31 ‘;2(0) |

also :

'how’tb

: hﬂ 4

~ woraus £ >y folgt, w. z. b. w. Die Umkehrfunktlon ¢ (x) von
f(2) ist also im Kreise | x| <'!/s reguldr, im Mlttelpunkte gleich a,
und'in diesem Kreise von O und 1 verschieden. Im Kreise x| <!/s
haben wir folglich .nach dem Sclgpttkyschen Satze - |¢ (x)|<M

woraus ¢ (0) <8 M‘ urjd wegen f’ (a) =

. ' (0)
wiinschie Abschitzung

schhesshch die ge-

. 1
o ,2(0)> M M
folgt.

2. Wie berents erwihnt, wird man im Allgemeinen unmmel-_
bar nicht sagen konnen, ob =(G) leer.ist oder nicht. Wir gehen
nun daran, ein Element von X(G) anzugeben, - und zwar werden
wir sofort die’ gesuchte Grenzkreisuniformisierende erhalten.

' Wir schlagen um a als Mittelpunkt Kreise mit monoton -ins

Unendliche - wachsenden . Radl_en Ry, R;i...R,, ... Die. gemein-
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schaftlichen Punkte von G und des Kreises mit dem Radius R,
bilden eine Punktmenge, welche in Gebiete zerfallt. Dasjenige
dieser Gebiete, welches den Punkt a enthilt, bezeichnen wir mit
G,. Da die Gebiete G, beschrdnkt sind, so sind 2 (G)), 2 (G)),...
sicher nicht leer, und 2(G,), 4(Gy), ... sind wohibestimmte positive

Zahlen, fiir welche die Ungleichung 4(G,) > S_lM' gilt. Aus 2(G,)
greifen wir nun ein Element f, (2) heraus fir welches A
4 (Gn)_fn (0) <_

ist. Auf diese Weise erhalten wir die Folge:

L@ /@), fa(2), .. .
deren Glieder im Kreise |z—aj<¢ regulir und absolut kleiner
als 1'sind. Diese Folge enthdlt nun (nach dem Montelschen Satze)
eine gleichmissig kohvergente “Teilfolge, die der Einfachheit halber
ebenfalls mit f, f,, ... bezeichnet werden moge. Die Grenzfunktion
bezeichnen wir mit f(z) und behaupten, dass dieselbe ein Element
von 3 (G) ist, welches gerade zur gesuchten Grenzkrelsumformn-
sierenden fiihrt.

Zunéchst stellen w:r fest dass f(2) keine Konstante ist. Es

ist ndmlich £’ (@) > - M ————, weil nach S) f (@==limf, (a)._hmi((J,,)

ist und alle 2(G,)- grosser als sind. Nun wollen wir weiter

8M
-zeigen, dass f(2) lings aller Wege in G fortgesetzt werden kann.
~ Sei:namlich L ein vom Punkie @ zu einem Punkte b fiihrender
Weg, welcher ganz innerhalb G verlduft. Wenn n gross genug ist,
so wird L ganz in G, enthallen sein. Die Funktionselemente
 Ja f,,_,, . konaen dann alle ldngs-L fortgesetzt .werden, wobei
sie immer. absolut kleiner als 1 bleiben. Da aber die Ausgangs-
elemente gleichmissig konvergieren, so schliessen wir aus dem
Stieltjesschen Satze, dass die simultanen Fortsetzungen ebenfalls
gleichmdssig konvergieren. Die Grenzfunktion der simulitanen Fort-
setzungen liefert - aber offenbar die analytische Fortsetzung der
‘Grenzfunktion f(2) der Ausgangselemente. Wir konnen auch gleich
einsehen, dass f(z) in G schlicht ist. Seien namlich ¢ und d zwei
verschiedene Punkte in G, C(z) und-D (z) Elemente von f(2) mit
diesen Mittelpunkten. Dann ist nach dem soeben Gesagten C (2)
die gleichmissige Grenzfunktion einer Folge von Funktionselementen



249

Ci(2), C;(2), ... mit dem Mittelpunkte ¢, welche durch simultane
- Fortsetzung von. f,(2), f2(2), . . . ldngs eines von a nach ¢ fithrenden
Weges L. erhalten werden. Ebenso ist D(z) die gleichméssige
Grenze 'einer Folge von Funktionselementen D, (2), D, (2), ... 'mit
emes Weoes LD zustande kdmmen Wir belrachten nur grosse
Werte von n, fiir welche die bexden Wege L, L,, in G, enthalten
sind. Um den Punkt ¢ schlagen wir einen kleinen Kreis, um den
‘Punkt d einen zweiten, so dass diese Kreise einander ausschliessen.
Da C(2) und D (2) nicht konstant sind, so wird nach dem Hurwitz-
“schen Satze fiir genugend grosses 1 C,(¢')== C(c) fir einen Punkt
¢ im ersteren Kreise, und D, (d’) = D (d) fiir einen Punkt d’ im

.zweiten 'Kreise sein, wo also ¢’ +d’ ist. Aus C(c) = D (d) wiirde .

dann C,(¢)=D,(d") folgen was der vorausgesetzien Schlichtheit
von f,, (2) widerspricht. Folghch ist f(z) schiicht in G.. Sie bleibt
dort kleiner als 1, weil dies filr alle f,(2) der Fall ist und somit
ist f(2) ein tlement von I(Q). .

Da nun Z(G) nicht leer ist, so ist 4(G) eine wohlbeshmmte
Zahl. Da jedes Element von X(G) auch Element von X(G,) ist,
weil ja G, Teilgebiet von G ist, so ist offenbar 2(G)< A(G,).
Nach der Erkldrung von 2(G) ist aber 4(G) =/ (a), also:
' 2(Gn) 24(6) 2 f (@) = limf;,(a).

Wegen 1imZ(G,)=limf,(a) folgl’ hieraus schliesslich
f (@) ="4(G). Daraus folgt aber, dass das Wertegebiet- von f(2)
das Innere des Einheitskreises ausfiillt. Sonst konnten wir nach
einer friiheren Bemerkung@gs f(2) ein Element F(2) von X(G)
- ableiten, fiir welches F'(a) > f’ (a) = 2(G) wire.
' Damit ist bewiesen,'dass die Fundamentalabbildung existiert
und dass dieselbe auf das Innere des Einheitskreises erfolgt.

§ 3.

Uber einfach zusammenhingeande Geblete

1. Sei G ein Gebiet der komplexen Zahl_enebene, welthes'
den unendlichfernen Punkt nicht enthélt. Es gibt dann verschiedene
Kriterien fiir den einfachen Zusammenhang desselben. Man kann

- das Verhalten des Gebietes in Bezug auf Querschnitte betrachten,
oder mit Herrn Wey®) die Uberlagerungsflichen desselben in

5) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche, §9.
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Betracht ziehen, oder mit Herrn Bieberbach®) zuschauen, ob die
Fundamentalabbildung eindeutig ist oder nicht. . .

Die fiir die Funktionentheorie wichtige ‘Elgenschaft der " ein-
fach zusammenhirigenden Gebiete ist aber die, dass fiir sie der
Monodromiesatz gilt: jedes Funktionselement, welches in einem
einfach zusammenhingendcri Gebiete iiberall fortgesetzt werden
kann, fiihrt zu einer im ganzen Gebiete eindeutigen reguldren
Funktion. Man kann es also versuchen, das einfach zusammen-
hiingende Gebiet direkt durch diese Eigenschaft zu erkliren und
zuschauen, wie weit man dann rein funktlonenthef\retlsch kommen’
kann.

- Da wir die Existenz der Fundamentalabbildung bereits be-
wiesen haben, so "konnen wir zunichst behaupten, dass jedes
einfach zusammenhangendes Gebiet ein-eindeutig konform auf die
endliche Ebene oder auf das Innere des Einheitskreises ahgebildet
werden kann, denn diese Ein-eindeutigkeit folgt direkt aus der
* Erklarung des einfachen Zusammenhanges. Wenn das vorgelegte:
Gebiet nicht die endliche Ebene ist, so-liegt der zweite -Fall vor,
denn das ‘Gebiet muss dann wenigstens zwei endliche Randpunkte
‘haben. Hitte es ndmlich einen einzigen ~endlichen Randpunkt,
etwa den Punkt z=0, so -wire logz eine im ganzen Gebiete
fortsetzbare und doch nicht eindeutige Funktion.

2.. Wenn nun. ein Gebiet G vorgelegt wird, so enisteht die
Frage, wie man entscheiden kann, ob dasselbe einfach zusammen-
hingt oder nicht. Fiir die Kreisscheibe haben wir diese Entschei-
dung auf die Tatsache gegriindet, dass am. Rande des wahren
Kpnvergenzkre-ses einer Potenzreihe . wenigstens. ein singuldrer
Punkt liegt. Es gibt dann Gebiete, welche durch elementare Funk- -
tionen auf die Kreisscheibe abgebildet werden konnen, z. B. der °
Kreissektor, der Parallelstreifen. Diese hdngen ebenfalls einfach
zusammen. Dasselbe gilt von Gebieten, .die aus zwei sclchen
* Gebieten so zusammengesetzt werden, dass ihr- gemeinsamer Teil
-ein einziges Gebiet ist. Unserer gegenwartloen Auffassung entspre-
chend konnen wir dies etwa wie folgt einsehen: Mit G, und G,
bezeichnen. wir die beiden Gebiete, die vereinigt werden sollen, )
mit G das aus den beiden zusammengesetzte Gebiet, und mit T
die Menge 1hrer gemeinsamen Punkte, wo also T nach . Voraus-
setzung ein’ einziges Gebiet bildet. Hierauf betrachten wir ein

)} ,&eberbach, lLe?2 .-
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Funktionselement f(z), dessen Mittelpunkt in T liegt und welches
ia G iiberall fortsetzbar ist. Beschrinken wir uns bei dieser Fort-
setzung zunichst auf das Gebiet G,, so -erhalten wir wegen des
einfachen Zusammenhanges von G, eine in G, eindeutige regulire
Funktion F,(2), und ebenso bekommen wir in G, eine eindeutige
Funktion F,(z), wobei diese Funktionen in der Umgebung des
- Mittelpunktes von f(2) mit f(2) iibereinstimmen. Da aber T zu-
~ sammenhingt, so gilt F,(2) = F,(2) nicht nur in dieser Umgebung,
sondern in ‘T iiberhaupt, so dass F,(2), ;(2) zusammen eine im
- ganzen Gebiete G eindeutige Funktion F(2) liefern, welche dann
die analytische Fortsetzung von f(2) bildet. Damit ist der einfache
Zusammenhang von G erwiesen.

Um eine einfache Anwendung zu zexgen wollen wir das
[nnere eines Quadrates betrachten. Dieses Gebiet kann aus zwei
Krenssektoren zusammengesetzt werden, welche zwei gegeniiber-
hegende Eckpunkte des Quadrates zum Mittelpunkte haben und
deren Offnung gleich =/2 ist. Das Quadratinnere hingt also ein-
fach zusammen und kann fololxch auf eine Krelsschexbe abgeblldet
werden. ‘
Nach ‘unserer Auffassung lSt also die Feststellung des ein-
fachen. Zusammenhanges als ein funktionentheoretisches Problem
- zu behandeln. Auf diese Weise entstehen dann Probleme, von
welchen ich das folgende anfiiliren mochte. Es seien G,, G, zwei
- einfach zusammenhingende endliche Gebiete der Zahlenebene,
- welche gemeinisame Punkte besitzen. Die Menge ihrer gemein-
'schaftlichen Punkte zerfillt dann in Gebiete, welche. alle einfach
zusammenhingend sind. Es ist mir nicht gelungen, diese einfache
Tatsache in rein funkiionentheoretischer Weise zu begriinden, ich
denke aber, dass eine solche Begriindung zu mteressamen Be-
_trachtungen Arilass geben wurde ' -



