
Über lineare Ungleichungen. 
Von A L F R E D HAAH in Szeged. 

Die T h e o r i e der l inearen U n g l e i c h u n g e n w u r d e v o n H. 
M I N K O W S K I 1 ) und J . F A R K A S 2 ) zuerst e n t w i c k e l t ; b e i d e V e r f a s s e r 
g e l a n g e n auf gänz l i ch v e r s c h i e d e n e W e i s e zu d e n b e i d e n H a u p t -
sätzen dieser T h e o r i e ; die e ine betrifft d i e j e n i g e n U n g l e i c h u n g e n , 
die a l s F o l g e v o n g e g e b e n e n U n g l e i c h u n g e n zu b e t r a c h t e n s i n d , 
die a n d e r e , d i e P a r a m e t e r d a r s t e l l u n g d e r L ö s u n g e n . V o n der n e u e r e n 
Li teratur m ö g e n die in teressanten B e h a n d l u n g e n d e s s e l b e n G e g e n -
s t a n d e s von L. L, D I N E S 3 ) und W . B . C A R V E R 4 ) e r w ä h n t w e r d e n , 
die e b e n f a l l s zu den e r w ä h n t e n R e s u l t a t e n g e l a n g e n mit Hülfe v o n 
M e t h o d e n , die von denen M I N K O W S K I S und F A R K . \ S ' v e r s c h i e d e n s i n d . 

D a s Ziel der vor l i egenden Arbel t — d i e b e r e i t s im J a h r e 
1 9 1 7 der u n g a r i s c h e n A k a d e m i e d e r W i s s e n s c h a f t e n v o r g e l e g t u n d 
in der Zei tschri f t d ieser A k a d e m i e ( M a t h e m a t i k a i é s T e r m é s z e t -
t u d o m á n y i É r t e s í t ő ) in u n g a r i s c h e r S p r a c h e im J a h r e 1 9 1 8 ( B d . 
3 4 . ) veröf fent l i cht w u r d e — ist, d i e s e T h e o r i e in n e u e r W e i s e zu 
b e g r ü n d e n . E s zeigt s ich , d a s s d i e s e T h e o r i e a u f g a n z e i n f a c h e 
S ä t z e der m e h r d i m e n s i o n a l e n G e o m e t r i e z u r ü c k f ü h r b a r ist, w e n n 
m a n die U n g l e i c h u n g e n und die U n b e s t i m m t e n p a s s e n d g e o m e t r i s c h 
interpret ie i t . E s handel t s i ch d a b e i um S ü l z e , die d e n k o n v e x e n 
K ö r p e r b e t r e f f e n ; a u s s e r den e i n f a c h s t e n T a t s a c h e n ü b e r d i e s e 
K ö r p e r g e l a n g t ein s c h ö n e r S a t z von C . C a r a t h é o d o r y 5 ) zur A n -
w e n d u n g . M e r k w ü r d i g e r w e i s e v e r l ä s s t M I N K O W S K I in s e i n e m g e -
n a n n t e n W e r k e e b e n an d i e s e r S te l l e d ie g e o m e t r i s c h e I n t e r p r e -

1) Geometrie der Zahlen. S. 39—45. 
2) Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 124, 1901. 
3) Annals of Matheniatics. vol. 20. S. 191. 
4) Annals of Matheniatics. vol. 23. S. 212. 
•') Rendiconti dei Ciicolo Matematico di Palermo T. 32, 1911, 
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tation, obwohl das ganze Buch sonst dieser Denkungsart gewid-
met ist. 

Ich gelange auf der geschilderten Weise nicht nur zu den 
erwähnten Sätzen von M I N K O W S K I und F A R K A S , sondern es ergiebt 
sich auch eine Ergänzung derselben. 

§ 1. Linear homogene Ungleichungen. 

Wir legen unsren Untersuchungen ein System von linearen 
homogenen Ungleichungen 

&k(uu u2)., ,iin) = aklul + aklu2 + ...+aknu„> 0. <*=..a > 
zwischen den Unbestimmten u„ //„ . . . , «„ zu Grunde. Das System 
besteht aus endlich vielen oder aus unendlich vielen Ungleichun-
gen, im letzteren Falle setzen wir voraus, dass es „abgeschlossen" 
ist, worunter wir die folgende Eigenschaft verstehen: Betrachten 
wir im n-dimensionalen Räume (in dem x,. x2 . . .• ., x„ Cartesische 
Koordinaten bedeuten) die Punkte pk mit dem Koordinaten 

x, = akll x2=ak2,..., x„ = akn-, <*=1,2—. 
wenn die Punktmenge, gebildet von diesen Punkten pk, eine ab-
geschlossene ist, so soll das System der Ungleichungen 
ein abgeschlossenes genannt werden. 

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können wir voraus-
setzen, dass ein Wertsystem H„ Ü2, . . . , « „ von der Beschaffenheit 
existiert, dass für alle k' 

£ * ( « „ ü 2 , . . . , u „ ) > 0 
sei; widrigenfalls liesse sich das Problem auf ein System von 
Ungleichungen reduzieren, i n d e m die Anzahl der Unbekannten 
kleiner als n i s t 6 ) 

Betrachten wir nun diejenigen Punkte Pk des n-dimensio-
nalen Raumes, deren Koordinaten 

•Xx — — — — Xa —— zzz — i 4 • • . 7 
&k(u„ u2,.. „ u„) }>k(uu u2, ...,u„) 

sind; sie liegen alle in der (n— l)-dimensionalen Ebene (E), deren 
Gleichung 

¿7, x, + ¿72x2 - I - . . . + U„x„ = 1 
ist. Die Annahme («„ ut,..., u„) > 0 bedeutet geometrisch, dass 

6 ) t . f . M I N K O W S K Y I. c . p . 4 4 . 
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die Strahlen, die den Anfangspunkt O des Koordinatensystems 
mit den Punkten pk verbinden, diese Ebene E durchstossen; 
die Durchstossungspunkte sind die Punkte Pk 

Das vorgelegte System von Ungleichungen ist mit dem System 
»^u,. Uj,. ,.,u_n) =AkiUt+AtiUt+ _ + AknUn^ Q tt=lifi...) 
&k(U, U2l...,Un) . • 

offenbar aequivalent; die Koeffizienten dieses neuen Systems er-
füllen die folgenden Gleichungen : 

Ak,ü> + AkJü, +... + Aknun— 1 (*= 1.2....) 
Wir wollen nun dieses System von Ungleichungen geome-

trisch deuten. Zu diesem Ende bezeichnen wir mit 
£/,= ¿7, + //,. Ut—Ui + u,,..., un=Un + u„ 

irgendeine Lösung unsrer Ungleichungen, und es sei der Kürze 
halber 

66 /rr rr r j . i _ + "i» U* + "* . • • . Ug + _ iL'i. <Jt,..U„) — — - ; — 
u„) 

= Ak,Uu+;-AkiU, + .... + Ai„U„ +1.; <*=.,_•, .» 
das System (/,, U.,,..., U„ ist sodann eine Lösung der Ungleichungen 

Wir suchen nun die Schnittpunkte der Ebene 
Utx, + U&+... + U„x„ + l = 0 

mit denjenigen Geraden, die den Anfangspunkt O des Koordinaten-
systems mit den Punkten Pk verbinden. Die Koordinaten dieser 
Schnittpunkte sind offenbar 

wobei zur Abkürzung 

^ ~ A k t U t + A M + ... + AknUn 0 ) 

gesetzt ist. Da aber — zufolge unsrer Annahme — 

d. Ii. 
ist, so folgt, dass y nicht zwischen 0 und 1 liegt; mit anderen 
Worten der Schnittpunkt der in Frage stehenden Ebene mit der 
Geraden OPk liegt nicht zwischen den Punkten O und Pk. 

Das erhaltene Resultat — dass, falls ¿/,+ w,, (/,,+ «„ ...,{/„ 4-ü„ 
ein Lösungssystem der vorgelegten Ungleichungen ist, die Ebene 
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mit den Ebenenkoordinaten Uu U*,.. ., U„ mit den Strecken 
OPk keinen gemeinsamen Punkt besitzt — ist umkehrbar. In 
der Tat, wenn die betrachtete Ebene die Strecken OPk nicht 
durchsetzt, so liegt die durch Foripel (1) erklärte Grösse q nicht 
zwischen Ö und 1, d. h. es ist 

9k(U„ Uv,...,Ua)>0 
und folglich 

&k(U, + ü„ Ut + ih,..., Un + ü„)>0 a • .*....>. 
Mit anderen Worten: w i r e r h a l t e n d i e L ö s u n g e n 

d e r v o r g e l e g t e n U n g l e i c h u n g e n d u r c h H i n z u f ü -
g u n g d e r G r ö s s e n u„ b e z . u2, . . . , « „ zu d e n E b e n e n -
k o o r d i n a t e n d e r j e n i g e n E b e n e n , d i e d i e S t r e c k e n 
OPk n i c h t d u r c h s e t z e n . 

Die fraglichen Ebenen sind aber noch in einer anderen Weise 
charakterisierbar. Die Punkte Pk liegen alle in derselben Ebene; 
wir bezeichnen mit $ in dieser (n—l)-dimensionalen Ebene den-
jenigen kleinsten konvexen Körper, der diese Punkte enthält. 
Verbinden wir alle Punkte von Ä mit O, so bilden die so erhal-
tenen Strecken einen n-dimensionalen konvexen Körper, den wir 
mit Ü bezeichnen. Sind x„x 2 , . . . , x „ die Koordinaten eines all-
gemeinen Punktes von ß , so ergeben sich die Koordinaten der 
Punkte von $ aus der Formel 

X1 = £X„ XÜ = £XO,..., x^ — ex„, (2) 
wobei e alle Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Wir behaupten, 
dass die fraglichen Ebenen, die in der dargelegten Weise die 
Lösungen der vorgelegten Ungleichungen darstellen, diejenigen 
sind, die mit dem konvexen Körper S keinen gemeinsamen Punkt 
haben. 

In der Tat, wenn die Ebene 
Ulxl + Uix2+... + U„x„+ 1 = 0 (3) 

den Körper ® nicht schneidet, d. h. wenn der Ausdruck i / , x , + 
+ U2x2 + . . . + U„x„ + 1 für alle Punkte des Körpers dasselbe 
Vorzeichen besitzt, so muss — da der Punkt x, = x2 —... — x„ = 0 
in Ä enthalten ist — für alle Punkte von Ä die Ungleichung 

I/,X, + UsXo + ... + U„x„ + 1 ̂  P 
bestehen. Da die Punkte Pk(k— 1 , 2 , . . . ) jedenfalls dem Körper 
Ä angehören, so ist 
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<->*(U» V7„) ^ 0, 
und folglich ist die Ebene (3) eine der fraglichen Ebenen. Um-
gekehrt, wenn die Ebene (3) die Strecken OPk nicht durchsetzt, 
so lässt sich auf Grund des in der Einleitung erwähnten Satzes 
von Herrn C A R A T H 6 O D ' O R Y leicht zeigen, dass diese Ebene den 
konvexen Körper Si nicht schneidet. Zufolge dieses Satzes kann man 
nämlich die Koordinaten irgendeines Punktes des (n- l ) -d imensio-
nalen konvexen Körpers tt in folgender Form schreiben: 

= 2 i < * i 4 *" x * = 2 X n — S (k) (*> {k) 
wobei ¿w,, f t , , . . . f i k , . . . nicht negative Zahlen von der Summe 1 
bedeuten, von denen höchstens n von Null verschieden sind. Da 
unsre Ebene die Strecken OPk nicht durchsetzt, so folgt 

f*=M,2 ) ' 

es gilt daher für jeden Punkt x,, x , , . . . , x„ von & 
¿/,x, + . . . + Unxn + 1 > 0. 

Um so mehr gilt daher die Ungleichung 
Ulxi+U,x, + ... + Unx„+ 1^0, 

falls an Stelle von xux2 x„ die durch (2) dargestellten Werte 
eingeführt werden, d. h. für jeden Punkt des konvexen Körpers 
Si. Daher schneidet jede Ebene, die die Strecken OPk nicht durch-
setzt, auch den Körper Si nicht, und es liefern in dem oben dar-
gelegten Sinne diejenigen Ebenen die Lösungen der vorgelegten 
Ungleichungen, die M nicht schneiden. 

Die Ungleichung 
#(«„ u„) = axu, + atut + ...'+ a„u„ ^0 

wird eine F o l g e der vorgelegten Ungleichungen (# A ;>0) genannt, 
wenn alle Lösungen der letzteren Ungleichungen die Ungleichung 
# > 0 erfüllen. Ist dies der Fall, so muss jedenfalls7) 

9 (üu « „ . . . , « „ ) > 0 
sein, und es wird die Ungleichung 

<£/, + «., Ui + U„+ un)>0 
7) Da die Grössen u,, u,,...,u„ die Ungleichungen > 0 erfüllen, so-

bleiben diese Ungleichungen richtig, wenn man die Variablen hinreichend 
nahe an das Wertsystem t/i, u>, . . . , l i „ wählt. Wäre nun » ( i , , u- , , . . . , u „ ) = 0, 
so würde man in beliebiger Nähe des Wertsystems t/i, u>, . . . , W n ein solches 
Wertsystem bestimmen können, für das ö < 0 ausfällt. 
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oder die mit ihr aequivalente 

<>(,, 7/ , ^ - » « A + ¿A U„ + Ö _ 
>t {u„u2,..u„) 

= A, t/, + £/, + . . . + A „ Un + 1 > 0 
befriedigt durch die Ebenenkoordinaten 

(Uu U2 Un) 
derjenigen Ebenen, die A nicht schneiden. Da 

а, и, + a.,u-, . . . + an u„ ' и, + + .'..+ tf„i/„ 
ist, so gilt 

Л , « , - М 2 у 2 т . . . - M „ t / „ = : I, 
d. h. der Punkt P mit den Koordinaten Au A.,, . . . , An liegt in der 
Ebene E. Wenn die Ungleichung Ö-^O eine Folge des vorgeleg-
ten Systems ist, so können daher die Ebenen, die den konvexen 
Körper \{ nich durchsetzen, die Strecke O P auch nicht schneiden. 
Daraus schliessen wir, dass P ein Punkt von .st sein muss. Wid-
rigenfalls würde jeder Punkt der Strecke O P ausserhalb u liegen 
und man könnte durch jeden inneren Punkt dieser Strecke eine 
н nicht schneidende Ebene hindurchlegen. Diese Ebene würde ,st 
nicht schneiden, halte aber mit O P einen Punkt gemein — im 
Widerspruch mit dem Vorangehendem. 

Da P ein Punkt von .st ist, so kann man seine Koordinaten 
Л , , А.,,. . ., A„ nach dem erwähnten Satze C A R A T H E O D O R Y ' S in fol-
gender Form schreiben 

A, = ^ MaAA, • Ai = ^ . . , A„ — f»kAnk, 
U, ki 

wobei 

und von den nicht negativen Grössen цк höchstens n von Null 
verschieden sind. Es gilt daher die Identität 

в (и,. ult..., u„) = ^ U") ; 
Л 

da die Formen 
t> («,+//„ U2 + Щ, . . ., ll„ + Un) bZW. !>k (*/, + £/,, 11-, + U,, .. .,un + u„) 
nur in einem positiven Faktor von den entsprechenden Formen 

<•) (u„ u, ,u„) bzw. <-)k (ii„ t i u „ ) 
verschieden sind, so gelangen wir zu dem folgenden Resultai: 
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W e n n d i e U n g l e i c h u n g 
»(«„ ut u„)^0 

e i n e F o l g e d e s a b g e s c h l o s s e n e n S y s t e m s v o n Un-
g l e i c h u n g e n 

.7* (ui, u,, ...,«„)> 0 <4=1, .. .) 
i s t , s o e x i s t i e r e n s o l c h e n i c h t n e g a t i v e G r ö s s e n 
Äk, von denen höchstens n von Null verschieden s i n d , d a s s 
i d e n t i s c h i n d e n </,. u9 u„ 

f> (u„ u„ . . ,, u„) = 2 Ak (;/,, //„ . . ., un). 
tk> 

§ 2 . Inhomogene Ungleichungen. 

Die vorangehenden Resultate können in einfacher Weise auf 
ein System von inhomogenen linearen Ungleichungen übertragen 
werden. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit 
' '>* («., Ui »„) ^ aklut+ak,u, + ..,. + oknun + akn+, > O (4) 

(JT 1,2, . . .1 
ein abgeschlossenes System von inhomogener. Ungleichungen und 
nehmen an, dass ein Werlsystem D,. U.,, . . . , « „ existiert, für das 

• l>*(l'uHl w o ) > 0 <*=!,,',...>. 
ausfällt. Wir gelangen zur geometrischen Interpretation unserer in-
homogenen Ungleichungen in folgender Weise : Wir setzen wiede-
rum zur Abkürzung 

(*>k (U, U. U ) = "" * - ' U" "h T'"> ~ 

_ akl U, -1-O« Ur + ... + 0knUn i - - - _ _ — (-- 1. ik = l. 1,..-) 
>yk (W„ U, U„) 

Erfüllt das Wertsystem ( / , + uu U-, + u. , , . . . , U„ -hu„ die.Unglei-
chungen (4), so gilt 

<->k{UuU,,..,,l7„)>0 
und umgekehrt. Diése Ungleichungen werden — nach den Vor-
angehenden — von den Ebenenkoordinaten derjenigen Ebenen 
befriedigt, die die Strecken 0Pk nicht schneiden, wobei jetzt Pk 

den Punkt mit den Koordinaten 
ß*L , x , 

y*(«i Un) 
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bedeutet. Bezeichnen wir mit £ den kleinsten konvexen Körper, 
der die Punkte O und Pk enthält, so zeigt man in gleicher Weise, 
wie es im vorangehenden § geschah, dass die fraglichen Ebenen 
diejenigen sind, die Ä nicht schneiden. Die Ungleichung 

ü 2 , . . . , u„)=olul+a2u1+ ... + fl„u„ + a„ + l > 0 
wird wiederum als eine F o l g e der vorgelegten Ungleichungen 

bezeichnet, wenn sie durch alle Lösungen dieser letzteren 

Ungleichungen befriedigt wird. Das Wertsystem £/,+«„ Ui+Ut 
Un + u,, erfüllt offenbar dann und nur dann die Ungleichung 

»(Ut + ü,. U2 + tJ„ . ..,Un + u„)> 0 , . 

falls die Ungleichung 

&(</„ iit .. .,u„) 
a, U,+a2U?+ ...+a„Un 

1 > 0 

befriedigt ist. Daher ist & > 0 dann und nur dann eine Folge der 
Ungleichungen & k > 0 , wenn die Ebenenkoordinaten aller den 
Körper £ nicht schneidenden Ebenen die Ungleichung 

v(u„ut,..-.,u„)z o 
befriedigen; daraus folgt wiederum, dass der Punkt P, dessen 
Koordinaten 
jc - v - Q« v - ' a " 

.. .— — . I M — ~ — = • • • ' — " 
a - ( t / „ . . . , u „ ) # ( / / „ . . , , w „ ) ' 9(ut,...,u„) 

sind, dem konvexen Körper St angehört. 
Da im vorliegenden Falle R der kleinste konvexe Körper ist, 

der die Punkte O und Pk enthält, so gibt es nach dem Satze von 
C A R A I H 6 O D O R Y nichtnegative Zahlen ft, und fik mit der Summe 
1, von denen höchstens n -J- 1 von Null verschieden sind, so dass 

«») • 7k! &k(Ul. --,Un) 
Oi n . „ , Okt 

* (//,-...,//„) 1k, #*(!/, Un) 

ß . 
Po-0 + 2 ^ 7 - 7 = -

Daher ist 
0 (w„ Ih U„) (u„ Ut, . . .. «„) + ßo; 

\k, 
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die Identität der Koeffizienten der Unbestimmten ult u2l..uk auf 
beiden Seiten der Gleichung gewährleisten die zuletzt aufgestellten 
Beziehungen; die von den H2, . . . , u„ freien Glieder stimmen 
überein wegen der Relation 

Aus der abgeleiteten Identität folgt für die ursprünglichen Aus-
drücke & und &k 

& ((/, + ü„ U, + ^. ., Un + u„) ==. 

(k, J>k(ul,ii1,..:,un) 

Da die auftretenden Faktoren & ( u v . . . , u „ ) und ( u l t . . . , u„) 
alle positiv sind, so gelangen wir zu dem Resultat (dessen Um-
kehrung trivial ist), dass f a l l s d i e i n h o m o g e n e U n g l e i -
c h u n g 

w2 « „ ) 2 0 
e i n e F o l g e d e s a b g e s c h l o s s e n e n S y s t e m s v o n in-
h o m o g e n e n U n g l e i c h u n g e n 

#Jt(U„"2 <*_1:2...> 
i s t , s o e x i s t i e r e n s o l c h e n i c h t - n e g a t i v e G r ö s s e n A0 

und Äk, von denen höchstens n + \ von Null verschieden sind,. 
d a s s d i e I d e n t i t ä t . 

d- (//,. « s , . . , u„) = ^ * k ( » > . »2, . . . , u „ ) + Ä 0 
i« 

b e s t e h t . 

§ 3. Lösung der linearen Ungleichungen durch 
Parameterdarstellung. 

Wir kehren nun zu dem Falle der homogenen Ungleichun-
gen zurück und beschränken uns auf den Fall, dass das vorgelegte 
System aus endlich vielen Ungleichungen besteht 

(wi, «2 u„) = 0*1". + + •••• + ak„iin <*='.2....,). 
Der konvexe Körper ft ist in diesem Falle ein durch endlich 

viele (n—1) dimensionale Ebenen begrenzter Polyeder. Die Ebene 
(£) , deren Gleichung * 

+ «2*2 + • • • + ü„xn = 1 
ist, ist jedenfalls eine dieser Begrenzungsebenen von Ä, daher gilt 
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für alle Punkte von w die Ungleichung 
— i/,x, — u.,x., — . . . — u„x„ 1 :> 0. 

Alle übrigen Begrenzungsebenen von .U gehen durch den Punkt 
O ; ihre Gleichungen seien 

u\q>Xx + u'f'X, + . . . + U<*>X„ = 0, (<,= 1,2.... AO 
wobei die Koeffizienten u\q', vi"',.. ., u<<> so gewählt sein mögen, 
dass für die Punkte von- H 

u\q>x, + u'f'x, -(-... + u'q>x„ > 0 (i= 1,ü...-N) 
ausfalle. Die Koordinaten der Punkte von W — und nur diese — 
erfüllen daher die folgenden N + 1 Ungleichungen: 

üf 'x , -f- ui">x2 + . . ' . + ii'n9>xn > 0 (i = •. • M 
— w,x, — UjXj — . . . — unx„ + 1 ;> 0. (5) 

Wir erhielten sämtliche Lösungen unsrer ursprünglichen Un-
gleichungen aus den Ebenenkoordinalen der Ebenen, die s{ nicht 
schneiden, d. h. wenn ¿7, TU, , U, + u.it..Un + u„ eine Lösung 
der Ungleichungen :> 0 bedeutet, so erfüllen die Koordinaten 
jedes Punktes von ,U die Ungleichung 

6 U + . . . + U„x„ + 1 > 0 , (6) 
und umgekehrt. 

Mit anderen Worten, das W e r t s y s t e m 
(Jt + //„ U-, + ü.,,..., U„ +~£/„ 

i s t d a n n u n d n u r d a n n e i n e L ö s u n g d e r U n g l e i -
c h u n g e n ^ > 0 , w e n n d i e Un g 1 e i c h u n g (6) ei n e F o l g e 
d e r (N+l) U n g l e i c h u n g e n (5) i s t . Nach dem Vorangehen-
den ist die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür die 
Existenz solcher nicht-negativer Grössen x(?) ( < 7 = 1 , 2 , . . . N), / 
und (von denen höchstens n -f- 1 von Null verschieden sind), 
dass die folgende Identität besteht 

¿/,x, + U,x, + . . . - f ¿/„x„ - H EH 2 /J*> + ü^xA-... + u%>x„) f 

H- A (— u,x, — u,x, — ... — u„xn + 1) + >i„, 
oder ausführlich ausgeschrieben : 

N N 

gl g l 

- u„ = 2 ¿ ' " « S " - I «„. i = 1-+ K 
«-1 

D a h e r k a n n m a n j e d e L ö s u n g u,,ih,...,u„ d e r 
v o r g e l e g t e n U n g l e i c h u n g e n v e r m ö g e der L ö s u n g e n 
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Hi", u!,">,..., u'J" (7=1.2,. ;.Ai» 
u n d 

UU U2, . . ..,£/„ (7) 
in der f o l g e n d e n Form d a r s t e l l e n : 

= + /U„ i / ^ S ^ u i » ^ ^ « , 
i = i 9=1 

= + (8) 
9 - 1 . 

wobei /t(?) und nicht negative Zahlen bedeuten. Die Umkehrung 
dieses Satzes ist evident. Es stellen daher die Formeln (8) die 
allgemeinste Lösung der vorgelegten Ungleichungen dar mit Hülfe 
nicht-negativer Parameter. Die speziellen Lösungen (7) sind im 
Wesentlichen identisch mit den „äussersteri Lösungen" M I N K O W S K I S , 

die auf diese Weise eine neue geometrische Deutung erhalten haben. 

§ 4. Integralungleichungen. 

Das folgende Problem steht im engen Zusammenhange mit 
den vorangehenden Untersuchungen: 

Unter Zugrundelegung der im Intervall « < x < ß definierten 
stetigen Funktionen 

al(x),a1(x) av(x) und a(x) 
betrachten wir die Gesamtheit aller stetigen Funktionen u (x) die 
die folgenden Integralungleichungen befriedigen: 
ß . ß ß 

J ff, (x) u (x) dx > 0, | a2 (x) u (x) clx > 0 , . . . , JVv (x) u(x)dx>0; 
a ti a 
die Ungleichung 

ß. 
| a (x) u (x) dx> 0; 

n 
wird eine Folge der Vorangehenden genannt, wenn sie durch alle 
stetigen Funktionen befriedigt wird, die die vorangehenden Un-
gleichungen erfüllen. 

Wir nehmen an, dass die Funktionen a, (x), a2(x),...,av(x) 
linear independent sind und behaupten, dass in d iesem F a l l e 
die F u n k t i o n a (x) in der f o l g e n d e n Form d a r s t e l l b a r i s t : 

a (x) = /i, a, (x) 4 - 1 , o-> (x) •+-... + Av av (x), 
wobei /i,, /?v nicht negat ive Kons tanten b e d e u t e n . 
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Wir beweisen unsre Behauptung, wie folgt: 
Die Grössen Xu . . . , Zv berechnen wir aus dem folgenden 

linearen Gleichungssystem : 
ß ß ß 

Ja, a (x) dx = |<7, (x)2dx + c, (x)at(x)dx 4- . . . + 
n a n 

ß 
+ <lvJ*0, (x)av (x) dx, 

a 
ß ß ß 

|oj a (x) dx = A, | (xj o, (x) dx + /i2j a2 (x)2 dx + ... + 
a a a 

ß 
+ X v J a2 (x) Ov (x) dx, 

Q W V 
Jov (x) a (x) dx = A, Jtfv (x) a, (x) dx + Jov (x) at (x) dx +.. .+ 
« a a 

ß 
+ ¿V J f l v f x ) 2 rfx. 

a 
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist identisch mit 

der Determinante der folgenden quadratischen Form 
V ß 

2 XP xq I Op (x) Qc; (x) dx = 
. 1 ä 

ß 
= J [x, o, (x) + x2 (x) + . . . + Xv flv (x)]2 rix ; 

a 
wegen der angenommenen linearen Independenz der Funktionen 
o, (x), a2 (x),..., Ov (x) ist diese Form positiv definit, woraus das 
Nichtverschwinden jener Determinante gefolgert werden kann. 
Führen wir noch zur Abkürzung die Bezeichnung 

<» (x) = a(x) — Z, <7, (x) — h a2 (x) — .. . — Xvav (x) 
ein, so kann man das zur Bestimmung der Z„ . . . . Xv dienende 
Gleichungssystem folgendermassen schreiben : 
ß ß ß 
J O, (x) OJ (x) dx = 0, J" a2 (x) <" (x) dx = 0,..., Jov (X) OJ (X) dx = 0. 
a u a 

Es erfüllt daher sowohl «»(x), wie auch — *<> (x) das zu 
Grunde gelegte System von linearen Integralungleichungen. Es 
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gelten demzufolge die Beziehungen . 

und — j a (x) <-> (x) dx^ 0, 
a <x 

d. h. es ist 
ß 
\ a (x) ,<> (x) dx = 0. 

o -
Führen wir in dieser Gleichung an Stelle von a (x) den Ausdruck 
ix fx j + -i, a, fx j -(- i ii, f x j -f- • • • + ^v flv fx j ein, so ergiebt sich 

f»,(x)zdx = 0, 
a 

woraus man schliesst, dass «> (x) = 0, d. h. 
a (x) — A, a, (x) h a2 (x) -f- ... -+- Av av (x) 

ist. 
Wir haben noch zu zeigen, dass die Grössen . . . , Av 

nicht-negative Zahlen sind. Um dies etwa für A, nachzuweisen, 
bestimmen wir /to, (i3 nv aus dem folgenden linearen Glei-
chungssystem, dessen Determinante — wie eine ganz analoge 
Überlegung zeigt, wie die, die wir für das Gleichuiigssystem, das 
zur Bestimmung der Au ., Av diente, angestellt haben — von 
Null verschieden i s t : 

ß ß ß 
j Ol (x) a, (x) dx'~= n2 J a2 (x)2 dx + /is j a 2 (x) a3 (x) dx + ... + 
a a a 

ß 
- f /¿v J ( 7 , (x) flv (X) dx 

u • 
1 ' * ß . 
j at (x) a, (x) dx = i*2J a^ (x) at (x) dx + /t, Jo 3 (xf dx+ ...•+ 
a a a 

t 
+ t*vfa3 (x) flv (x) dx, 

a 

f • ß ß J flv (x) a, (x) dx = fr J av (x) a* (x) dx + /iajflv (x) az (x)dx +.. .+ 
a a u 

ß ' 
+ fivjav(x)2dx. 

a 
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Führen wir — wie früher — die Abkürzung 
v, (x) = o, (x) - /1,0-2 (x) — fisas(x) — ... — /(y ov (x) 

ein, so erhält unser-Gleichungssystem die folgende einfache Form: 
ß ß _ ß _ 
\a,(x)>"(x)dx^=0, | a,(x)<>>(x)dx = (), .. ., \av(x),;(x)dx= 0; 

a <t . a 
da ferner 

¡at(x) <»(x) dx = ¡TT} (X)s dx > 0 8) 
a a 

ist, so zeigen diese Beziehungen, dass <»(x) eine .Lösung unsrer 
Integralungleichungen ist. Daher erfüllt diese Funktion auch die 
Ungleichung 

ß 
\a(x) TT, (X) dx> 0 ; 
a 

da aber 
ß 

| a (x)'<» (x) dx — | o, (x) -+- ^ a2(x) + .. • -Mv Ov (x)] <•> (x) dx — 
a a 

= Ä^(x)2dx>0 
a 

ist, so folgt in der Tat > 0 , womit unsre Behauptung bewiesen ist. 

6 ) Das Integral \w(x)idx kann nicht gleich Null sein, da in diesem 
Falle « 

iu (x) = a, (x) — ^ a<> (x) — ps ih (x) — . . . — av ( x ) = 0 
sein müsste, im Widerspruch mit-der angenommenen linearen lndependenz 
der Funktionen Oi (x), a2 ( x ) , . . . , o v (x). 


