Uber die Fourier-Koeffizienten einer stetigen
Funktion von beschrénkter Schwankung.
Von.S. Sipox in Budapest.

(Aus einem Briefe an Herrn F, Riesz) -

Vor "einigen Jahren bewiesen Sie,!) dass in der fiir die
Fourier-Koeffizienten einer Funktion von beschrdnkter Schwankung

giiltigen altbéka:nnten'Abschéitzu'ng a,und b, =0 (i) désO selbst

bei den stetigen Funktionen?) der namhchen Klasse nicht durch o
ersetzt ‘werden kann. ‘ ’

Die von Ihnen daselbst aufgeworfenen Probleme . loste Herr
Paur Csiwac®) mit Hilfe des folgenden Satzes, der eine Ver-
allgemeinerung eines Resultates des Herrn L. Fejer?) ist:

Ist 2 (a, cosnx +.b,sinnx) die Fourier-Reihe einer stetigen
~ Funktion von beschrinkter Schwankung, ~so, ist im Intervalle
" 0<x< 2=n tberali ' '
o S (X)'_

lim

7

WO S, (X) = 2 (ax coskx + by sinkx) ist.

1) Uber die Foumm Koeftizienten stetiger Funktionen von beschrankter
Schwankung, Math. Zeitschrift 2 (1918), S. 312—315.

2) Unter einer stetigen Funktion ist hier .immer eine im Intervaile
0 =< x <2 iiverall stetige, periodische Funktion zu verstehen.

3) Korlatos. ingadozasi. fiiggvények Fourier-egyiitthatéirél. Math. és
Phys. lapok 27 (1918), S 301—308. Siehe auch dne ebendort erschienene. Note
des Verfassers.

4) Bestimmung des Sprunges einer Funkllon aus ihrer Fourier-Reihe.
Journal fiir r. u. a. Mathematik 142 (1913), S. 165—188. Dort wird der Sprung
an einer beliebigen x Stelle aus der Fourier-Reihe der Funktion durch einen
in den Koeffizienten linearen -Grenzwert ausgedriickt ; bei einer stehgen
Funktion muss dieser Grenzwert fiir jedes x verschwinden.
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"Fur x =0 ergibt sich hieraus -

. : . £ kb,
1) - lim %= —=0.
m—

Q0
-Aus der Konvergenz von > (a, cosnx + b, sinnx) fir x =0 folgt
n=0

5 ka,
auch lim 'ﬂr—l—z 0. Die arithmetischen Mittel von (na,) und

(nb,) konvergieren also gegen 0.

Gestatten Sie mir, eine Verschirfung dieses Satzes mitzu-
teilen. Es gilt ndmlich auch der Satz:

~ . Bei einer stetigen Funktion von beschrinkter Schwa}lkung
bestehen .die Gleichungen

% lkag] " Y
2) lim "i"l—k—l_—.:lim M:O
n , n

- Beweis: Mit Z.(a, cosnx + b, sinnx) zugleich sind auch
Ya,cosnx und 3 b, sinnx die Fourier-Reihen stetiger Funktionen
von beschrankter Schwankung. Laut eines Younc'schen Satzes®) -
lasst sich dies auch von den trigonometrischen Reiten =naj sinnx
und = nb? sinnx behaupten. Wenden wir auf diese letzteren Reihen
1) an, so ergibt sich

— 2 . 2

und hieraus mit Hilfe einer sehr geléufigéanngleichung 2). Aus
2) folgt offenbar lim|na,|=]lim |nb,|=0. Es lasst sich sogar
schliessen, dass (na,) und (nb,) quasi gegen O konvergieren, d.

5) W. H. Youna: On Fourikr-series and fonctions of bounded varia-
tion. London Royal Soc. Proc. 88 (1913), S. 561—568. Der hier in Betracht.
kommende Satz lautet: Ist ¥ (@, cosnx -+ b, sinnx) die Fourier-Reihe einer .
stetigen Funktion von beschriinkter Schwankung und die. trigonometrische
Reihe X (an cosnx 4 B, sinnx) durch gliedweise Differentiation der Fouriek-
Reihe einer Funktion von beschrinkter Schwankung entstanden, so sind auch
T ap (@p cosnx + b, sinnx) und £ 8, (b, cosnx — a, sinnx) die Fourier Reihen
stetiger Funktionen von beschrinkter Schwankung. Die Behauptung des Textes -
ergibt sich hieraus, wenn £ @, cosax und £ b, sinnx mit ihren eigenen ,Deri-
- vierten* auf die Youncg'sche Weise komponiert werden.
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h. die Hauflgkelt der Indices, fm welche |na,,| und ‘| nb, |
ist, ist 0.5)

Zum Schiuss zeige ich noch, wie sich al3 Korrolar von 2)
.der folgende Satz des Herrn J. von Neumann?) herleiten ldsst:
Sind die Partialsummen der trigonometrischen Reihe = (A, cosnx -+
+ B, sinnx) nirgends negativ, so ist lim {A,|=lim |B,|=0.

Die trigonometrische Reihe S % (B, cosnx —A,sinnx) ist

die Fourier-Reihe einer Funktion von beschriankter Schwankung
f(x). Die Funktion f(x) ist stetig. Hitte sie Unstetigkeitsstellen, so
 liesse sxch schreiben : .
@ sinn (X—Xx .
19=g69+3 dkz—(,;——.ﬁ)—=g(x)+h(x),-
wo g(x) stetig und von beschrdnkter Schwankungist, x,, x,, .. . x
die ja hochstens in abzdhlbarer Menge vorhandenen Sprungstellen
von f(x), d,,d,...d,... den Betrag des Sprunges an diesen
Stellen bezeichnen ; bekanntlich ist X |d, | convergent. Bezeichnen
wir die Partlalsummen der Fourier- Relhen von g (x) und h(x)
mit o, beww. 7, (x), so ist :
(x) — 0 und zwar glexchmasslg
Ferner lassen sich in der Umgebung eines jeden x, zwei
Werte & und &, angeben fiir welche 7, (%) und 7 (&) von ent-
gegengesetzten Vorzeichen und a

)| und | 7, (§;) | > cn (c eine von n unabhanglge Konstante)

sind. Diese Bedmgungen erfﬂllen z.. B. 5,.,._xk+m

h=X+5——7 57 +I Im Fa\le endlich v1eler Sprunge foigt dies un-

8) Unter Hiufigkeit ist Iirﬁ # zu verstehen. Der Begriff .der Quasi-b

Konvergenz wurde von Herrn M. FekETE eingefiihrt. Vizsgélatok a FOURIER-
sorokrél. Math. és Term. Ert. 34 (1916), S. 759—786.

7) Von dem |NEumanN’schen Satze, der durch eine STEINHAUS'sche
Fragestellung entstand und den Anlass zur vorliegenden Note gab, nahm ich .
durch die miindliche Mitteilung des Herrn M. FEkeTE Kenntniss. Auch Herr I..
Scuur gab einen Beweis dieses Satzes, der ebenfalls von der Komposition
-Gebrauch macht.
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n ' T
mittelbar aus der bekannten Formel fiir > coskx; daraus foigt
k 0 :

aber die Behauptung auch im allgemeinen Falle, wenn man be- -
rlicksichtigt, dass bei hinreichend grossem K:

®
>, ds
k=K

Die Partialsummen von > (A, cosnx + B, sinnx)  wiirden
also ihr Vorzeichen wechseln. f(x) muss demzufolge stetig sein,
woraus nach 2) in der Tat lim.[A,|=lim|B,| =0 folgt.

o0
> cosn (x—x,)|<&n (¢ beliebig klein) ist.

n=l



