Uber die Positivitit von Summen, die nach trigo-
nometrischen oder Legendreschen Funktionen fort-
schreiten. (Erste Mitteilung.)

Von LeoroLp Fesér in Budapest.

Ein_leituhg.

1. Bei der Behandlung vieler und verschiedenartiger Fragen,
die sich auf trigonometrische Polynome und Reihen, so wie auf
verwandte Polynome und Reihen beziehen, hat die folgende ele-
- mentare Bemerkung eine gewisse Bedeutung gewonnen:

Die Summen der Partialsummen der Reihe

+coso+ c0s26-+...4cosnbL..

sind alle mchtne,gatnv D h. wenn ich s<“>—~—+cosa+ .J-cosn#

‘und s =sP+s® +...+s© setze, so ist s >0 fiir 1edes reelle _
¢ und fiir jeden nichtnegativen. ganzzahligen Wert von n.

In den folgenden Zeilen mdchte ich einige dusserst elemen-
tare Anwendungen dieser Bemerkung zusammenstellen. Die Resul-
tate sind teils neu, teils alt, beziehen sich auf endliche oder‘
unendliche Summen von der Form

S a,cosnb, S (e,cosnb-t+f, sinn o) 17, E a, P, (cos¥),
und bestehen aus vielfach gut. brauchbaren hinreichenden
Bedingungen fiir die Positivitdt der betrachtetén unendlichen oder
endlichen Summen. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass
die Sitze, weiche . sich auf die Summen Y a,P, (cos ¢) beziehen
(wo P,(cosf) das Lecenpresche Polynom bezeichnet) manchmal
einen einfacheren Wortlaut haben als diejenige, welche sich auf
die trigonometrischen Summen beziehen.
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§ 1.

Unendliche und endliche trigonometrische und harmonische
Summen. Ein Satz liber die Partialsummen der Potenzreihe.

2. Betrachten wir die trigonometrische Kosinusreihe

" - %+01C050.+a,c05204~...+a,,Cosnﬂ+... )

und es'sei

@) Sy "(120‘ -'f‘ a,cost+ ... 4-a,cosnb.

Ferner sei '

(&) _;_ cosf+..«f-cosnf==s,

und .

) b Sl 8= _S‘"_‘i’_;‘_’f_ Y
' - sing

gesetzt. Da 0,20, so ist, um Krilerien fiir Positivitdt zu ge-
winnen, nach Ase. naheliegend stalt.l, cos#,...cosn® die

nichtnegativen Grdssen o, o, .. ..o, einzufithren. Da .

cosnf=§,—S, ,=0,—0, , — (0p-i—0,2) =
= 6,—20, Ona
so ist

n—2

BG) S,=X(,—2a,,+a,.) ov+t(3,-—20;) 0 +0,0,

v .0

Es sei
) ' Jim a,=0.

Dann ist fiir eine innere Stelie ¢ des Intervalles (0, 2 ), da doch

g, 0 < 1 auf Grund. von (5): o
2Sin2§ . o

{6)- lim S;, = > (av — 2ay41 4 avi2) oy,

n=% v=0
falls die rechtsstehende Reihe konvergiert. Ich setze nun (ausser
(1)) voraus, dass die Koeffizientenfolge a,, a,, .. . a,, - .. eine mono-
ton abnehmende, konvexe Folge sei, d. h. dass nicht nur
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() 0,20, 20,2...20,2 ..gO,
sondern auch
() Go— 0,20, — ;> ... 20, — 0y, > ... 20

gilt.') Dann sind die Koeffizienten der Reihe (6) (mit Riick-
sicht auf (II)) alle nichtnegativ, die Reihe (6) konvergiert (mit
‘Riicksicht auf (I) und (II')), und es ist alsdann

+Eavcos vﬁ__z (@v — 2 avs1 + dyaz) Oy =

v=1 v O
- . sin (v-{—])
:E( —*2Gv+1+0v+’)— ——-——-e_z foand
= 2 ‘Stn E
:—’——9— > (av—-ZavM -+ avyz) sin® (v + l) 52 >0
25m-§ v=u. _
“Wir haben also das folgende Theorem erhalten:
Theorem l. Bilden die Koefftzzenten ay @y ...0,.... der
trigonomelrischen Reihe
Q) _ %‘+a.-c050+...'+a,,cosn0+..

eine hidzlnegative, monoton zu Null abnehmende, konvexe Folge,
so ist die Reihe (T) fir 0<6<2n nicht nur konvergent, sondern
ihre Summe ist nichtnegativ; u. zw. ist '

(8) - +2 @y coswh == — T 5 E (av~2aw.1—}—av+;)sm‘(v+!}—,
v=1 2sin® 3 5 v
0<6<2 n)
3. Interessant ist der Spezialfall des tngonometnschen Kosi-
nuspolynoms
9 7+2,'cosﬂ+12c0320+...+l,,cosn0.

Um Theorem I anwenden zu kdnnen, muss die Folge

(10) Aoy Aye .. 44 0, 0,0,.

eine konvexe Nullfolge sein. Hierzu ist jedenfalls notwendig, dass
die (n4 1) Zahlen 4, 4,,...4, eine nichtnegative, monoton ab-

1) Wenn fiir eine Folge die Bedingungen (1), (II’), (I1”) befnedlgt
sind, so nenne ich sie kurz eine- konvexe Nullfolge.
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nehmende, konvexe Zahlenfolge bilden; dies ist-aber nicht hinreichend,
Wenn aber. ausserdem far das letzte Koefflzlentenpaar gy —2, 2
> 4,—0,d. h.
1) ‘ A1 2224,
dann (und nur dann) ist (10) eine konvexe Nullfolge Ich habe
also auf Grund von Theorem 1 das folgende (auch aus der Iden-
titdt (5) unmittelbar fliessende) Theorem erhalten :

Theorem ll. Bilden im trigonometrisohen Polynome

T(_O):%'-}-Z. cos()—} e Ay cosn#

die (n + 1) Koeffizienten

Y N :
eine ma‘:tnegatwe, monoton abnehmende, konvexe Zahlenfolge, und
ist fiir das letzte Kaefﬁzlentenpaar Aty A

(12) o Any 22 2y,

dann ist fir jedes 6 '

(3) - - T(#) >0.
4. Es sei hner einé bekannte Bemerkung emgeschaltet
Sind .

(14) ' N A T

('5) ' l‘/o;ﬂh---ﬁm--

beide nichtnegative, abnehmende, konvexe Folgen, so ist auch

(16) - Y “ll'h . nﬁm-

eine solche. Denn wegen »
(‘7) O ﬁ -“n+1 Bt = tn (Fa—Bat1) + Bapr (@0 = ayy)
st einerseits &, f,— ¢pp B0 20, andererseits mmmt diese leferenz
mit wachsendem n monoton - ab :
5. Da nun , _ .
lo——n—}— l Ai=n. =2 A,=1
- die Bedingungen des Theorems Il befriedigen, so ist

(18) n+1

. womit ich aber nur meine Ausgangsunglenchung s<‘>>0 wieder-
. gewonnen habe. Nun_lst aber auch :

Q9 oL,

4-ncosb+.. +cosn0>0
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fir 0<r<| aibh,éhmend-kbnvex,_ also ist, mit Riicksicht auf N° 4,

20y »'I—izgl,—k.rr.rcosa—k, ..+ 1.r"cosnv>0,

fir n=0,1,2,...00, 0<r<1, 0<6<2n, woraus dann un-
" mittélbar das ebenfalls bekannte, im § 2 zu beniitzende Resultat -
folgt, ‘dass, wenn die harmonische Entwickelung

a0

(21) ‘u=2, (¢, coSNY+B,sinn o) r"

n=9 .
fir 0 <r <1 konvergiert und ihre Summe ebenda zwischen den.
Grenzen m und M liegt, dann auch die arithmetischen - Mittel
ihrer Partialsummen zwischen m und M liegen. Ist also speziell -
im Einheitskreise u > 0, dann sind fiir 0 <r <1 simmtiiche arith-
metischen Mittel der harmonischen Entwickelung (21) nichtnegativ.

6. Es sei nun | 0sr< %— Dann ist nicht nur

2 | oLt

sondern auch - ' _

(23) 1,r,...10,0,0,...

konvex. Also ist, auf Grund von T_heofem Il und N° 4, fiir
. 1 : '

0 s f,é —2- ,

.(24) ——;—-# rcosé {...4-1" cds'n’ﬂg 0,

eine Ungleichung, die auf Grund der Formel

! 1—1%-+21""(rcos nH —cos (n+1) 6)
_ » 2(1—2rcostr?)

leicht zu verifizieren ist. Ich habe also das folgende Theorem

-%+‘rcosﬂ+. ..+r” cosnﬂ—‘:

gefunden : _ S ,
Theorem lll. Die Partialsummen.der Reihe

(25) ‘ ' —;-—l—r'cbsﬂ-{-',..+r"cosn0+...

sind .im Kreise '

@) 0<r<

alle nichinegativ; d. h.

(27) R rcosé--...41"cosn# >0,

2
fiir 1=0,1,2,...00; 'Ogré—;ﬁ ,0§'0§27'r.
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7. Somit ist folgender Satz bewiesen : Ist in der harmonischen
Entwickelung

(28) ' -%’—'f-alrcose—{—...+a,,r”cosrz6--;—...
die Koeffizientenfolge a,, a,,...a, ni-'chtnegativ, abnehmend
und konvex, so ist ihre Summe fiir 0 <r <1, ihre Partialsummen
.ﬁir 0 rg—% und jedes n nichtnegativ.

Dieser Satz ldsst sich nicht ,verbessern“ weil fiir

(29) ";+rc056+_...+}"c0sn6-+...

die Partialsumme s, = %4— rcos 6 auf dem Kreise r= % +¢ (wo

£>0) negativ wird.

8. Mein Schiller Herr S. Szipon, dem ich alles Vorhergehende
mitgefeilt habe, hat nun die interessante Bemerkung gemacht,
dass die zweite Behauplung des Satzes von N° 7 fiir beliebige, im..
- Einheitskreise positive harmonische Funkhonen giiltig ist. Es
besteht also das

Theorem 1V. Ist dze harmonische Summe
(0) u(r, 0) = .2‘) {t¢g COS 110 4-F, sin 1 6) 17
fir 0Lr< 1 positiv, so s;nd scfhzmtli&ze Partialsummen von (30)
im Kreise 0<r< i nithinegativ. - Fiir 0<r< % +-& (£>0) ist

das Tlieorem nicht ndztlg

Die Behauptung ist auf Grund meines Theorems | und
der Formel fiir die n-te Parhalsumme von (30)

21

. B . _
(31) u,,(r,e)z%‘ u(o, @) [7+”§COS(6—1f)~f—...+

-+ (—;—) cosn (0—(p)] dg
evident, wenn man erst 0<2r <9 <1 annimmt, und dann ¢ zu
1 konvergieren ldsst.

Ich kann vielleicht die folgende zusammenfassende Bemer-
kung fiir die harmonische Entwickelung einer beliebigen im Ein-
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heitskreise positiven harmonischen Funktion formulieren: die
arithmetischen - Mittel der Partialsummen einer soichen Entwicke-
lung sind im ganzen Kreise 0 <r <1, die Partialsummen selbst -

sind im Kreise 0<r<—]~ alle nichtnegativ.
Ist der Konvergenzradius von u gleich R, $0 muss im Wort-

laute des Theoremsg statt ; gesetzt werden,

9, Aus dem Theoreme Il ergiebt sich noch:
Theorem V. Ist die Potenzreihe des komplexen Arguments z
f@)=c+eaz+...+¢, 27+
fiir |21 <1 konvergent und ist |f(z)| <1 fir |z[<l so ist
(32) | S (z)[_lc.,+clz+ te, z"|<l
fir?) :
1
HESS
Die Behauptung ist auf Grund der Formel

(33) Sn (re’e)— —ff(e “")[ +—cos(0—q)+ -+

L]

+ (—g—) cosn (O—rp)] dg

mit Riicksicht auf Theorem 11 evident.

Furf(z)_;———l, ©<a<1), ist |f(ei®)|=1. Da, wegen -
(34) f(z)—a—(l—a)z—{—
(35). S (z)._a—(l—qz),z
und al:s0' o '

@ s[-15)= NI TEE RS

Wans | o+ €1 z+...+c,,zﬂ+...|§l fiir | 2| < 1 nach CAucHY
[cal =1 folgt, 50 ist fir || = < die Ungleichung |s,,(z)]_SI+—l—+ +
+—2- <2 trivial. Im Theoreme V. ist also nur wesentlich, dass dort in der ‘
Ungleichung (32) dxe Zahl 2 durch 1 ersetzt 1st Ahnhcher Sachverhalt belb

- Theorem IV.

6
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1
1+e _
|.+8- o £ -~ 1
‘l(f ) )“*W/"

wie klein auch die positive Zahl £ sei. Also_ldsst sich der Wert

ist, so st fiir a=

—;— des Kreisradius im Theoreme V nicht verkleinern.

Zusammenfassende Bemefkung 2 st ja,tajzd-.. . +a,2" +
+...) < M fur}z| <R sosind fiir| z| < R simmtliche arithmetische

Mittel der Potenzreihe,?) fiir 1:1g§ simmtliche Partialsummen
der Potenzreihe < M. ‘

§ 2.

Summen, die nach Legendrepolynomen fortschreiten.

~10. Ich habe schon in der Einleitung erwahnt, dass wir bei
~der Summe Za,P,(4) einen einfacheren Sachverhalt vorfinden.
Ich will gleich das Gegenstiick zu Theorem Il formulieren: .

7 Theorem VI. Wenn dle Zahlen a,,a,,...0, monoton ab-
nehmen, d. h. '

(37 GO 0>, ..20,20,
dann ist fir —1 <A< 41 ‘ .
_ a Py (H)+a P (A)+...+a,P,(2) =0,
~wo P,(4) das v-te Legenoresdie ‘Polynom bezeichnet.
Das folgt unmittelbar aus der gewdhnlichen Ageischen Um-
-formung, mit Riicksicht auf mein altes: Resultai!) wonach die

Summe der ersten n LEGENDREPOlynome im lntervalle (—1L4+1)
mchtnegatlv ist, d. h.

(38) Py(A)+ P, (2)+ .. +P(1)>0
(1=0,1,2,...00; — 1 <2< F 1),

3) Vrgl. E. Laxpau: Darstellung und Begriindung einiger neuerer
Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin (1916), S. 9 und. erstes-Kapnel
S. 17-29.

4) Aus dieser Tatsache kann man alle wesentliche Eigenschaften der

arithmelischen Mittel 2-ter Ordnung der LaeLaceschen und Lg GENDRESChen
Reihe ableiten.
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Ich méchte nun in der nichsten Nummer diese Ungleichung

(38) aus dem Vorhergehendem ableiten.

11. Setzt man 4=rcos#, so lautet die erzeugende Funktion
von P, (cos 9)

(39) ‘

YV 1—2zcos6+2*

~1In einer frilhere  Atbeit habe ich schon darauf hingewiesen,
dass es manchmal vorteilhaft ist statt der Funktion (39)

@) w=—21"2 __ _p 2 (Py—Pps) 27,

¥V 1—2zcos6 +2*
d. h. die erzeugende Funktion von P,,— 1 einzufithren. Die
folgenden Ausfiihrungen werden vielleicht noch mehr fiir die
Zweckmassigkeit der Verwendung von (40) sprechen.

Da
: 142

das Innere des Einheitskreises |z| <1 auf die rechte Hilfte der
u-Ebene abbildet, so liefert :

, e I-F:z).z__l—l~22—i-z'2
“2) “ *(l—z, T 1-2z+22
die ‘Abbildung von |2|<1 auf die ganze Funktionsebene, wenn
man letztere entlang der ganzen negativen Axe aufschhtzt Daraus
folgt, dass auch

- 1— 1+4  1—222+22
(43) = 2 L e YR
den Kreis [2| < 1 auf die volle v-Ebene abbildet, nur das jetzt
die- v-Ebene entlang der reellen Axe von v= l—;l bis — oo aufs
zuschlitzen ist. Daraus folgt weiter, dass | A

: YV 1=27z+2

den Kreis |z] <1 auf die rechte Funktionshalbebene abbildet, wenn
man dieselbe entlang der positiven Axe von O bis %——_ cos g

Kl
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aufschlitzt. Folglich bildet
@ 0 w=l= 12

Vv o 1-22z+22

den Krels |2| <1 auf die rechte w-HaIbebene ab, wenn man die-
bis 4 oo aufschlitzt..

(3]
Ccos 2

Ich habe also das folgende Resultat erhalten:
Theore m VIl. Die erzeugende Funktion

"~ (@6) S b1 (<6<

Y 1—22cos 6 + 22 '
der Differenz P, (cos6) — P,_,(cos6) 2weier Lecenorepolynome
bildet das Innere des Einheitskreises schlicht auf die rechte w-Halb-

— ! bistoo
cos 2
aufzuschlitzen ist. . ‘ . 2
Aus dieser Tatsache folgt aber, dass der reelle Teil von w .
ftir |z| <1 positiv- ist. In der Tat, liegt doch der ‘Bildpunkt w-
" immer in der rechten Halbebene. Daraus folgt, mit Riicksicht auf
Ne° 5, dass die Summen der Partialsummen (oder auch die arith-
metischen Mittel) der harmonischen Entwickelung des reellen
Teiles von w an jeder Stelle des Einheitskreises |2|<1, also
- speziell auch fiir z=1, nichtnegativ sind. Fir z=1 geht aber

diese harmonische Entwickelung mit Riicksicht auf (40) in

@) PR3 P—=P)t ...+ (Pa—Pa) +.. o

iiber. Dfe n-te Partialsumme ist P,, also dig Summe der Partial-

summen P,+ P,+...+ P, Ich habe also erhalten: P,+ P, +

.+ P20, w.z. b. wh) . .
3) Die Erzeugende Funktion (40) fiihrt auch ganz kurz und ungezwungen

zu den Mnm.nnschen Formeln fir P,. (cos 6). Da némlich der reelle Tell von

2sin - 2

selbe entlang der - positiven Axe von

ebene ab, die aber entlang der positiven Axe von

w (e’ ?) f(lr 0= 9<o gleich Null, fiir 6 < @ = n aber gleich

Y 2(cos 6—cos @)
ist, so ist nach der Formel von DiricHLer fiir die Partlalsumme der
Fourierschen Reihe’ (fﬁr (D_O) .

2sino- 2 . sin(2h+1)-{,—’»
(48) Pa =__f  — =
’ ’ Y 2(cose=cost)y - 2sin %
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§3.
Schlussbemerkungen. _

12. ln dleser Note habe ich ausschliesslich die, mit Hilfe
der ABELSChen Umformung  sich unmittelbar ergebenden, Kon-
sequenzen der Tatsache besprochen, nach welcher die Summe der
Partialsummen der Reihe

—2—+cose+ '.+'cosn0+._..,- '

8P ()= ———i2;1—+ncose+ +cosn0>0

sind, fiir 0<0<27r Fiir dne Reihe

V 2 -{-sm()—l-sm20+ +smn8+
- ist sogar schon .
| s‘°’(0)———+sm0+ +smno>0
fiir 0<0<1t, wihrend bei der Relhe '

sm0+sm20+ +smn0+

“wieder nur

s(‘)(0)-—nsm8+(n——|)sm20+ S+ 1. smnB>0

ist, fur 056, Wenter ist
mnno

sinf+sin26+4...4sin (n-—l) 6+

fir 0<0<m, u. s. w.

Mit den Konsequenzen “dieser Unclelchungen ‘mbchte lCh _
mich kurz.in einer zweiten Mntellung beschﬁfugen Dort werde
ich auch die Polynome

20,

g° + 4 cosB+ +l cosnB

‘ ’berﬂcksnchhgen, in welchen die - Folge /10,21,. . A, zwar nicht-
negativ, monoton abnehmend und konvex ist; aber 2.,,_,;2/1,, nicht

: -

2f sin@n+1)  dt

™.} ¥V 2(cose—cost)
0

—-die bekannte Mnunmsche_Formel. Ahnlich_. kann man auch die zweite
Mesurersche Formel aus w-erhalten. '
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besteht. In diesem Zusammenhange kann ich — durch eine Art

Ergdnzung — dann u. A. einige Resultate von Herrn W. H
‘Young®) fitir das Polynom
' cos ¢ 0520 cosn o
e s AT e

aus einem aligemeinen Satze herleiten.”)
Budapest, den 18-ten Februar 1925.

%) W. H. Younc: On a cerfain Series of Fourier [Proceedmgs*of the
London Math. Society, Ser. 1, Bd. XI, (1913), S. 357—366).

) Vrgl. auch E. Laxpau: Abschﬁtzungen von Charaktersummen, Ein-
heiten und Klassenzahlen, Gbttinger Nachnchten (1918), insb. .S. 83- 84
" Fussnote 12)..



