Uber den Begriff der Riemannschen Fliche.

Von TiBor RaDO in Szeged.

 Einleitung,

Die vorliegende Arbeit enthdlt eine Untersuchung, zu welcher’
ich beim Studium des grundlegenden Werkes des Herin Wevc
iiber Die Idee der Riemannschen Fliche . gefiihrt wurde. Bekannt-
lich wird ‘in diesem Buche der Begriff der Riemannschen Fliche
zum ersten Male in vollkommen strenger Weise erkidrt, und zwar
wie folgt. Eine Riemannsche Fliche ist eine zweidimensionale . -
Mannigfaltigkeit, welche trianguliert werden kann, und fiir welche
eine konforme Abbildung im Kleinen mitgegeben ist. Wir werden
diese Begriffe eingehend besprechen (§§ 1 und 4), miissen aber
gleich an dieser Stelle die Forderung der 7riangulierbarkeit doch
‘etwas genauer betrachten, um unser Problem formulieren zu kbnnen.

Der Ausdruck zwezidimensionale Mannigfaltigkeit wird: nicht
~ von-allen Autoren in demselben Sinne gebraucht. Sie ist jeden-
_falls ein zusammenhingender topologischer Raum im Hauspogrer- -
schen Sinne, welcher im Kleinen der xy-Ebene homdomorph ist::
“aber es wird manchmal noch die Forderung an sie gestellt, sie
soll dem zweiten Hausoorerschen Abzihlbarkeitsaxiom geniigen.
Wolite man den Ausdruck zweidimensionale Mannigfaltigkeit bei
‘der Erklirung der Riemannschen Fldche in diesem Sinne verstehen,
so wire die Forderung der 'Triangulierbarkeit iberfliissig. Unter
Voraussetzung dieses = Abzdhlbarkeitsaxioms bietet nimlich die
- Triangulierung einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit keine
prinzipielle, sondern’ nur technische Schwierigkeiten, und die ex
plicite Forderung der Triangulierbarkeit wiirde einfach bedeuten
dass man mit mbglicherweise umstindlichen, aber im Grunde
ganz einfachen. Betrachtungen keine Zeit verlieren will. '
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‘Herr WEYL setzt aber kein Abzahlbarkeitsaxiom  voraus und
dadurch wird die Sachlage eine ganz andere, die Behauptung der
Triangulierbarkeit wird zu einer wesentlichen Aussage. Da ndmlich
die Mannigfaltigkeit zusammenhingend sein soll, so ist die Menge
- der Dreiecke der Triangulierung sicher abzdhlbar, und daraus folgt
sofort, dass das zweite Hausporrrsche Axiom erfiillt ist. Die For-
derung der Triangulierbarkeit ist hiernach mit diesem Axiom
gleichwertig ; sie dient also dazu, der Mannigfaltigkeit Abzdhibar-
keitseigenschaften aufzupragen wie "dies Herr WEYL selbst aus-
driicklich hervorhebt.

Bei der Emfﬂhrung dieser Forderung bemerkt Herr WEYL,
dass dieselbe notwendig zu sein soteint, um iiber die zweidimen-
sionale Mannigfaltigkeit wesentliche Sitze aufstellen zu kdnnen.
Diese Bemerkung veranlasste die vorliegende Untersuchung. Ich
erhielt das Resultat, dass die Triangulierbarkeit eine Folge der
Voraussetzung ist, ‘dass fiir die Mannigfaltigkeit eine konforme
Abbildung im Kleinen (siehe § 4) mitgegeben ist. Eine wichtige
Ergdnzung dieses Resultates bildet die Tatsache, deren Kenntnis
ich Herrn Prorer verdanke, - dass es zweidimensionale Mannig-
faltigkeitén gibt, welche nicht trianguliert werden konnen. Mit der
freundlichen Erlaubnis des genannten Herrn teile . ich in § 2 sein
hiefiir konstruiertes Beispiel mit. Dasselbe ist in mehreren Bezie-
hungen sehr lehrreich. Dieses Beispiel setzt zunzchst den spezifisch
funktionentheoretischen Karakter unseres Satzes von- der Triangu-
lierbarkeit der Riemannschen Fliche in Evidenz,!) beleuchtet aber
. gleichzeitig die wesentlichen Griinde dieses funktionentheoretischen
Satzes. Die Konstruktion des Herrn Prorer beruht namiich auf der
einfachen und doch merkwiirdigen Tatsache, dass es moglich ist,
die ganze endliche Ebene topologisch auf das Innere des Ein-
heitskreises abzubilden. Konnte eine derartige Abbildung konform
- sein, so wire es moglich, fur die Prorersche Mannigfaltigkeit eine
konforme Abbildung im Kleinen (siehe § 4) zu erkldren, und man
wiirde eine nicht triangulierbare Riemannsche Fliche erhalten. Be-

1) Herr Prijrer wurde zur Konstruktion dieses Beispiels eben durch
den Wunsch angeregt, diesen Punkt klarzustellen, und er teilte—mir-sein
Beispiel bereits in Jidnner 1923 mit. Durch eine briefliche Mitteilung des Herrn
Tierze wurde ich auf ein anders geartetes Beispiel aufmerksam gemacht.
welches seither auch.durch Herrn ALEXANDROFF gefunden und verdffentlicht
warde (Math. Annalen 92).
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kanntlich ist aber die endliche Ebene dem Innern des Einheits-
kreises nicht aequivalent im Sinne konformer Abbildung; und
analoge Abbildungssiize werden es sein, auf welche wir den Beweis
unseres funktionentheoretischen Satzes griinden werden.

A Da es sich um eine axiomatische Untersuchung handelt, so
war es nbtig, in die folgende Darsteliung eine genaue Besprechung
des Begriffes der Riemannschen Flache mit aufzunehmen. Und zwar
umsomehr, da doch jedermann bereits eine fertige /dee der Riemann-
schen Fldche besitzt, hdchsiwahrscheinlich die Idee einer der
konkreten Riemannschen Fiachen, welche in der funktionentheore-
tischen Praxis gehandhabt werden. Diese sind natiirlich Spezial--
fille der allgemeinen Riemannschen Fiiche, die wir betrachten
werden, aber solche Spezialfille, fir welche unser Satz von der
Triangulierbarkeit trivial wird. Immerhin sind diese Spezialfdlle
lehrreich, indem sie zeigen, dass beim Nachweis ihrer Triangulier-
barkeit immer die spezielle aritmetische Beschaffenheit ihrer Punkte
zur Verwendung kommt; im Falle des analytischen Gebildes hat -
man beispielsweise vom bekannten Satze Gebrauch zu machen, -
dass bei der analytischen Fortsetzung einer Potenzreihe nur ab-
2dhlbar viele Potenzreihen mit vorgegebenem Mittelpunkie erhalten
werden konnen. Demgegeniiber werden wir uns bei der folgenden
Untersuchung auf die besondere arithmetische Erkldarung der Punkte
unserer Fliche nicht berufen konnen, da eine derartige Erkldrung

. in einer axiomatischen Definilion der RIEMAVNSChen Fliache iiber-

“haupt nicht auftreten kann.

Die Arbeit gliedert sich folgendermassen In §1 wird die

2weidimensionale Mannigfaltigkeit erklirt. Der §2 bringt das
Prurersche Beispiel einer nicht triangulierbaren zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit, und in § 3 wird der Hilfssatz bewiesen, dass die
Triangulierbarkeit -eine Folge des zweiten Hausporrrschen Axioms
ist, womit das Topologische erledigt ist. In § 4 wird die Riemanx-
sche Fliache erklirt und der Satz bewiesen, dass sie. immer trian-
-gulierbar ist.
_ Es sei noch erwdhnt, dass ich den Hauptsatz dieser Arbeit
~ mit Andeutung des Beweisganges in Bd. 90 der Mathematischen
Annalen mitgeteilt habe, in meiner Note Bemerkung zur Arbeit
des Herrn Bieberbach etc. '
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§ 1.
Die zweidimensionale Manmgfaltlgkelt.)

Herr WevL fiihrt die Riemannsche Fliche nicht genetisch,
sondern axiomatisch ein; bei ihm wird dieselbe nicht etwa her-
gestellt aus aufgeschnittenen und kreuzweise zusammengehefteten
ebenen Blittern, sondern sie wird erkidrt durch eine Reihe von
Eigenschaften, wobei die. aritmetische Erklarung der Punkte gar
nicht in Befracht kommt. Durch die' geforderten ' Eigenschaften
wird die Riemannsche Fliche zundchst als fopologischer Raum

gekennzeichnet. Dieser wird erklart als der Inbegriff einer Menge = -

von irgendwelchen Dingen, die als Punkte des Raumes geiten
werden, und einer Vorschrift, durch welche jedem Punkie gewisse
"Punktmengen als Umgebungen zugeordnet wefden, wobei die fol-
genden Umgebungsaxiome erfiillt sein mhssen

A) Zu jedem Punkte P gehort . wemgstens eine Umgebung
U(P); jede Umgebung von P _enthdlt den Punkt P.

' B) Sind U, (P), U.(P) Umgebungen - desselben- Punktes P,

* so hat P eine Umgebung, welche. Teilmenge von beiden ist.

, C) Liegt der Punkt Q in einer Umgebung U(P) von P, so

hat Q eine Umgebung U(Q), die Teilmenge von U (P) ist. ‘
D) Sind P und Q verschiedene Punkte, so haben sie solche

Umgebungen U (P), U(Q), die keinen Punkt gemein haben.

Ist dann M eine Punktmenge im topologischen Raume R,
so heisst ein Punkt P innerer Punkt von M, wenn es eine Um-
gebung von P gibt, die Teilmenge von M ist. Eine Menge heisst
offen, wenn alle ihre Punkte innere Punkte sind. Randpunkt einer
offenen Menge ist ein Punkt, falls er nicht in der Menge enthaiten
ist, aber in jeder Umgebung desselben Punkte der Menge liegen.
In analoger Weise lassen sich weitere Begriffe aus der Theorie
der ebenen Punktmengen tibertragen. Wir wollen hier ausfiihrlicher
noch die topologischen ‘Abbildungen und den Begnff der glelch-
- wertigen Umgebungssysteme besprechen
Sind R;, R, zwei topologische Riume, und ist zwuschen 1hren
_ Punkten eine umkehrbar eindeutige Beziehung ‘erklift, so heisst

» ?) Eine ausfiihrliche systematische Darstellung der in’ diesém Abschnitte
besprochenen Begriffsbildungen findet sich bei Hausporre, Gmndzﬁge der
Mengenlehre, Kapltel 7 und 8. :
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diese eine topologische Abbildung, falls die folgende Bedingung
Cerfiillt ist: Sind P, und P, entsprechende Punkte, U(P,) und
"~ U(P,) irgendwelche Umgebungen derselben, so gibt es eine Um-
~ gebung von P, deren Bildmenge Teilmenge von U (P.), und eine
Umgebung.von P, deren Bildmenge Teilmenge von U (P) ist.
Es folgt dann- sofort, dass eine ‘umkehrbar eindeutige Beziehung
zweier Raume dann und nur dann eine topologische  Abbildung
~ ist, wenn die Bildmenge jeder offenen Menge wieder offen ist.
Wird fiir die Menge, deren Elemente die -Punkte des topo-
logischen Raumes R darstellen, eine andere Vorschrift fiir die
- Umgebungen gegeben, so entsteht ein neuer topologischer Raum
R. Es steht uns vollkommen frei, die Fille zu bestimmen, in
welchen R und R identisch heissen sollen, durch die Anwendun-

- gen-der Theorie wird indessen die folgende Festsetzung aufge-

notigt. Fiir die beiden Riume R und R ist eine umkehrbar ein-
deutige Beziehung unmittelbar gegeben, nimlich ‘die identische
Abbildung, bei welcher jeder Punkt sein eigener Bildpunkt ist.
- Dann und nur dann, wenn diese identische Abbildung eine topo-
logische Abbildung ist, soll R=R gesetzt werden. Dann und nur
dann also, wenn jede Punktmenge, welche im einen dieser Rdume.

offen ist, auch im anderen offen ist. Wenn diese Bedingung erfiilit
- ist, so heissen die beiden Umgebungssysteme gleichwertig. Ist R
gegeben, so verstehen wir in-der Folge unter einem Umgebungs-
system schlechthin stets ein solches, welches dem bei der Erklarung
von R urspriinglich verwendeten Systeme gleichwertig ist.

Ein topologischer Raum heisst zusammenhiingend, wenn es
nicht moglich ist, denselbén in zwei offene punkifremde Teil-
mengen zu zerlegen. In positiver Fassung bedeutet dies, dass jede.
offene Punktmenge, welche nicht alle Punkte des Raumes enthiit,
wenigstens einen' Randpunkt hat. Die Eigenschaft eines Raumes,
zusammenhdngend zu sein, bleibt- offenbar bei topologischen Ab- .
- bildungen erhaiten. Die Definition tibertrdgt sich sofort auf offene -
~ Punkimengen, und fithrt zum Begriffe des Gebietes: eine offene -
Punktmenge heisst ‘Gebiet, wenn sie zusammenhdngend ist. Man
sieht sofort: ist irgend eine Menge von Gebieten gegeben, welche
. alle einen gewissen Punkt P enthalten, so ist ihre Vereinigungs-
menge wieder ein Gebiet. Mit Riicksicht auf spitere Anwendung
soll noch eine emfache Tatsache als besonderer Hilfssatz angeﬂlhrt
werden. -
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Hilfssatz 1. Sei irgend eine Menge {G} von Gebieten
gegeben, welche den zusammenhdngenden Raum R volistindig
iiberdecken. Sind dann P und Q irgend zwei Punkte, so kann
man unter den Gebieten von {G! endlich viele herausgreifen,
welche eine von P nach Q fithrende Kette bilden.

Darunter ist folgendes zu verstehen. Es gibt unter den Ge-
bieten von |G} endlich viele: G, G, ..., G, so dass je zwei
aufeinander folgende Gebiete innere Punkte gemein haben, und P
“in Gy, Q in -G, liegt. Sei nun, bei festem P, M die Menge der
Punkie Q, fiir welche die Behauptung richtig ist. Da M jedes
Gebiet von { G} vollstindig enthilt, von welchem auch nur ein
einziger Punkt ihr angehort, so folgt, dass M eine nicht leere,
offene Punktmenge ist, welche keinen Randpunkt haben kann. Da.
" der betrachtete Raum zusammenhingend sein soll, so ist hiernach -
M mit dem ganzen Raume identisch, w. z. b. w.

Die xy-Ebene féllt unter den allgemeinen Begriff des topo-
logischen Raumes. Als Umgebung eines Punktes kann man z. B.
das .Innere eines jeden Kreises erkldren, welcher den Punkt im
Innern enthdlt, und kommt auf diese Weise auf die geldufige .
Theorie der ebenen Punktmengen. Ist nun G ein Gebiet eines
topologischen Raumes, und ist es moglich, G topologisch auf das
Innere des Einheitskreises abzubilden, so moge G ein zwezdlmen- :
sionales Elementargebiet heissen. :

Die zweidimensionale Mannigfaltigkeit w1rd nun erkidrt als.ein
- zusammenhingender” topologischer Raum, fiir welchen es ein Umge-
bungssystem gibt, dessen Umgebungen zweidimensionale Elementar-
gebiete sind. Dieselbe besitzt hiernach alle die Eigenschaften, die sich
der Anschauung beider Betrachtung einer unberandeten stetigen Fldche
unmiitelbar darbieten, und kann im Kleinen tatsdchlich als solche
behandelt werden. Hingegen konnen wir keine Betrachtungen an-
stellen, welche topologische Eigenschaften im Grossen betretfen,
und zwar aus einem, wie es zunichst scheint, dusseren Grunde.
Die Eigenschaften einer Fldche im Grossen werden ndmlich in der
naiven Topologie durch rdumliche Betrachtungen hergeleitet, in der
* wissenschaftlichen Topologie durch kombinatorische Uberlegungen,
welche an die Triangulierung der Fliche ankniipfen. Unsere zwei-
dimensionale Mannigfaitigkeit liegt aber nicht im -anschaulichen
Raume, sie ist auch nicht trianguliert. Wir wollen uns zunéchst tiber- .
~ zeugen, dass die hiermit bezeichnete Schwierigkeit eine wesentliche ist.
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S 82
| ‘Das Priifersche Beispiel.

Sobald es gelingt, eine vorgelegte zwexdnmenslonale Man-
nigfaltigkeit zu triangulieren, so konnen auf dieselbe alle die ‘,
Schliisse der Flichentopologie angewendet werden Die Forderung
der Triangulierbarkeit stellt indessen eine wesentliche Einschrin-
kung dar, wie wir es an einem ganz elementaren Beispiele zeigen

wollen.

Ist eine Triangulierung irgendwie hergestellt 50 erglbt sich
sogleich, dass die Menge der verwendeten Dreiecke abzahlbar ist.
Und da jedes Dreieck einer abgeschlossenen Kreisscheibe der
xy-Ebene topologisch aequivalent sein soll, so wird die Mannig-.
faltigkeit eine Reihe von - Abzdhlbarkeitseigenschaften im Grossen
besitzen, wie solche fiir die xy-Ebene aus der unmittelbaren -
Beziehung - zum komplexen Zahlensystem erschlossen werden. Wir
- wollen hier nur diejenige Eigenschaft anfiihren, welche wir un-
mittelbar benétigen werden, dass ndmlich jede nicht abzdhlbare
Punktmenge wenigstens eine Hiufungsstelle hat. Dies folgt aus
der Bemerkung, dass .unter den abzdhibar vielen Dreiecken der
Triangulierung wenigstens eines unendlich viele Punkte der Menge
enthalten muss; im Innern oder am. Rande eines solchen Dseiecks
liegt dann sicher ein Hiufungspunkt. Wir werden nun eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit angeben, welche bereits diese Ab-
zdhlbarkeitseigenschaft nicht besitzt, also sicher nicht trianguliert
~werden kann. Um den elementaren Karakter der Konstruktion klar
hervortreten 2u lassen, werden wir  die Uberlegung des Herrn
Prorer aritmetisch einkleiden.

Die Punkte der zu erkldrenden Manmgfaltlgkelt R werden
Symbole zweierlei Art sein. Zundchst nehmen wir Symbole (x, y, a),
wobei X, y. und a die erste, zweite und dritte Koordinate des
Punktes heissen sollen, Diese kdnnen aile reelle Werte annehmen,
- welche den Ungleichungen

y>0,(x—ap+y <1
geniigen. Weiter betrachten  wir- Symbole, bei welchen die dritte
Koordinate die imagindre Einheit / ist, wahrend die beiden ersten

Koordinaten- wieder beliebige reelle Werte sein kdnnen, nur fiir
die zweite Koordinate y muss die Ungleichung y >0 erfiilit sein
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Der Bequemlichkeit halber sollen die Punkte it der dritten Ko-
ordinate i imagindre, alle iibrigen reelle Punkte heissen.

Wir erkldren nun flir jede reelle Zahl a eine. Menge B (o),
welche alle Punkte enthidlt, deren dritte Koordinate a oder i ist.
Ein imagindrer Punkt ist hiernach in allen Mengen B (a) enthalten,
" ein reeller Punkt aber nur in einer einzigen. Fiir jede Menge B(a)
erkldren wir eine Abbildung 7 (a), welche den. Punkten von B (a)
in ein-eindeutiger Weise die Punkte der Euklidischen oberen
Halbebene entsprechen ldsst, also die Punkte (x,y) mit y>0.
Diese Abbildung erhalten wir wie folgt. Die reellen Punkte von
B(a) haben alle die gleiche dritte Koordinate a,; einem solchen
Punkte (x, y, a) ordnen wir einfach den Punkt (X, y) zu Ausserdem
enthdlt B (a) alle imagindre Punkte; ist (x, y, i) ein solcher, so
fihre man die folgende Konstruktion aus: Sei A der Punkt (a,0),
- P der Punkt (x,y); auf dem Halbstrahle von A nach P bestimme
man den Punkt P’ so, dass AP’ = AP 4 1 sei. Dieser Punkt P
ist dann der Bildpunkt von (x, y,i) bei der Abbildung T (a). Den
-reellen Punkten von B (a) entsprechen hiernach in ein-eindeutiger
‘Weise diejenigen Punkte (x,y), fiir weiche y >0, (x—a)* +32 < 1
ist, wihrend den imaginiren Punkten die Punkte (X,y) mit
¥>0,(x-0)?+%> 1 zugeordnet werden.

~ Eine Teilmenge M heisse einfach, wenn es eine Menge B(a)
gibt, in welcher sie enthalten ist. Gibt es zwei verschiedene Men-
gen B, B(a,) und B(a,), welche M enthalten, so kann M nur
aus imagindren Punkten bestehen. Seien M{ und M; die Bildmengen
~von M bei den Abbildungen 7 (a,) und T (a;). Aus der Konstruk-
tion dieser Mengen erhellt dann sofort, dass sie ein-eindeutig und
stetig einander ‘e'ntsprechen, wenn also die eine ein einfach zu- -
sammenhingendes  Gebiet ist, so ist es auch die andere. Wir
diirfen hiernach erklaren: : : -

" Ein einfaches Elementargebiet ist eine Punktmenge, weiche .
_ganz in einer Menge B (a) liegt und bei der Abbildung 7 (@) in
ein einfach zusammenhingendes Gebiet der xy-Ebene iibergeht.

Dabei ist also, im Falle mehrere Mengen B (a) verwendet
werden konnen, gleichgiiltig, welche man benutzt, Solche einfache -
"Elementargebiete sind beispielsweise :

1. Die Menge aller imagindrer Punkte.

2. Jede Menge B (a).
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3 Jede Menge B* (a), enthaltend alle reeile Punkte mit der
dritten Koordinate a, fiir welche (x—a)*+y2 <1 ist,

4. Sei g eine reelle positive Zahl, und man betrachte die
Menge derjenigen Punkte von B (a), deren Bildpunkte bei der -
Abbildung 7 (a) das Gebiet y->0, (x—a)>+y®<(1-+0)* aus-
filllen. Diese Menge, die wir mit Bp(a) bezeichnen, ist ebenfails
. ein einfaches Elementargebiet. Dasselbe enthilt alle reelle Punkte
_ von B(a), einen imagin'airen Punkt (x, y, i) aber dann und nur dann,
wenn (x—a)?+y* < g? ist. _
' Nunmehr koénnen wir Umgebungen erkliren, und zwar sollen
als Umgebungen eines Punktes alle einfache Elementargebiete
gelten, welche. den betreffenden Punkt enthalten. Es ergibt sich
dann leicht, dass unter Zugrundelegung dieser Vorschrift den in
§ 1 erklarten Umgebungsaxiomen A) bis D) geniigt wird. Fir
A) und C) ist dies evident. Um B) zuzeigen, sei P ein Punktund
U, U, zwei Umgebungen desselben. Nun ist U, ganz in einer
‘Menge B (a,), U, in einer Menge B (a,) enthalten. Ist a,=a, so
ist alles klar. Ist aber a, ¥ a,, so ist P nolwendig ein imagindrer
Punkt, da er in zwei verschiedenen Mengen B enthalten ist. Dann
genligt zu bemerken, dass in jeder Umgebung eines imaginiren
Punktes solche Umgebungen desselben enthalten sind, welche nur
aus imagindren Punkten bestehen. Um D) zu verifizieren, seien
P, und P, zwei verschiedene Punkte. Sind sie erstens beide reell
und haben sie verschiedene dritte Koordmaten a, und a,, so wihle
|ai—a,|

4 . . _
“Mengen Bp(a,) und Bp(a,). Dann ist die erste . eine Umgebung
fiir P,, die zweite eine Umgebung fiir P,, und die Annahme, dass
. diese Umgebungen einen Punkt Q gemein haben, fithrt sofort zu
einem Widerspruche. In der Tat, Q miisste dann - ein imaginirer
Punkt (x, y, i) sein, und es miissten die Ungleichungen
C(x—a))2t+yE< g
(x—a,)* + y? < ¢
gleichzeitig erfilllt sein, was aber infolge der Wahl von ¢ unmbg-

man ¢ = und betrachte dle oben unter 4. erklirten

" lich ist. Ist zweitens fiir die Punkte P, und P, die erwidhnte Vor-

-aussetzung nicht erfilllt, so gibt es wenigstens eine Menge B(a),
welche beide Punkte enthilt, und dann ist alles klar,

Ist M eine einfache Menge so folgt aus der ggtroﬁenen'
Umgebungserkldrung sofort, dass dieselbe dann und nur dann
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offen. ist, wenn ihre Bildmenge durch die entsprechende Abbildung
T (a) offen ist. Die 7 (a) sind also topologische Abbildungen, und
daraus ergibt sich weiter, dass die Mengen B(a) Gebiete sind.
Da diese Gebiete B(a) zusammen alle Punkte von R enthalten,
und da es Punkte gibt, nimlich alle imagindre Punkte, welche in
allen diesen Gebieten enthalten sind, so ist R zusammenhingend,
also eine zweidimersionale Mannigfaltigkeit.

Wir befrachten nun etwa die Punktmenge ('/s, '/2, a), wo a
alle reelle Werte annimmt. Diese Punktmenge ist nicht abzdhlbar
und hat doch keine Hdufungsstelle. Denn jedes Gebiet B (a) enthilt
von dieser Menge einen einzigen Punkt, mithin keinen H&ufungs-
punkt derselben, wihrend doch ein etwa vorhandener Hiufungs-
punkt in wenigstens einem dieser Gebiete enthalten sein miisste,
da sie die Mannigfaltigkeit volistindig iiberdecken. Damit ist
erwiesen, dass die Prorersche Mannigfaltigkeit nicht trianguliert

- werden kann.

§ 3.
Ein Hilfssatz iiber Tiangulierung.

Es soll nun gezeigt werden, dass jede zweidimensionale
Mannigfaltigkeit, die sich, anschaulich gesprochen, nicht ins Un-
_ abzihlbare erstreckt, trianguliert werden kann: wir werden dartun,

dass eine Triangulierung méglich ist, sobald das zweite Hausoorrr-
‘sche Axiom erflillt ist. Dieses verlangt die Existenz eines abzihl-
baren Umgebungssystems, und kann im vorliegenden Falle in der
folgenden, etwas bequemeren Form ausgesprochen werden:

Abzihlbarkeitsaxiom: Es existiert eine Folge, d. h,
eine abzdhlbare Menge, von Elementargebieten, welche die 2wei-
dimensionale Mannigfaltigkeit vollstindig tberdecken.

Im Falle der xy-Ebene bilden z. B. die Kreise mit rationalem
Halbmesser und rationalem Mittelpunkte eine derarlige Folge.
Uberhaupt ist fiir die Flichen, welche in der Topologie und
Funktionentheorie betrachiet werden, das Axiom erfiillt, _hingegen.
braucht es fiir eine aligemeine zweidimensionale Mannigfaltigkei
nicat erfiillt zu sein, wie dies aus dem Prurerschen Beispiel her-
vorgeht. Die Tatsache, dass die Triangulierbarkeit .eine Folge
dieses Axioms ist; ist allgemein bekannt, wurde aber nur fiir besondere
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Fille bewiesen.3) Wir fihren den Beweis ganz allgemein, wollen aber
gleich bemerken, dass fiir unsere Zwecke dieser Hilfssatz ganz
tiberfliissig ware, wenn wir uns auf einen topologisch vollstindig
durchgearbeiteten, mit Kreisscheiben operlerenden Beweis des Grenz—
kreistheorems berufen kdnnten.

Hilfssatz 2. /st R eine 2weidimensionale Manmgfaltlgketl'
Jiir welche das Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt ist, so kann dieselbe
trianguliert werden. o :

Es sei uns gestattet, wegen der genauen Definition der
Triangulierung den Leser auf das Wevische Buch zu verweisen
und sofort mit dem Beweise von' Hilfssatz 2 zu beginnen. Nach
Vorausselzung gibt es .eine Folge E, E,, ..., E,, ... von Elemen-
targebleten welche die Mannigfaltigkeit volistindig {iberdecken.
Wir bezeichnen eine Punktmenge, welche ganz in einem gewissen -
Elementargebiete E enthalten ist und bei der topologischen Ab-
" bildung von E auf das Innere des Einheitskreises als eine geschlos-

sene Jordankurve nebst Innengebiet erscheint, als einen Jorpanschen
Bereich. Dann kénnen wir zunichst behaupten, dass die Mannig-
faltigkeit auch durch eine Folge von Joroanschen Bereichen iiber-
deckt werden kann, und zwar so, dass jeder Punkt in werigstens
einem Bereiche als innerer Punkt - auftritt. In der Tat, flir ein
einzelnes Elementargebiet E, folgt dies aus der Tatsache, dass
das Innere des Einheitskreises durch abzdhlbar viele Kreisscheiben
iiberdeckt werden kann. Nachdem wir fiir jedes E, eine dasselbe
iiberdeckende Folge von Jorpanschen Bereichen hergestellt haben,
erhalten wir durch " Vereinigung dieser -abzdhlbar vielen Folgen
eine Folge, durch welche nunmehr die ganze Manmgfalhgkext
- liberdeckt wird. Wir behaupten nun das folgende
Lemma. Es existiert auch eine die ganze Mannigfaltigkeit
iiberdeckende Folge von Jorpanschen. Bereichen, bei welcher die
Randkurven von zwei verschiedenen Bereichen hochslens endhch a
viele Punkte gemein haben. R
Wir wollen sofort angeben, wie man unter Zugrundelegung
einer derartigen Folge eine Triangulierung herstellen kann. Zunichst
konstruieren wir eine Polygonteilung der Mannigfaltigkeit. Es seien
B, B, ..., B, ... die Bereiche der Folge. Als Polygon =" erkldren
wir B, selbst. Der Voraussetzung zufolge wird B, durch die Rand-

3) WEyL, Die. Idee der Riemannschen Fliche, S. 32. — H. KNESER,
Reguldre Kurvenscharen auf den Ringfldchen, Math. Annalen 91, S. 137—139.
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kurve von B, in endlich viele, endlich vielfach zusammenhangende,
Polygone zerlegt; diejenigen dieser Polygone, welche ins Innere
von B, nicht eindringen, bezeichnen wir mit n{?, n®, ..., 7. All-
gemein wird B, durch die Randkurven von B,, B.z,...,B,,_, in
.endlich viele, endlich vielfach zusammenhingende, Polygone zerlegt,
von welchen wir nur diejenige beibehalten, welche nidit ins Innere
von B, By, ..., B, eindringen; es seien n{”, a{”, ..., n{™ diese .

Polygone. Dann haben keine zwei der schrittweise erklarten Polygone
= innere Punkte gemein, jeder Punkt ist in wenigstens einem derselben
als innerer oder Randpunkt enthalten, und schliesslich gibt es zu jedem
Punkte eine Umgebung, in welche nur endlich viele Polygone eindrin-
gen. Es wird wohl geniigen, die dritte Beha'uptung genauer zu betrach-
ten. Sei also P der fragliche Punkt; in der Folge B,, B,, ... gibt es
>dann einen Bereich B, welcher P im Innern enthdlt, es kommen
also nur Polygone mit einem oberen Zeiger < m in Betracht, denn
die iibrigen konnen hach ihrer Erkldrung ins Innere von B,, nicht
eindringen. Es gibt aber nur endlich viele Polygone mit oberem
Zeiger < m, womit die Behauptung erwiesen ist. Durch geeignete
Unterteilung erhalten wir nunmehr aus dieser Polygonteilung ohne
Schwierigkeit eine Triangulierung.

Wir miissen nunmehr das Lemma begrunden 4) Zu dem
Ende gehen wir von irgendeiner Folge B,, B, ... aus, welche die
Mannigfaltigkeit vollstindig iiberdeckt. Ist Bj, ein Jordanscher Be-
reich, welcher B, enthilt, so wird die Folge B}, B:,.. . die Mannig-
faltigkeit a fortiori vollstdndig iberdecken. Wir werden die Bereiche

. B, so zu bestimmen suchen, dass die Folge dleser Bereiche
ausserdem der im Lemma ausgesprochenen Bedmgung geniigt.

Als B} kénnen wir B, selbst widhlen. Wir wollen gleich
annehmen, es seien bereits B, B;. ., By_1 so bestimmt, dass B,
in B,,... B, in -B;_, enthalten lst und dass die Randkurven
dieser n—1 Bereiche paarweise hodchstens endlich viele Punkte
gemein haben. Es muss nun B, so gewdhlt werden, dass diese -
Aussagen fiir die n Bereiche B;, B;,. . ., B}, giiltig bleiben. Um die .

4) Fiir RiemanNsche Flichen ist das Lemma selbstverstindlich. Auf
einer solchen kann man ndmlich analytische Kurven erkliren, wobei der Satz
bestehen bleibt, dass zwei verschiedene einfache geschlossene analyfische
Kurven hachstens endlich viele Schnittpunkte haben. Da aber sich die rein
topolegische Durchfiihrung iiber Erwarten elementar erwies, so ziehe |ch vor,
dieselbe mitzuteilen.
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folgenden Uberlegungen moglichst iibersichtlich zu gestalten; fiihren
~'wir die folgenden Bezeichnungen ein. Einen Punkt, welcher fiir
mehr als einen der Bereiche Bj,..., B,_, Randpunkt ist, nennen
wir einen Kreuzungspunkt. Mit M,,_, bezeichnen wir die Menge
der Randpunkte dieser n—1 .Bereiche. Sind schliesslich P und Q
irgend zwei Punkte, so soll jeder einfache Jordanbogen, welcher -
P und Q verbindet und mit M,_, hdchstens: endlich viele Punkte
gemein hat, als ein erlaubter  Weg bezeichnet werden. Dann gelten
zundchst die folgenden Tatsachen :
a) Sind Py, P, ..., P, gegebene Punkte und /,1,.. .,Ik er-
laubte Wege, wobei /; die Punkte P, und P,...,1, die Punkte

. Py, und P, verbindet, so gibt es einen erlaubten Weg I, welcher

P, und P, verbindet und nur aus solchen Punkten besteht, welche
wenigstens einem der Bbgen Ll o 1y angehﬁren

~b) Ist P ein Punkt von M,,_,, wobe1 P kein Kreuzungspunkt
sein mbge, so ist im Punkte P die Punktmenge M,_, unbewallt
im folgenden Sinne: ist U eine beliebige Umgebung von P, so
gibt es eine weitere Umgebung V von P, so dass irgend zwei
Punkte Q,, Q, von V durch einen ganz in U verlaufenden erlaubten
Weg verbunden werden kdnnen.
_ ¢) Ist G ein Gebiet, welches keinen Kreuzungspunkt enthalt, -
'so kdonnen irgend zwei Punkte von G durch einen ganz in G
verlaufenden erlaubten Weg verbunden werden.

Die Behauptung b) ist eine unmittelbare Folge der Unbe-
walltheit der Jordankurve. Zu a) bemetke man, dass es geniigt,
den Fall k=2 zu betrachten. Sei Q der Punkt, in wélchem beim
Durchlaufen von /, in der Richtung von P, nach P, der Bogen /,
zum ersten Male getroffen wird. Dann bilden der Teilbogen P, Q
von /, und der Teilbogen QP. von /, einen Weg mit den verlangten
Eigenschaften. Endlich ist ¢) eine unmittelbare Folge aus a) und
b). Man sieht namlich, dass nach &) zu jedem Punkte P von G
‘insbesondere eine Umgebung gehdrt, so dass jeder. Punkt dieser
Umgebung mit P durch einen erlaubten Weg innerhalb G ver-
bunden werden kann. Nach Hilfssatz 1, § 1 konnen dann irgend .
zwei Punkte von G durch eine endhche Kette derartiger Umge-

bungen verbunden werden, und dann folgt ¢) aus a).-
' ' Nachdem dies alles festgestellt ist, kehren wir zu unserer
Aufgabe, zur Bestimmung des Bereiches Bj, zuriick. Sei E, ein
Elementargeblet welches den Bereich B, im Innern enthdlt. Wir

8
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bilden E, topologisch auf das Innere des Einheitskreises ab, wobei
der Rand von B, als eine einfache geschlossene Jorbankurve Cj
erscheint. Da es nur endlich viele Kreuzungspunkte gibt, so kbnnen
wir- im Einheitskreise einen konzentrischen Kreis K derart an-
nehmen, dass C) innerhalb K liegt, und dass der Kreisring
zwischen K und dem Einheitskreise das. Bild eines Gebietes G
sei, welches keinen Kreuzungspunkt enthdlt. Unsere Aufgabe wird
dann geldst sein, wenn es uns_gelingt, in diesem Kreisringe eine
einfache geschlossene Jorpankurve anzugeben, welche K im Innern
enthdlt und mit einer gewissen nirgends dichten, unbewaliten
Punktmenge, welche das Bild einer gewissen Teilmenge von M,,_,
ist, hochstens endlich viele Punkte gemein hat. "Dies bietet nun-
mehr keine Schwierigkeit. Da die erwdhnte Punktmenge nirgends
dicht ist, so konnen wir im Kreisringe zwei Punkie P,-Q so
annehmen, dass es je eine Umgebung derselben gibt, die frei von
dieser Punktmenge sind, und dass ausserdem. die beiden durch
diese Punkte .gehenden Radien verschieden sind. Diese Radien
- zerlegen den Kreisring in zwei viereckige Gebiete D, und D, Wir
k6nnen dann in D, zwei Punkte P,, Q. so annehmen, dass die
Strecken PP, QQ, erlaubte Wege sind. Auf Grund von ¢) kdnnen
wir weiter P, und Q, innerhalb D, durch einen erlaubten Weg
I, verbinden, und nach a) kbnnen wir dann aus den Strecken
PP, QQ, und aus /, einen erlaubten Weg /, von P nach Q zu-
sammensetzen, welcher von den Punkten P und Q selbst abge
sehen ganz in ‘D, enthalten ist. Ebenso erhalten wir einen erlaubten
Weg'l_z, welcher P und Q innerhalb D, verbindet. Die Bogen A
‘und /, bilden dann zusammen eine Jorpankurve, welche unsere -
Aufgabe I6st. ' '

Damit ist erwiesen, dass die Bereiche B;, schrittweise so
bestimmt werden konnen, dass eine durch das Lemma geforderte
Folge zustande kommt, und der Bewels von Hilfssatz 2 ist beendigt.

. §4
Beweis des Satzes von der Tnanguherbarkelt
dér Riemannschen Fliche.

Wir haben nun dié 'RIEMA\'NSChe Fliche zu erkldren. Indem
wir aus Zweckmassxgkeltsgrunden dle von Herrn WevL entwickelte
funktionentheoretische Fassung durch eine rein geometrische er-
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setzen, ﬂiﬁren wir zundchst den Begriff der konformen Abbildung
im Kleinen ein. Sei R eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit,
$ U} ein- bestimmtes Umgebungssystem, wobei jede Umgebung des
Systems Elementargebiet sein soll. Fiir jede Umgebung des Sys-
tems sei ferner eine bestimmte topologische Abbildung 7 [U] auf
-.das Innere. des Einheitskreises mitgegeben. Diese Abbildungen
sollen im folgenden Verhdltnis zueinander stehen.

Bedingung der Konformitidt Ist G ein Gebiet, wel-
ches gleichzeitig in den Umgebungen U, und U, enthalten ist
und sind Gi, G; die Bildgebiete von G bei den Abbildungen
T[U], T[U,], so ist T[U,J"' T[U,] eine im iiblichen Sinne
direkt, d. h. ohne Umlegung der Winkel, konforme Abbildung von
G! auf G)

Ist die Bedingung der Konformitit erfiillt, so wollen wir -
sagen, das System } U} und die mitgegebenen Abbildungen T [U]
bestimmen eine konforme Abbildung im Kleinen der Mannigfaltig-
keit. Wie man sieht, sind die Abbildungen 7 /U] nicht unabhdngig
voneinander, andererseits sind sie durch die Mannigfaltigkeit offen-
bar nicht eindeutig bestimmt. Eine unmittelbar sich darbietende
Fragestellung ist die, ob es.denn. mdglich-sei, fiir jede beliebige
zweidimensionale Mannigfaltigkeit eine konforme Abbildung im
Kleinen zu erkldren. Aus unseren Entwicklungen wird gerade
hervorgehen, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, weil
namlich ‘aus der Annahme dieser Moglichkeit auf die Triangulier-
barkeit der Mannigfaltigkeit geschlossen werden kann.

Die Definition, die wir nunmehr fiir die Riemannsche Fliche

_ geben werden, weicht von der WevLschen zundchst in ihrer geo-
metrischen Fassung ab, was unwesentlich ist. Der wesentliche
Unterschied wird aber darin bestehen, dass wir in die Deﬁmhon
keine Abzihibarkeitseigenschaft aufnehmen.

‘Erkldrung der Riemannschen Fliche Eme Riemann-
sche Flache ist der Inbegriff einer zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit und einer besttmmten konformen Abblldung im Klemen der-
selben.

Zur Erlauterung mdgen hler einige weitere Begriffsbildungen
angefithrt werden. Wenn fiir- eine Mannigfaltigkeit R auf zwei
verschiedene Arten konforme Abbildungen im Kleinen erklirt sind,
so enistehen zwei- kollokale:'Riemannsche Flichen, und es handelt
sich dann -darum, ein Kriterium fiir die Identitit derselben anzu-

81
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geben. Zu dem Ende vereinigen wir die beiden verwendeten'
Umgebungssysteme ; wir erhalten dann wieder ein Umgebungs-’
system, und wenn. fir dieses unter Beibehaltung. der urspriinglich
_mitgegebenen Abbildungen die Bedingung der Konformitit erfiillt
ist, dann und nur dann sollen die beiden Riemannschen Flichen.
als. identisch gelten. Sind weiter R und R’ zwei Riemannsche
Flachen und ist & eine topologische Abbildung R—R’, so muss
bestimmt werden, unter welchen Umstinden diese Abbildung kon-
form' heissen soll. Wenn } U} das - bei der Bestimmung von R
verwendele Umgebungssystem bezeichnet, so entspricht demselben
vermbge 2 ein . Umgebungssystem ‘Ul auf R, und -indem wir
jeder solchen Umgebung .U’ die Abbnldung I-'T[U] zuordnen,
erhalten wir eine konforme Abbildung im Kleinen fiir R’. Es ent-
steht. auf diese Weise eine neue, mit R’ kollokale Riemaxnsche
'FlacheR dann und nur dann, wenn im bereits erklarten Sinne R =R
‘ist, nennen wir 3 eine konforme Abbildung von Rauf R. Man stelit
-sofort fest, dass fiir die-konformen Abbildungen die Gruppeneigen-
schaften bestehen die inverse Abbildung einer konformen Abbildung
- ist wieder konform, und durch Zusammensetzung konformer Abbil-
dungen erhdlt man wieder konforme Abbiildungen. — Ist G ein
Teilgebiet ‘einer Riemannschen Fliche, so wird fiir G eine kon-
forme Abbildung im Kleinen auf die folgende. Weise emdeutlg
festgelegt. Diejenigen Umgebungen des bei der Erklirung der
Riemannschen Fliche verwendefen Systems, die in G enthalten sind
bilden ein Umgebungssystem fir G, und unter Beibehaltung der
Abbildungen T [U] erhalten wir eine konforme Abbildung im
Kleinen fiir G. Wir setzen nun_ein fiir allemal fest, dass die Teil-

. gebiete einer Riemannschen Fiiche immer. in diesem Sinne als.

Riemannsche Flichen aufgefasst werden sollen.

Auf die Riemannsche Fliche, wie. dieselbe hier erklart Wurd‘é,.
konnen: wir nun im Kleinen alle Sitze der Funktionentheorie an-‘

wenden, im Grossen aber keineswegs, eben deswegen weil wir

keine Abzihlbarkeitseigenschaften vorausgesetzt haben. Wir miissen
uns dies bei den folgenden Uberlegungen woh! gegenwirtig halten,
wenn wir nicht in einen Zirkelschluss verfallen wollen.__

Ist R eine Riemannsche.Fliche im Sinne unserer Erkldrung,
so-ist dieselbe im ‘Grossen vorldufig unzuginglich. Wir werden
aber in der Folge mit solchen Teilgebieten operieren, welche durch
eine Folge von Elementargebieten {iberdeckt werden konnen; wir
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‘wollen - solche Tellgeblete als. ﬁbersm‘zthdze Geb:ete bezeichnen.
Ein iibersichtliches Gebiet kann’ nach § 3, Hilfssatz 2, trianguliert .
werden, ist demnach eine Riemannsche Fliche im WeyiLschen Sinne,
auf welche also alle Resultate der Funktionentheorie angeweridet
-werden diirfen.t) Fiir uns kommen hier die fundamentalen Ergeb-
nisse der Umformuterungstheorteﬁ) in Betracht. Es ist nicht moglich, -
auf dieselbe an dieser Stelle genauer einzugehen, es wire aber
auch ganz iiberfliissig, da beispielsweise im Wevischen Buche der -

Leser alles Notige .in musterhafter Darstellung beisammen hat. Es -

sei uns also gestattet, sofort die Folgerungen- anzugeben, die wir _
aus dem Hauptsatze der Umformmerungstheone dem Grenzkrels-.. :
theorem, ziehen werden. ~ - . T

- Wir wihlen auf der RlEMANNSChCﬂ Flache R einen festen' :

Punkt O und bezelchnen mit. A die Menge der tibersichtlichen -
Gebiete, welche diesen Punkt enthalten. Die wesentliche Leistung
des Grenzkrelstheorems wnrd nun darin bestehen, dass es uns die
- Mittel an die Hand ‘gibt; um die ‘Gebiete von A in ‘Bezug auf
ihre ‘Grosse mitéinander vergleichen zu konnen. Wir werden nam-"
lich folgendes zeigen. Jedem - Gebiete G von A kann man in
emdeuhger Weise eine positive Zahl R(G), welche auch unendlich -
‘sein kann, zuordnen derart dass fiir dlese Zuordnung d1e bexden

. QGesetze gelten:
n I. Ist G ein Gebiet von. A welches eine voHe Umgebung';
. irgendeines Punktés frei ldsst, so ist R(G) endlich. :
. Il Ist G ein Gebiet von A, fiir welches R(G) “endlich -ist, -
© so ist flir jedes Teilgebiet G. von G die zugeordnete Zahl R(G)
ebenfalls endlich und es ist R(G)<R(G) Das Gleichheitszeichen -
gilt indessen dann und nur dann wenn das Teilgebiet G zdentlsdzl-

nut G ist. 7)

") Es sel hier daran ermnert dass beim Beweise des Grenzkreistheorems
im Weyrschen Buche keine Regulaxxlatsvoraussetzungen iiber die Einteilungs- .
" linien .der Triangulierung gemacht werden, im Gegensatze zu den funktionen-
‘theoretischen Beweisen, wo derartige Voraussetzungen notig sind, um die
Ausfiihrbarkeit gewnsser Heftungsprozesse zu sichern. Es wiirde iibrigens keine
qchwnengkent bieten, eme auch bei dnesen Beweisen brauchbare Triangulierung -
herzustellen, :
' 6) Wegeu der Litteratur verwelsen wir den Leser auf die Enzyklopadne-
Artikel : L, BieBErBACH, Neuere Unlersuchungen iiber Funktionen von komp-
lexen Variablen, 1l C 4, und L. Licutexstein, Neuere Enlw:cklung der Poten-
tialtheorie. Konforme Abbildung. 1l C 3. .

~7) Gerade dieser Zusatz w1rd den Bewels ermoghchen
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. Es folgt nun ganz allgemein, sobald fiir eine zweidimensio-
nale Mannigfaltigkeit eine derartige Gebielsmessung eingefihrt
werden kann, die Triangulierbarkeit derselben, Wir wollen diesen
einfachen Gedankengang gleich durchftihren, und erst dann die
‘noch ausstehenden, ebenfalls sehr einfachen funktlonentheorehschen
Uberlegungen nachholen.

Wir nehmen auf R einen Jorpanschen Bereich B, welcher
den Punkt O nicht enthdlt, bezeichnen mit A die Menge der
Gebiete von A, welche mit B keinen Punkt gemein haben, und
schliessen dann aus I, dass ftir jedes Gebiet G von A die Zahl
R (G) endlich ist. Wir behaupten weiter: die obere Grenze der
Zahlen R(G), ftir alle Gebiete G in A, ist ebenfails-endlich. Wire
dies nicht der Fall, so konnten wir aus A eine Gebietsfolge
G, Gy, ..., G,,... herausgreifen, fiir welche R(G,)—>oo.Durch Verei-
nigung dieser abzdhlbar vielen tibersichtlichen Gebiete erhalten wir
offenbar wieder ein Gebiet G in A, und nach Il muss R(G) > R(G,)
sein fiir jeden Wert von n. Es konnte also R(G) nicht endlich sein,
im Widerspruche mit 1. Bezeichnen wir nun die obere Grenze
der Zahlen R(G), fir alle G in A, mit g, so ergibt sich gleich,
dass in" A ein Maximalgebiet G vorhanden ist, fiir welches R(G)=¢
ist. Denn 1edenfalls kdnnen wir aus A eine Gebletsfolge G, G,,...
herausgreifen, so dass R(G,)—> o. Durch Vereinigung dieser ab-
zihlbar vielen Gebiete erhalten wir ein Gebiet G von A, fiir welches
aus 1 die Beziehung R(G,)< R(G), aus der Definition von ¢ .
hingegen R(G)<o folgl. Wegen R(G.)—e¢ muss hiernach
R(G)=¢ sein. | o

Dieses Maximalgebiet von A muss nun identisch sein mit
dem Gebiete R, welches aus R durch Entfernung der Punkte des
Jorpanschen Bereiches B entsteht. Sonst wiirde G wenigstens einen
Randpunkt P in R haben. Indem wir G mit einem in R enthal-
tenen, den Punkt P. enthaltenden -Elementargebiete vereinigen,
erhalten wir-ein Gebiet G* von A, welches das Maximalgebiet G
als echtes Teilgebiet enthdlt. Nach II muss dann R(G*) > R(G).
sein, im Widerspruche mit der Maximaleigenschaft von G. Damit
ist erwiesen, dass das Gebiet R, welches aus R durch Entfernung
der Punkte des Joroanschen Bereiches B entsteht, iibersichtlich
ist, mithin durch eine Folge E, E,,... von Elementargebieten
iiberdeckt werden kann. Nehmen wir noch ein Elementargebiet E,
hinzu, welches B im Innern enthilt, so wird die Folge E,, E,, E,, ... .
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nunmehr die ganze Mannigfaltigkeit R iiberdecken, und diese ist
also nach Hilfssatz 2, § 3 triangulierbar, wie es behiuptet wurde.

Wir miissen noch zeigen, dass aus dem Vorhandensein einer
konformen Abbildung im Kleinen die Moglichkeit einer Gebiets-
messung im obigen Sinne folgt Wir nehmen eine Umgebung U
von O, welche eine konforme Abbildung auf das Innere des
Einheitskreises gestattet; diese Abbildung kann dann auch so ge-
wihlt werden, dass dem Punkte O der Nullpunkt entspricht. Durch
diese Abbildung wird fiir den Punkt O eine Ortsuniformisierende
erklart, die nunmehr festgehalten werden soll. Ist G ein fiber-
-sichtliches Gebiet, welches den Punkt O enthdlt, so gilt fiir das- .
selbe das Grenzkreistheorem. Die Fundamentalabbildung von G
erfolgt dann entweder-auf die Vollebene, oder auf die endliche
Ebene, oder schliesslich auf das Innere eines endlichen Kreises.
Dem Gebiete G ordnen wir in den beiden ersteren Fillen den
Wert - co zu. Im letzteren Falle normieren wir die Abbildung so, dass
die Uniformisierende einén Zweig, den Hauptzweig, hat, welcher
in O verschwindet und ‘dort eine Ableitung gleich - 1 nach der
Ortsuniformisierenden besitzt, Es ergibt sich dann ein ganz be-
stimmter Bildkreis, und der Halbmesser desselben wird als die
Zahl R(G) erklart. Es ist dann zu- zeigen, dass die Gesetze 1|
und Il fiir diese Zuordnung erfiillt sind. Man erkennt sofort, dass
diese Gesetze bioss. eine etwas genauere Fassung der Unititssitze
- der Uniformisierungstheorie darstellen. Wir wollen die Beweise
dennoch durchfiihren, um die einfachsten funktionentheoretischen
Griinde unseres Hauptsatzes beisammen zu haben.

Ad 1. Sei P ein solcher Punkt, welcher eine Umgebung U(P)
hat, in welcher kein Punkt von G liegt. Nach Hilfssatz 1, § 1
konnen wir die Punkte O und P durch eine Kette von endlich
vielen Elementargebieten verbinden. Indem wir diese Elementar-
gebiete mit G vereinigen, erhalten wir ein fibersichtliches Gebiet
G, welches G als Teilgebiet enthilt,” wob¢i eine gewisse in G
enthaltene Umgebung des Punktes P frei von G ist Wir bestimmen
nun eine Uniformisierende f von G. Sollte die Fundamentalabbil-
dung von G auf die Vollebene erfolgen, so konnen und wollen
wir es so einrichten, dass f gerade im Punkte P unendlich wird
Wir gehen nun von einem Zweige von f im Punkte P aus, und
beschrinken die analytischen Fortsetzungen dieses Zweiges auf
das Teilgebiet G von G. Ist dann f eine Uniformisierende fiir G,
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so entsteht durch diese analytische Fortsetzung eine eindeutige
analytische Funktion f(f), die alle Werte auslisst, welche f in der
von G freien Umgebung des Punktes P annimmt. Bedeutet also_
@ einen der Werte von f in.P, so wird die Funktion

.
- fh—a

beschrdnkt sein (falls « unendlich ist, kann man die Funktnon fn-
selbst betrachten). Wenn nun die Fundamentalabbildung von G nicht
auf das Innere eines endlichen Kreises erfolgen wiirde, so wire.
diese Funktion regular fir jeden endlichen Wert von f, also nach

dem LiouviLLeschen” Satze konstant, was widersinnig ist. 3

Ad II. Soviel sieht man sofort, dass die Fundamentalabbildung
von G nicht auf die Vollebene erfolgen kann. In diesem Falle
wire namlich G geschlossen, konnte also keinen Randpunkt haben,
und miisste mit G identisch sein, wihrend nach Voraussetzung
R(G) endlich ist.

Es seien nun f und f die im Punkb o normlerten Unifor-
misierenden .der Gebiete G und G, und sei K das Bildgebiet von
.G. in der komplexen .f-Ebene. Dabei ist also K entweder die ganze
endliche Ebene, oder aber das Innere eines. Kreises um den Null- -
punkt mit dem endlichen Radius R(G). Wir beschrinken wieder -
die analytischen Fortsetzungen des Hauptzweiges von f auf das
Teilgebiet G von G, und erhalten eine in K regulire eindeutige
Funktion f(f). Da diese in K dem absoluten _Betrage nach Kleiner
‘als die nach Voraussetzung endliche Zahl R(G) bleibt, so kann
- K nicht die ganze endliche Ebene sein, denn aus dem LiouviLie- -
schen Satze wiirde dann folgen; dass f(f) konstant ist, was nicht
der Fall sein kann. Die Zahl R(G) ist hiernach endlich. Da nun.
" f(P im Kreise .K absolut kleiner als. R(G) bleibt, im Nulipunkte
verschwindet und dort - die Ablentung -+ 1 hat, so folgt aus dem .
Scuwarzschen Lemma, dass!R(G)<R(G) ist, mit dem Zusatze,
dass das Gleichheitszeichen dann und nur dann gelten kann, wenn
f()=f ist: In diesem Falle schliessen’ wir wie folgt weiter. Da .
- f()=f sein soll, so nimmt. f(f) in 'K alle Werte mit_einem ab-
soluten Betrage kleiner als R(G) R(G) an. Ist nun'G ein echtes
~Teilgebiet von G, -so gibt es wenigstens einen Punkt P in G
" welcher nicht in G emhalten ist. Bedeutet «.einen den Werte
vonf in P, so ist |a!<R(G) und f nimmtin G den Wert a
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nicht an. Es kann also das Glenchheﬂszexchen nicht gelten ‘wenn
G echies_Teilgebiet von G ist.?) - '

Damit sind die Gesetze l und II verifiziert, und unser - Be-
weis ist zu Ende. o

Szeged, den 10. Jénner 1925.

. . 8) Die Voraussetzung, dass R(G) endlich ist, ist wescntlich. Sei niim-
- lich G die ganze endliche Ebene, und G entstehe durch - Punktierung von G
“ im Nullpunkte. Dann ist G echtes- Teilgebiet von G, und fiir beide Gebiete-
erfolgt die Fundamentalabbildung auf die ganze endliche Ebene. Dieser Um-
- stand machte auch die Vorsichtsmassregel der Emfuhrung von B beim Be-
weise des Haupl atzes nohg



