Ein neuer Bewens des quadratnschen
Reziprocitdtssatzes.

Von LADISLAUS Reper in” Budapest.

_ -Den nachfolgenden Beweis des quadratischen Reziprocitats-
satzes mdchte in verdffentlichen, da dieser sich von den bekannten
" meines- Wissens principiell unterscheidet. Wir konnten. alle Paare
(P, q) der ungeraden Primzahlen gleichzeitig behandeln, doch wollen
wir den Fall p=q =3 (mod. 4) vorausschicken, da er besonders
interressant. ist und auch den Bewels des aligemeinen Falles be-
leuchtet. : .
- 1% Es seien p,q verschledene ungerade Prlmzahlen und

p=4q=3 (mod. 4). Es sei (—g—) das Symbol von LEGENDRE und

V (%) =0, wenn &EO (mod. p). Es ~bedeute N, die’ Anzah} der
.mod. pq quadratischen Reste in der ersten Halite. des' kieinsten
mchtnegattven Restsystems von pg. Dann hat man:
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wo (pq) anstatt Pq— gesetzt ist und der Strict neben I die.

2
~ Auslassung der zu pq nicht relativ primen Werte b_edeulet.
Fiir die in der Rede ‘stehenden Summationswerte hat man

51 —————( Jfg)=o.mfze=t)-

. -l ,‘i q—l 4 .* l ————
= :—( und —-|==0. Es ist also:
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Man sieht leicht, dass
1

i’(-;,—)f"z’(,,) E( 1) g(%) »

Des erste Glied der rechten Seite :

2 (%)=.,=.(%)'

. . a+tp . -
da (pg) = Pq 5 ! zp (mod p) wegen' gﬂ(%): 0, das
q

- zwelte Glied ist gleich Null, das dritte ist offenbar das (;) fache -

M»\i

Jdes ersten. Man hat also, wenn, man das dntte Glied so umgeformt ’
hat, wie das zweite :

__:(p—-l)(q»—l). 1—(%)9‘:11(;) —() '1( ))

‘Die hier auftretende beide Summen sind’ ungerade Zahlen da so
‘p;l wie _q_—_z—_l-_ gnge_rade csind. - Mit mpq st also auch
1—(9) 11— (=
-y =), =)
8 4 T a
1st der Satz fiir den jetzt behandenen Fall' bewiesen. %)
2°, Es sei p, g ein beliebiges Paar der verschiedenen Prim-
‘zahlen (wir wollen also den vorher behandelten Fall nicht aus-
p__
20

eine ganze Zahl und damxt

schiliessen). ‘Es sei

- eine ungerade Zahl, g eine primitive

1) Auf diese Formel ‘bzw. auf ihre Verallgememerung gedenke ich an .
anderer Stelle zurilckzukommen.

%) Es sel ndmlich der zuletzt vorgekommene Ausdruck eine ganze Zah!

also

- —1)4(‘7__]) — (mod. 2). Quadnert man die rechte Seita

: o .
(es ist a2=a (mod. 2)), formt man die linke' Seite nach XE;—-‘:,()i)_
(mod. 2) unﬁ und multipliziert man mit, 2, so bekommt man :

S () () e o (5)6)- |

p 1 q— .
_(—l) E Dlese ist die gevohnllche Form des quadratlschen Reznpro—

zititssatzes.
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Wurzel der Kongruenzgleichung- x»~'=1 (mod. p) und c. eine
(komplexe) primitive' Einhe’itswurzel 2¢-ten Grades. Wir definieren -

das Symbol [

fur ]ede razionale ganze Zahla folgendermassen

Es sei

;l =2 wo g4 =a (mod.p), wenn aEFO (mod.

- - N e e—1 .

p)und [p_al___o_ Dann gilt: l—a— [i |92 und [f—] =
Lp. | plpl P, P )

= (-1 = (—;—) Ubrigens hat man [—%J =1 dann und nur

. dann, wenn -a ein Potenzwert 2°-ten Grades ist. o

Als e, g, @ 'zu p gehoren, so sollen f, h, # zu ¢q gehoren.

‘Das Zahlenpaar ( a

%D werden wir den. Karakter von
-a nennen ' ’

Bedeutet .n%:$ die Anzahl der Zahlen mit dem Karakter (a-',' 4

#7°) in der -ersten Hélfle des kleinsten mchmegatlven Restsystems -

der Zahl pg, so sieht man leicht, dass ' ‘

)V) —-

| ni::‘='m2q" (zli (« [% )'(2, E<ﬁ~

i=1 u=0

’—-1 ’—1 . (Pq)’ i M_.i_,v
=z s e S 5[g

uOv =0

(1)

Abgecehen vom Falle u:v_—o gibt es immer eine ratlo-_
nale ganze Zahl ¢, die zu pg. relauv pnm ist und fr welche

el

- =1 (mod. g)) und also in diesem Falle a_~

v

/$1 (z. B. wenn u*O so wihle man c——~g(mod p)

" ‘denn die Summe dndert s:ch nicht, wenn man ci an Stel]e von i

" setzt, “wihrend sie sich mit y mult lplmert Ferner hat ‘man in
dlesem Falle:

qu

0o | lal iy @9 -
ol __l_" p‘I“" _
a,,_.%. 7 7 TE p g .
I - N
= (1 (=) u+v)2 7 'f“?o- - (B).
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In dem Ausdrucke (1) von nf2 verschwindén -also die Gilieder,
die zu einem solchen Indizespaare (u,v) gehdren, bel dem g+ v
gerade und von Null verschxeden ist. Folghch :
. 'J"
H=0 v==9 “ -1 7 ’
* (n-+v ungerade)

Nun summiere- man nach.r von O bis 2¢~'-—1 und nach s
~ von 0 bis 2'—1, dann verschwinden wegen der Summation nach
~r und s, nach-einer bekannten Eigenschaft "der Einheitswurzeln,
die Glieder, die zu einem solchen Irdicespaare (u, v) gehoren, bei
dem entweder p geradé und 0, oder » gerade und :FO; es
"._konnen ‘also nur Glieder mit den Indices (0, 1) ©,3),...; (1,0),
- (3,0), ... bleiben, also .
| __93__1>3<fz_1>+
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Npg=23Np 5=
‘ i W BT L T T e
ey XX @Y ‘ +(.. ),
T om1or-o’ s -0 i=1

) Co (u ungerade) -

'Wo (...) das bedeutet, was man aus dem ihn vorhergehenden
Gliede enthdlt, wenn. man statt p und statt die zu p gehongen
Zahlen bzw..q und die zu.gq gehorigen Zahlen schreibt.

Vollfuhrt man die Summation nach s, formt man die Summe

atp [ .- u
nachtso um, wie im vorigen- Paragraphen bei (A), [N. b. > ;]———0
ergibt sich so, wie bei (B)) so bekommt man: '
SISl
u=t r-o
(u ungerade -

cica4
Man volifiihre dle Summation nach 7, (Riicksicht genommen

auf ¢**7'= —1), setzen wir ind. ¢ =1x, also 9

;—12 —1

_=D=D ;1
g s s 1o

= 0*, SO ‘bekommt

man:
p=

(p—l)(q—l) Salax
Mpg =T +2.,§ — ,E +(..,)._
(u ungerade) -

Es bedeute a, bzw. a,, die Anzahl derjenigen Zahlen a m'

pz -bzw p—;l .. .,p 1, furwelche‘;

= ™
== (™,

der Folge 1,
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so” ist:
- 1

— l p 29_. ..
E [_ = E Om apm_a)
i=1 p. ., m=0 .

Setzt man das in die vorige Formel ein und fiihrt man im
so erhaltenen Ausdrucke die Division aus, so bekommt man:

et 21

Mpq = (P—'l)(q—l)_{_za SSS a, alrtmut(, ).

r=0 m=0 u=1
u ungerade
Hler ist das Glied mit dem Indizespaare (r, m) gleich Null,
abgesehen vom- Falle, als 2°~' in r + m aufgeht; diese letzte Be-
dingung ordnet zu einem jeden r zwei Werte —-m,, m, | 2°~' —
von m zu, und so bekommen wir nach der Summatlon nach u:

f'lpq' (p I)S(q E (ea -+ 7]0,,,'_4_0" l) + ( )

wo & n= 1 1. Da n,, eine ganze Zahl'ist, $0 steht an der rechtenA
Seite eine ganze Zahl auch dann, wenn man. &= 7= 1 setzt. Der
Summand ist dann-nach der dritten Fussnote ersichtlich eine
.ungerade Zahl es ist also : :

(p—1) ( l)(q l)+ +( )

S ' : : . 1— l)
. _ ]_(__ ]‘)x — ]_(__l)l d..ﬂ . (p
eine ganze Zahl. Da x= 2 =y =3

(mod. 2), so ist

' (L —(2)
o—ne-n =G -
- - 8 © 4 T4 :
ganz, woraus der Satz folgt, nach der zweiten Fussnote.

'3) Offenbar ist dm + G .gléich der AnAzahl derjenigen Glieder in- der

'-Folge 1,...,p—1, fiir Welchen [_‘_7_] =am; d. h. G + am :pz%l Ander-

. seits ist am == 42e-1, da [ul _-—[ ]—— s~ ’[—], es ist also

am +a.,,+ze—' =2 el‘ eine ungerade Zahl.




