Bemerkung iiber die Differentialgleichungen
zweidimensionaler Variationsprobleme.

Von Tisor RApé in Szeged, Ungarn.

1. In dieser Theorie unterscheidet man bekanntlich Funkti- -
- onenprobleme, bei welchen eine Funktion z (X, y) zu bestimmen
ist, und Fldchenprobleme, bei welchen es sich um die Bestimmung
einer Fliche in allgemeiner Parameterdarstellung handeit.!) In -
dieser Note betrachten wir das folgende

Funktionenproblem. Es sei f(p, q) eine fiir alle reelle Werte
der Argumente eindeutig erkidrte, etwa analytische Funktion. Sei
ferner C eine einfache geschlossene Kurve in der xy-Ebene, und
..man betrachte die Gesamtheit der Funktionen z(x, y), welche im
Innern dieser Kurve eindeutig und einmal stetig derivierbar sind,
und auf der Kurve C dieselben vorgeschriebenen Werte anneh-
men. Es werde angenommen, dass unter diesen Konkurrenzfunk-
tionen eine solche gibt, fiir welche das iiber das Innere von C
erstreckte Doppelintegral

' éz 02
JJf(W’ w) dx dy

einen kleinstmdglichen Wert annimmt.
Fiir diese Extremalfunktion sollen partielle Differentialglei-
- dhungen abgeleitet werden. '

- In der Folge soll der Ausdruck Funktionenproblem stets in
diesem Sinne verstanden werden, wobei also der Nachdruck auf
dem Umstande liegt, dass die  Extrematlfunktion nur stetige Ab- .
leitungen erster Ordnung zu haben braucht, die Existenz hoherer
Ableitungen wird nicht vorausgesetzt. Die Extremaifunktion be-

1) Vgl. BorLza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, p. 652.
' 10*
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zeichnen wir mit 2@, ihre Ableitungen erster Ordnung mit p©
und g“.

Wir erinnern nun daran dass in der Klassischen Theorie
~ stets vorausgesetzt wird, dass die Extremalfunktion zweimal stetig
derivierbar ist. Unter dieser keineswegs sachgemdssen, Annahme
leitet man fiir die Extremalfunktion in bekannter Weise die par-
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung her:

P P : P
By (f) + W(fn) :fpp'+2fpvs+,qut:.:0° _ (]) A

Es war Herr A. Haar der érste, welcher ohne Voraussétzung der
Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung Differentialgleichungen

“erster Ordnung ftir die Extremale erhielt. Er fand zwei Gleichun- -

gen, in welchen ausser der Extremalfunktion eine Hilfsfunktion
o (x,y) vorkommt, und welche wie folgt lauten :2)

am  dm
, fq——ﬁﬂfp——'g}—- (n

Diese ‘Gleichungen erster Ordnung driicken dieselbe Tatsache aus
wie_die Gleichung zweiter Ordnung (I), dass namlich der Ausdruck
fodx—fpdy

 ein volistdndiges thferentzal sein muss.

2. Wenn es sich um ein Fldchenproblem handelt so kann
man die Extremalfunktion, anschaulich zu reden, nicht nur in der
2-Richtung, sondern auch in den x-"und y-Richtungen variieren,
und die Haarsche Methode ergibt dann drei Gleichungspaare. Ich -
habe aus diesen Gleichungspaaren fiir das Variationsproblem der
- ‘Minimalfldchen in einfachster Weise den Schluss ziehen konnen,
dass jede einmal stetig derivierbare Flache, die bei gegebener-
Begrenzung moglichst kleinen Flicheninhalt besitzt, analytisch ist.?)
Auf Anregung des Herrn A. Haar habe ich-nun die Frage' unter-
sucht, ob man auch im Falle eines Funktionenproblems weitere
_ Gleichungspaare fiir die Extremalfunktion erhalten” kann: Durch
Betrachtung geeigneter Variationen ergab sich, dass dies in der
Tat méglich ist. Das Ergebnis sprechen wir im folgenden.Satze ’aus :

2) A. Haar, Uber die Variation der Doppelintegrale, Journal fur Ma-
thematik Bd. 149 (1919), p. 1—18.

' 3) Uber den analytischen Charakter der Minimalfi4chen, erschemt in der

Math. Zeitschrift.
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Satz A) Die Extremalfunktion 2® (x,y) befriedigt, zusammen
mit drei Hilfsfunktionen w, (x,y), w,(x,y), m,(x,y), welche in Innern
der Randkurve C einmal stetig derivierbar sind, die folgenden drei
Paare von partiellen Dljfferentialgleichungen erster Ordnung-

PS04 =52 o, 4 =P L0, %)= Sy
F(2°,q©) — q(o) fap®, q(°)) = %’;‘ - q°f, (0, ¢©) = am‘" , (1115)
L0 g =S 0% e = ‘9‘”” .y

Das dritte Glelchungspaar ist durch Herrn ‘A. Haar abgeleltet
worden. Wir .wollen sofort bemerken, dass wenn - die Extremal-
- . funktion .2weimal stetig derivierbar ist, dieses Gleichungssystem
mit einer einzigen Gleichung glelchwertlg ist, ndmlich mit der
Lacranceschen Gleichung des Problems.” Unter Voraussetzung der
Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung folgert man in der Tat
aus den Glelchungen UUE

—;— (10 0) = o (=P 1o) = D (fo P+ 2fpq 50 +0g 1) =0,
S5 <°>f,,) ~ "’ (q(°>f,)=~q<°>(f,, PO 2 £, 89+ oq 19) =0,

(fq)+ ax (f,,)—— ‘,;,I(°)+2qu(°)+f 10 = 0, ’

wobe1 r“” s9, t<°) d|e Ableitungen zweiter Ordnung von 2 bedeuten.
Die dritte Gleichung ist die Lacranaesche, die beiden ersten sind
offenbar Folgen der dritten. Ob eine derartige Abhdngigkeit auch
fir die Gleichungspaare (Ill) erwiesen werden kann, natiirlich ohne
Voraussetzung der Existenz von r®,s®, 1®, scheint keme ganz
leichte Frage zu sein. Solange dieser Punkt nicht aufgeklart ist,
dirfte es vorteilhaft sein, die drei Glelchungspaare (1) gleich-
zeitig zu verwenden.

3. Bevor ‘wir zur Herleitung dieser Gleichungen ubergehen
betrachten wir etwas genauer den einfachen und wichtigen Fall

fq) =(1+p2+ )",
welcher bekanntlich auf die Minimalfldchen fihrt. - Wenn wir dle
Bezelchnung

— (g WO =+ (P G



150

einfithren, so lauten die Gleichungen (lll):
p(o) q(o) . (9",1 ] —-i—(q(") -; ()(H'

CWe T ax we oy’
1 (p(o))2 LN p(Or q(m . Qe
wW® T ax Twe 7,“},_ > vy
B L S O
weo T ax° w® "‘ 0)’

Es ist nun.l c?) gerade gezeigt worden, dass jede in einem
Gebiete einmal stetig derivierbare Funktion, welche zusammen mit-
drei Hilfsfunktionen das System (IV) -befriedigt, analytisch ist.
Wir haben also den Satz:

Satz B) Handelt es sich spezlell umdas Funktlonenproblem mit
_ flp,9)=(+p*-+gr,
so ist die Extremalfunktion analylisch.
_ An diesem Satze ist bereits interessant, dass iiberhaupt die
Existenz der Ableitungen aweiter und hoherer Ordnung behauptet
werden kann. Wir bemerken noch, dass Satz B) inhaltlich nicht
identisch mit dem |. c.3) bewiesenen Satze ist, welcher die Ana-
lytizitit der einmal stetig derivierbaren Flichen gewihrleistet, die
bei’ gegebener Begrenzung moglichst kleinen Flicheninhalt haben
Die Extremalfunknon des ‘Funktionenproblems mit

f(p, @)= +p*+g)e
definiert namlich ein Flachenstiick, welches nur im Vergleldz mit
gewissen besonderen Flichen einen moglichst kleinen Flicheninhalt
besitzt, und zwar im Vergleich mit denjenigen Flichen, welche
im Grossen durch eine Gleichung z ==z (x, y) dargestelit werden
konnen, unter z (x, y) eine eindeutige Funktion verstanden.

Die Frage nach der Abhingigkeit der Gleichungspaare (lif)
kann im vorliegenden Falle wie folgt formuliert werden:

Sei 2@ (x, y) eine einmal stetig derivierbare Funktion, welche
zusammen mit einer einmal stetig derivierbaren Hilfstunktion das
dritte Gleichungspaar (IV) befriedigt. Kann man dann die Existenz
von zwei weiteren Hilfsfunktionen behaupten, welche zusammen
mit 2 (x, y) die beiden ersten Gleichungspaare (V) befriedigen ?
Oder: kann man aus dem dritten Gleichungspaare (1V) allein Schifisse -
iiber die Existenz der zweiten Ableitungen von 2" (x,y) ziehen?

Es moge noch eine interessante Folgerung negativen Charak-
ters erwihnt werden, die sich aus Satz B) ergibt, dass namlich-
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bei dem Funktionenproblem mit

| fp.q) = +p*+qo)n .

im AIlgememen keine (einmal stetig denvxcrbare) Extremalfunktton
existiert, wahrend fiir das entsprechende Prateausche Fiichen-
problem die Existenz der Extremalfiiche physikalisch evident ist.
Aus Satz B) folgt zunichst, dass die Extremalfunktion gewiss
stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzt, und demzufolge der
partiellen Differentialgleichung der Minimalflachen geniigt. Sie
liefert also eine im Innern der Randkurve C reguldre Losung die-
ser Glelchung, welche auf der Kurve C vorgeschriebene Rand-
werte annimmt. Die Niditexistenz im Allgemeinen der FExtremal-
funktion folgt nun einfach daraus, dass die Randwertaufgabe der
partiellen Differentialgleichung der Minimalfldchen im Allgemeinen
keine Losung hat. Auf diese wichtige Tatsache scheint zuerst
Herr S. BernsTeiv hingewiesen zu haben.*)

4. Wnr wollen nun Satz A) beweisen. Das Glelchungspaar
(Illy) ist, wie bereits erwihnt, von Herrn A. Haar abgeleitet wor-
den, durch Betrachtung der fiblichen Variationen, . anschaulich
gesprochen, in der z-Richtung. Da wir nun mit Funktionenprob-
lemen zu tun haben, so -kdnnen wir die bei . Flddienproblemen
zuldssigen Variationen in den x- bzw. y-Richtungen nicht anwen-
den. Wir werden uns der Methode der Variation der unabhdngigen

Variabeln bedienen, ,die bei den dlteren Autoren iiber Variations-
" redinung eine grosse Rolle gespielt hat. Sie hat viel Unklarheit in
die Variationsrechnung gebracht,“®) und deswegen wollen wir den
- an sich sehr einfachen Gedankengang mit der grossten Sorgfalt
darstellen.

Wir zeichnen einen Kreis ‘K, -welcher ganz innerhalb der
Kurve C liegt, und werden die Extremalfunktion 2© innerhaib
dieses Kreises in-geeigneter Weise variieren. Zu dem Ende nehmen
-wir eine’ Funktion ‘? (x, y) an, dis innerhalb K einmal stetig diffe-
renzierbar ist, auf K nebst ihren Ableitungen erster Ordnung
verschwindet, sonst aber ganz beliebig ist. Mit M bezeichnen wir
- eine posmve Konstante, so dass in K

4) S, BERNSTEIN, Sur les equanons du calcul des variations, Annales
scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 3. séne tome XXIX (19|2) vgl.
insbesondere p. 469.

%) Siehe 1. c. N, p. 49. Fussnote
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ke

<M. W

oXx

gilt, und fiihren weiter emen reellen Parameter ¢ ein, welcher auf
das Intervall

1 1 ' C
. -5 M <e <M . (2)
beschrankt wird. Es gilt also : ’
6t ! ’ A
1+ > - : &)

Nunmehr nehmen wir eine zweite Koordinatenebene (u,v) an,
und zeichnen in derselben einen Kreis K*, welcher aus dem
Kreise K durch die Transformation T,:x=u, y =v hervorgeht,
also in Bezug auf das Systém (u, v) die gleiche Lage hat, wie
der Kreis K in Bezug auf das System (x, y). . Mit £ (u,v), v(a, v)
bezeichnen wir die Funktionen, welche durch' die Transformation
T, aus den Funkfionen 2@ (x, ), t(x,y) hervorgehen. Diese Funk-
tionen sind also in K* einmal stetig derivierbar, sie bleiben ferner
auf K* nebst ihren Ableitungen erster Ordnung stetig. Der gros-
seren Deutlichkeit halber merken wir noch die selbstverstandllchen .
Formeln an:

20 —=¢ pO=2¢, d«»: ¢,

t =1,y ==1T, I, =71,

. y
wobei das beigcfiigte Zeichen

(4

Ty .

To .
darauf hinweisen soll, dass die Argumente x,y und u, v durch
die Transformation T, zusammenhingen.

Wir erkldren nun, fiir jeden der Beziehung (3) geniigenden
"Wert des Parameters ¢, eine Transformation 7 durch-die Formeln:
x=u-tezr(uv),

Fiir ¢ =0 reduziert sich dieséibe auf x =u, y==v, so dass wir
mit der bereits eingefiihrten Bezeichnung T, im Einklang bleiben.
Wir behaupten nun, dass durch die Transformation T die Kreis-
scheibe -K* umkehrbar eindeutig und stetig auf die Kreisscheibe
K abgebildet wird. Zundchst ist klar, dass T¢ in und auf K*
eindeutig und stetig erkldrt ist, und dass -der Kreislinie K* selbst

€ -
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umkehrbar eindeutig und stetig die Kreislinie K entspricht. Weiter
ist klar, dass zwei.- verschiedenen Punkten in oder auf K* nur
dann derselbe Punkt der xy-Ebene entsprechen konnte, wenn die
beiden Punkte auf derselben horizontalen Sehne von K* liegen.
Auf einer- solchen Sehne ist aber, nach (5), die Koordinate y
konstant, die Koordinate x aber eine monotone Funktion von u,
da nach (5): ! _
. ’ xu =1 + £1,

ist, und dieser Ausdruck nach (3) und (4) stets positiv ist. Einer
horizontalen Sehne von K* entspricht also umkehrbar eindeutig
und stetig eine horizontale Strecke. Dié Endpunkte.dieser Strecke
liegen aber, da der Kreislinie K* die' Kreislinie K entspricht, auf
K, so dass den inneren Punkten der Sehne solche Punkte ent-
sprechen, die innerhaib K liegen.

Damit ist -gezeigt, dass durch die Formeln (5) die abge-
schlossene Kreisfliche K* umkehrbar eindeutig und stetig auf die
abgeschlossene Kreisfiache K abgebxldet wird. Wir merken noch -
-dle Formeln an:

X,=1+e7, xV:_:ei,,,

. Ya=0, =1, ' ©)
a(xy) 1 :
6(11 V) l+5'5,,> 2_ TE )

u —-_._.l___ u —.._._ETV'_
x__‘l +£Tll’ Yy l+—£ru' ] ' (7)
V=0, - w=1 |r |

wobei dne Indices in tiblicher Welse Ablentungen bedeuten, und
das Zeichen

T€
wiederum die Bedeutung hat, dass die Argumente x,y und u, v
durch die Transformation 7¢ zusammenhingen. Wir bemerken
noch, dass nur solche Punkte (u, v) betrachtet werden, die in oder
-auf K* liegen.
' 5. Wir erkldren nun ein Flachenstuck Fe durch die Para-
meterdarstellung

X=u [ ea (u, v)

y=w, @)
z=2L_L(u,v). :
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Da die Koordinaten x, y durch die umkehrbar eindeutige Trans-
formation Te aus u, v hervorgehen, so folgt sogleich, dass man u
und v eliminieren kann, und auf diese Weise erhd!t man fiir Fe eine
Darstellung in der Form
‘ 2==2¢(X,Y),

wobei ze (x, y) innerhalb K ¢indeutig ist. Da alle die vorkommen-
den Funkiionen einmal stetig derivierbar sind, so erhdlt man durch
einfache Rechnung, unter Beachtung von (8) und (7):

0% bu

(/X_—‘ l‘f‘fTu .

. 9
0z¢ _ . _ _ebu1y

dy 7V 1+tex, {TG

Aus den Formeln (9), (8), und (4) ersieht man unmittelbar:

a) Fiir e-=0 reduziert sich die Funktion ze (x,y) auf die
Extremalfunktion 2@ (x, y), d. h. es ist 2V = 2,

b) De Funktion z¢ (x,y) ist innerhalb K einmal stetig deri-
vierbar, bleibt auf K nebst ihren Ableitungen erster. Ordnung
stetig, und stimmt auf der Kreislinie K selbst mit der Extremal-
funktion 2 ==z, nebst den Ableitungen erster Ordnung iiberein,
“da ja 7 (u,v) auf der Kreislinie K* nebst inren Ableitungen erster
Ordnung verschwindet.

Aus &) folgt nun, dass wir eine Konkurrenzfunktion erhalten, -
wenn wir die Extremalfunktion 2¢'(x,y) innerhalb K durch die
Funktion z¢(x, yj ersetzen. Ds ausserhalb K die so erhaltene
Funktion mit 2 iibereinstimmt, so muss infolge der - -Extremal-
eigenschaft von 2 die Ung]eichung gelten :

D T 2O ©)-
‘f(aze cze)dxdy_}_;” K 02

X oy [[715 5 wor 0o
(K) : (K) ' _
Wird das “linksstehende Integral als Funktion des Parameters. ¢
mit /(g) bezeichnet, so ist das rechtsstehende Integral, -nach a),

gleich /(0). Die Funktion '

] J .
I(e) ‘Jf('{z; ;;‘)dxdy (D)

. (K) ’
hat also fiir ¢==0 ein Minimum. Indem wir die fibliche Schiuss-
weise anwenden, berechnen wir zundchst die Ableitung /' (¢). Zu
dem Ende fiihren wir im lnlegral (11) auf Grund der lFormeln
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{5) neue Variablen u,v ein, und erhalten unter Beachtung von'
(9) und (6):

) Z-'u v
N Ly

Jetzt uben wir auf die Variablen u, v die Transformatlon Ty: u_ax
v=y aus und erhalten auf Grund der Formeln (4):

po ' ep®1, S
1(8)~—ﬂf[ = T —}(Meﬂdxdy (12)
K - _
Wir uberzeugen uns - leicht, dass hier unter dem Integralzeichen
nach ¢ deriviert werden kann. Es ist ndmlich :

4 UL e =1l ] =0 e[ B i+

) ) ‘
a2 ’“(*,j’g),)”’ ”), (13)

~ wobei in die Klammern|.. ] dieselben Argumente einzusetzen sind
‘wie bei der Formel (12). Der gefundene Ausdruck ist fiir die

~betrachteten Werte von ¢ und fiir-alle Punkte (x,y) in oder auf

'K offenbar stetig, und damit ist die Derivation unter dem lnteg
ralzeichen - in Formel (12) aerechtfertlgt Da nun /(g fiir e=
Mlmmum wird, ‘'so folgern wir :

(1) -

L

3[]()0(0) q(O)) p O)f (pln) (](7))j . p(n)f (p(m (0;)’ dx dy 0 (14)

(
6 Setzen wir fiir einen Augenbhck

a(x,3) =F(p°.9%) -p®f, (P 4"), 15
b y) = - pV L7, 9"),
so sind a(x,y), b(x,y) in und auf K sletlg, und wir haben mit
(14) bewiesen: .
Ist 1 (x,y) eine Funkuon welche innerhalb K einmal stetig
derivierbar ist, auf K nebst ihren Ableitungen erster Ordnung ver-
schwindet, sonst aber ganz beliebig ist, so verschwindet das Integral :

| ] (aty+ bt,)dx dy.
. (K) . .
Daraus folgt nun nach emem wnchngen Hilfssatze, welchen Herr
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. A. Haar bei der Ableitung der Gle:chungen (I1) bewiesen . hatte ,%)
dass das Kurvenintegral

Jady—bdx : g (16) "

fiir jeden geschlossenen, innerhalb K verlaufenden Integrationsweg
verschwindet. Nun sind aber a (x, y), & (x,y) nicht nur in K, son-
dern iberhaupt im ganzen Innern der Randkurve C stetig erklirt,
wihlirend K ein beliebiger innerhalb C gelegener Kreis war. Daraus
folgt nach einfachster Uberlegung, dass das Kurvenintegral (16)
iiberhaupt fiir jeden geschlossenen - Integrationsweg innerhaib C
verschwindet.- Wenn also (e, ) einen festen Punkt innerhalb C
bedeutet, so ist das Integral : '
. (x,y)
[u dy—bdx
 @p
vom Wege unabhdngig, und definiert eine innerhalb C emdeuuge
Funktion m, (x, y), fiilr welche dann bekannthch die Beznehungen
gelten
Gy . ¢ oy
Tex oy

und damit ist, mit- Ricksicht. auf (15), das Glelchungspaar (Iil,)
erhalten. '

Um das zweite Paar (IlI) abzulexten hat man nur die Trans-
formation T¢ in der Form

X =1,
y=v-tez (u v)
anzusetzen, wihrend das dritte Paar durch die iibliche Betrachtung
von Vergleichsfunktionen der Form
2e (x,y) =2 (x,3) +£1(x))

erhalten wird.

‘Szeged, den 19. IV. 1925. - °

8; L. c. 2). Ein sehr einfacher Beweis findet sich bei L. LICHTENSTRIN, -

Bemerkungen iiber das Prinzip der - virtuellen Verrfickungen in der Hydro-
dynamik inkompressibler Fliissigkeiten, Annales de la Société Polonaise de
Mathématique (1924), siehe insbesondere p. 27—-28.
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