" Sur_les familles de surfaces et de courbes.
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bont S; une surface fermée simplement -connexe dans I’ espace
a trois dimensions et soit § S} une famille de surfaces simple-
ment connexes mténeures a §, telles que par chaque point intérieur
a8, sauf certains points isolés, passe une surface -de la famille’
et une seule. Alors (comme je le démontrerai en an autre mémoire
de cette série): 1. il n’'y a qu’un seul point exceptlonnel 2. ce’
point est inté:ieur a chaque surface de la famille; 3. de deux.
surfaces de la famille 'une contient toujours Pautre; 4. on peut
faire correspondre aux surfaces de la famille les valeurs ¢t (0<t<1) .
_de telle fagon que pour t<t, S, est intérieur a'S;; 5. cette cor--
respondance biunivoque entre les surfaces S, et les valeurs # est
continue dans le sens qu’a chaque..nombre positif ¢ correspond
~une valeur 4 >0 telle que pour |t—¢|<d, chaque point de la
surface S, respect:vemem Sy est & une distance mféneure a ¢ de
la surface S, respectivement S, . : '

Nous allons considérer sous quelles - condmons la famille
{ S} est équwalente 3 la famille des sphéres concentriques. En
d’autres termes, sous quelles conditions peut-on transformer la
surface S et son intérieur en -une sphere et son intérieur par une -
~transformation topologique (c’est-a-dire - biunivoque et continue)
qui transforme chaque surface S, en une sphére concentrique.

Nous nous servirons de la notion de I'écart de deux surfaces
introduit par M. Frecuer qui peut étre définie comme il suit : deux
surfaces ont un écart inferieur & ¢ (>0) lorsqu’il est possible
d’établir une correspondace biunivoque et continue entre les deux
-surfaceés telle que deux points correspondants on toujours une
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- distance <e&. (La borne inférieure ‘des valeurs & statisfaisant a
~ Pénoncé est appelé Pécart des deux surfaces).
' Nous allons démontrer le-théoréme suivant :

Théoreme. Pour l'équivalence de la famille {S,;} avec une
famille de sphéres concentriques la condition suivante. est nécéssaire -
et suffisante: & chaque valeur €>0 correspond urie valeur > 0°
telle que pour |t—t' | <4 Vécart des surfuces S, et Sy est infé-
rieure 4 «.

Il est évident que la condition est nécéssaire. Pour démontrer
. qu Yelle est suffisante, nous démontrons. d’abord le lemme suivant :

Lemme. Soient S° et S* deux surfaces de la famille | S,}
- (dont nous supposons qu ‘elle satisfait aux prémisses du théoréme) ;
soit T une lransformatton topologique avec indicatrice invariable de

8% en.S* et soit € un nombre positif. Alors on peut determmer une
suite de surfaces de la famille

, S°, 8, 8% ...,8"=S8" (S intérieur 4 SY)
et des transformations topologiques avec indicatrice invariable
A T T.,Ti
- telles que. T, transforme S'' en S' et chaque pomt de S est de
son image 4 une distance inférieure @ ¢; enfin que
T_—' Tl Tz.o. Tn.
Dapres nos .conditions, il y a.une suite de surfaces -
S, 8, 82,...,8, 8"
telle que S est intérieur a S’+’ que Pécart de S’ et St' est
inférieur 3 ¢ enfin que Pécart de deux surfaces entre 57 et S* est
_toujours inférieur é‘lv—;—. Or désignons par j‘, une transformation
“topologique avec indicatrice invariable de §' en §'(i=1, 2....,r—1)
par laquelle chaque point de S est a une distance inférieure &
€ de son image. Soit 7* une transformation avec indicatrice in-
vanable de S en S* qui transforme chaque point'de ST en un
point 3 une distance: inférieure 2 ?
Considérons la transformation
t=T"'"TT,...T, T* _
C’est uné transformation topologique de S* en soi méme
avec indicatrice mvarlab!e ‘D’aprés le théoréme de déformation di
4 ' 1+
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- a4 M. Tierze'), on peut la déformer topologiquement a I'identite..
En particulier, on peut trouver une suite de transformatlons topo-
logiques de S* en son méme

l—'tl,fg,...,'z =11
- telles que pour chaque transformation 77, 7, image de n’importe

quel pomt est & une distance <§ du pomt méme.

_ Soit alors S7t, S"+2 cia STTE1 une suite de ‘surfaces de la
famille- entre S* et S* (8 mténeur a8ty et 0,0... 0. des
transformations topologiques & indicatrice invariable de S* en
Srt1, §r2 S'*”—l telles que chaque pomt est éloigne de son image

_par moins que -5- '

ConSIdérons les transformahons

r+1 = T&Jﬁ 01

) Trgo= (’1 T 70
Tr+’ = (’a '52 T3 03

. 7‘l'+.~z““ 93—1 —l Ts:
‘La transformation 7,,; transforme la surface S+~ en S'+‘ de~

telle fagon que chaque point est & une distance de son image < e.
-Le produit des transformations T, ,,..., T, est (pulsque Ty == r‘)

TeiiTeyo.o .  Topy=T*17";
- combinant cette relation avec la relation cn&dessus
' 7T...Tp==sT*~
on obtient ' ‘
NI . Ty,= T
ce qui ¥émontre notre lemme, '

La démonstration du téoréme est A présent im_niédiale. Nous .
prenons un nombre & (> 0) et nous choisissons une suite de sur-
faces de la famille, chacune contenue dans la précédente de telle
. sorte que deux surfaces consécutives ont un écart-<-e5—nous.

supposons que la premitre surface de la suite est la surface
extérieure S, de ]a fan;ulle et que la- dermere est.a une distance-

) 1) Voir jpar exemple KEREKJARTO Vorlesungen Uber Topologle |
(Berlin, 1923), p. 189,
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" image sonent' a u‘ne distance <<

ou X, y, z sont les coordonnées
_dant a P, '
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<& du centre. Nous déterminons une transformation topologigue
- a indicatrice ,invariable de.chaque surface de la suite en la surface

suivante de telle facon que point et image soient a3 uné distance
< g, Apres cela, nous prenons entre deux surfaces consécutives
SetS dela premiére-suite une deuxiémé‘suite de surface‘s dont

deux consécutwes ont un écart <—— et nous determmons une
transformatlon de deux surfaces consécutives telle - que pomt et
? et que le produxf de- toutes
ces-traﬁsforma(ions soit le. méme que la transformation de S'en

'S’ déterminée 4 propos de la premitre suite. En continuant ainsi,
‘nous obtenons un ensemble T, de. transformations de la surface

extérieure S, sur les surfaces S, (1.>¢>0) qui dépendent conti-
nuement de £, L’image d’un point de S, par toutes les transfor--

'matlons T, est un arc simple .joignant' ce point de S, au centre.

en coupant chaque. surface S en un - seul pomt
Alors nous transformons: la surface Sl en une sphére
X2y 422 = 1.

- Soit P un point arbitraire intérieur a S, soit S, la surface a la-

quelle P appartient et P, le point de S, qui est transformé en P -

‘par la transformaho_n T,. Alors nous “transformons - le point P en

le point aux coordonnées

, - y 2
SRV ,
du point de la sphere correspon- _

* Ainsi, nous avons, obtenu une transformahon topologlque de

1a surface S, et de son mténeur en la région x2+ 2+t <1 par

laquelle les surfaces S, de la familie- sont transformées en les‘
spheéres concentnques xX2+ytt2t =12 S

Il y a lieu de remarquer que la: condmon pour le theoreme.
ci-dessus est équivalente a la suivante: -

_Etant -donné un. point P, il y a.un vozsmage Vp de P tel
que si les régions ry, r, ... sur les- surfaces de la famille situées
entiérement dans Vp ont pour frontiére chacune une courbe c,
simple et fermée, ces courbes convergeant vers un seul point Q de.

" Vi, les régions n,r, ... convergent qussi vers le méme point Q.
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" Sous cette forme, la condition sapphque aussi aux famnlles
de surfaces ouvertes et y donne la condition nécéssaire et sajﬁ-
sanle pour que la famille soit équivalente au . voxsmage d’'un point
P a une famille de plans parallels. :

L'extension de ces résultats 4 plus de trols dimensions ne
dépend que de Iextension du théoréme de TieTze aux sphéres

a n dimensions.
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