Zur Priiferschen Theorie der idealen Zahlen.

"Von ]. v. NEUMANN in Budapest.

ERSTE MITTEILUNG.
' Einleitung '

Mit Hilfe der von Herrn Prorer ') eingeflihrten sogenannten
: ldealen Zahlen“ konnen die Teilbarkeititsverhiltnisse in einem
~ algebraischen Korper ebensogut untersucht werden, wie mit den
Depexinoschen Idealen ; sie haben aber diesen gegeniiber den Vor-
teil, einen Ring zu bilden: d. h. es ist fiir sie ausser der Multi-
plication und einer Division auch die Addition und Subtraktion
definiert. Dabei entspricht auch jeder wirklichen algebraischen
Zahl -eine besondere ideale Zahl, und nicht (wie bei den Idealen)
bloss jeder Klasse assoziierter algebraischer Zahlen. Jedem DepexinD-
schen Ideal entspricht eine Klasse assoziierter idealer Zahlen, aber
nicht umgekehrt. (Was unter diesem ,,Entspréchen“ gemeint ist,
soll spater prézisiert werden.)

Das -System der idealen Zahlen ist namlich wesentlich grosser,
als das der Ideale: auch wenn wir von der idealen Zahl 0 und von
- den Nullteilern absehen (diesen konnen ja offenbar keine Ideale
entsprechen), gibt es noch immer ideale Zahlen, denen keine
Ideale entsprechen. PRrOFEr bezeichnet die letzteren als unendliche
~.ideale Zahlen, und die iibrigen (ausser der O und den Nullteilern)
als endliche ideale Zahlen.

Fiir die endlichen Zahlen beweist PRUFER (entsprechend dem
analogen Satze fiir Ideale) den Satz von der eindeutigen Zerleg-
 barkeit in Primfaktoren. Die Deoexinosche Theorie der Ideale wird

1) H. PriFer: Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie,
Math. Ann., Bd. 94 (1925), Seite 198—243.
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von Prorer nicht bentitzt, er zeigt im Gegenteil, wie diese aus
- seiner Theorie gewonnen werden kann. Ihre wesentlichsten Grund-
" tatsachen beweist er aber am Anfang der Arbeit als ,Sitze iiber

Moduln®, da ohne dieselben die Untersuchung der idealen Zahlen

unmoglich ist.

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit soll die Prorerschen
Resultate aus einem anderen Gesichtspunkte beleuchten. Prorer
fihrt die idealen Zahlen als ,ideale Ldsungen® unendlicher Con-
gruenzsysteme ein; wir werden durch ein Verfahren zu ihnen
gelangen, das der Cantorschen Einfilhrung der reellen Zahlen
~und noch mehr der KorscAkschen?) resp. Bauerschen®) Einftihrung
der von HenseL geschaffenen rationalen und algebraischen p-adischen
Zahlen analog ist.

Die Resultate Prorers fiber die Struktur der idealen Zahlen
werden so auf anderem Wege gewonnen. In einer Richtung
gelangen wir sogar noch weiter: wir beschrinken uns ‘ndmlich

bei der Untersuchung der multiplikativen Zerlegung nicht auf die .

endlichen idealen Zahlen, und wir gewinnen dabei den Satz von
der eindeutigen Moglichkeit dieser Zerlegung in einer wesentlich
allgemeineren Form. Es zeigt sich ndmlich, dass alle idealen Zahlen
(nicht nur die endlichen und unendlichen, sondern auch die Null-
teiler und die 0) als Produkte von Primfaktoren dargestellt werden

konnen. Die éndlichen idealen Zahlen unterscheiden sich nur da-

durch von den iibrigen, dass man dabei mit einer endlichen Anzahl
von Faktoren auskommt. Wenn unendlich viele Primfaktoren auf-
treten, so ist die Zahl unendlich; wenn sogar ein und derselbe
Primfaktor unendlich oft -auftritt, so ist sie ein Nullteiler; und

wenn alle Primfaktoren vorkommen, und alle unendhch oft ‘S0

ist sie die Null.

Damit das Wesentliche unserer Gedankenginge besser her- -

vortrete, setzen wir die. Depexinosche Theorie der ldeale durchweg
als bekannt-voraus.

Wihrend sich die Untersuchungen des ersten Teiles (ebenso
wie die Prorerschen) immer auf algebraische Zahlen eines (durch

?) J. KimscuAk: Uber Limesbildung und allgemeine Korpertheorie,

Journal fiir Math., Bd. 142 (1913). Die p-adischen- rationalen Zahlen-behandeln"

§§ 19—23, Seite 229232,

3) M. Baugr: Die Theorie der p-adischen bzw. P-adischen .Zahlen,
und die gewdhnlichen algebralschen Zahlkdrper, Math. Zeitschrift, Bd. 14
(1922), Seite 244—249. )

“
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die Zahl 3 erzeugten) Korpers K (3) beziehen, wird im zweiten
Teile die Ubertragung der Theorie auf den Korper aller algeb-'
raischen Zahlen versucht.

Hier sind wir auf das Verfahren von Prorer (unendliche.
Congruenzsysteme) angewiesen. Das im ersten Teile bentitzte
Verfahren versagt; und zwar im wesentlichen darum, weil es keine
Primideale (genauer: Primideaipotenzen) im Korper aller algeb-

- raischen Zahlen gibt. Die Primidealpotenzen miissen vielmehr durch

den komplizierteren Begriff der ,ldealfolgen* ersetzt werden, der
von Herrn M. Bauer?) aufgestellt wurde. Und wihrend es in einem
Korper K (3) bloss abzidhlbar viele Primidealpotenzen gibt, glbt es,
wie wir zeigen werden, kontinuum-viele Bauersche Idealfolgen.

~ Die hier herrschenden Verhiltnisse charakterisiert der folgende
~ (im zweiten Teile zu beweisende) Satz: o
' Jedes Depexinosche Ideal kann in einem geeignet gewdhlten
Korper in beliebig viele, paarweise relativ-prime und von der Ein-
~ heit verschiedene, Idealfakioren zerlegt werden.

Dies gilt natiirlich nur im Korper aller algebraischen Zahlen,
wenn hier alle Deoexinoschen Ideale zulassen; in-einem Korper
K (9) gilt, wie aus der Zerlegbarkeit m anfaktoren folgt, das .
Gegenteil. -

" ERSTER TEIL.

I Bezeichnungen.

Sei 9 eine algebraische Zahl, die im Folgenden als fest
gegeben angenommen wird; I sei der Grad von 3, K= K (9) der
durch 9 bestimmte Korper, d. h. die Menge aller Zahien
» _ fo. 3 Frn 924+ 41,94,

WO 1, . » Ti—2 Iy alle rationalen Zahlen durchlaufen. Die zu
K@) gehdrenden Zahlen nennen wir reale Zahlen (im Gegen-
satze zu dem spiter zu definierenden idealen Zahlen).

~ Wir werden die folgenden Bezeichnungen anwenden: ganze
rationale Zahlen bezeichnen wir mit dem Buchstaben m, n,...;

4) .M. Bauver: Uber die Erweiterung des Kérpers der p-adischen Zahlen
zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper, Math. Zeitschrift, Bd. 19 (1924),
Seite 308 —312. Auf die zitierten Arbeiten wurde ich durch Herrn Professor
. J. KirscuAk aufmerksam gemacht, und so zu meinen Untersuchungen angeregt..
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reale Zahlen mit e, 8, ... oder & #,... Ideale des  Kbrpers K be-
zeichnen wir mit a,6,...; Primideale mit p, q,...; Folgen realer
Zahlen bezeichnen wir mit R, S, ...; die (spiter zu definierenden)
idealen Zahlen mit U, B. : ’

.Untera| 8, bzw.a | g, bzw a | b verstehen wir, (w1e es allgemein

iiblichist)dass die Zahl —2— algebraisch ganz ist, bzw. dass die Zah! g

zum Ideal a gehdrt, bzw. dass das ldeal% ganz ist. Dasjenige

Ideal, welches der grdsste gemeinsame Teiler der realen Zahlen
@, &, . . ., @y ist, bezeichnen wir mit (o, @, .. ., ay).

II. Grundlegende Definitionen. ‘

Definition 1. & sei eine reale Zahl, m eine ganze rationale
Zahl, p ein Primideal. Wir sagen, dass « den Faktor p™ enthdit
(oder hat) wenn es eine durch p nicht teilbare (reale) algebraisch
ganze Zahl § gibt, sodass «& durch p™ teilbar ist.%)

Wenn a + 0 ist, so liesse sich diese Definition offenbar auch
so fassen: wir bringen das Ideal (@) auf die Form

poopT L Pl L prr

(ps, P2, - . » P, sind von p und voneinander verschiedene Primideale,
m und my, m, ...,m, gleich 0,+1,+2,...); «enthilt den Faktor
p” dann und nur dann, wenn n<m ist. Gelegentlich ist diese
Fassung der Definition die besser verwendbare.

Satz 1. Wenn « den Faktor ™ hat, und n < m ist, so hat
es auch den Faktor p”.

Wenn « den Faktor p™ hat, und « | B ist, so hat auch p’den
Faktor p™

5) Dieser Begriff des ,Enthaltens eines Faktors*, der im wesentlichen
schon bei HENSEL eine fundamentale Rolle spielt, wird uns gestatten simmt-
liche ideale Zahlen auf einmal einzufiihren, wirend PRUFER vorerst nur die
ganzen idealen Zahlen definiert und die gebrochenen idealen Zahlen sodann
durch formale Division einfithrt.

Es ist vielleicht Ticht tiberfliissig' zu bemerken, dass trotz p9=4q° (p, q
zwei verschiedene Primideale) es etwas anderes ist, den Factor—y°-zu-ent-

(>(

halten, als den Factor q° zu enthalfen. Wenn z. B. a eine zu ~——~abernicht

zu (1) gehorige reale Zahl ist, so hat o wohi den Factor pf, abex nicht den
Factor q0.
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Wenn @ und # den Fakior p™ haben, so hat auch aiﬂ den
. Faktor p=,

Wenn e den Faktor p™ und ;S’den Faktor p” hat, so hat
a8 den Faktor p=+n,

Wenn p™|a ist, so hat a den Fakfor p™. Wenn « algebraisch
ganz ist, so gilt auch die Umkehrung.

Wenn a8 den Faktor p"'+" hat, und 8 den Faktor p”+! nicht
hat, so enthilt « den Faktor p ’

Beweis : Klar. .

Definition 2. R=|e, e, ...] sei eine Folge realer Zahlen.
Wir nennen R eine Fundamentalfolge wenn fiir jedes.p und m
fast alle®) Differenzen ¢, e,,, den Faktor p™ enthalten.

Definition 3. R=[e, @,...] und S=[8,B.,...] seien
Folgen realer Zahlen. Wir nennen R und S dquivalent, in Zeichen:
R~ S, wenn fiir jedes p und m fast alle Differenzen «,— @8, den
Faktor p™ enthalten. .

Satz 2. Es ist stets R~R.

Aus R~ S folgt S~R.
Aus R~ S und S~ T folgt R~ T.
Beweis : Klar. ' ’

Infolge des Satzes 2. zerfillt die Menge der Folgen realer-
Zahlen in paarweise elementefremde Klassen untereinander &qui--
" velenter Folgen. D. h.: eine Folge R gehort zu einer und nur
einer Klasse, und diese umfasst alle mit R #quivalenten Folgen.

Satz 3. Wenn R~ S ist, so sind entweder beide Foigen
R, S fundamental, oder keine von ihnen. '

Beweis : Klar. ,

Aus Satz 3 folgt, dass jede unserer Aequivalenzklassen
entweder lauter Fundamentalfolgen enthélt, oder keine einzige.

Definition 4. Eine Aequivalenzklasse, die lauter Funda-.
. mentalfolgen enthilt, nennen wir eine ideale Zahl.")

Definition 5. Wenn die Fundamentalfolge R zur Aequi-
valenzklasse (idealen Zahl) U geh6rt, so sagen wir, U und R
gehdren zu einander, in Zeichen: A~ R.

6) Unter ,giiltig fiir fast alle 7« verstehen wir (wie es allgemein iiblich
ist) : ,giiltig fiir alle r mit hochstens endlich vielen Ausnahmen.“ '

7) Wir definieren die ideale Zahl als die aus den zu ihr gehérigen
" Fundamentalfolgen gebildete Menge selbst; natiirlich kdnnte man sie auch
als ein dieser Menge zugeordnetes ideales Element befrachten.
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Satz 4. Jede Fundamentalfolge R gehdrt zu einer einZigen
idealen Zahl, und zu jeder idealen Zahl % gehtren (unendlich
viele) Fundamentalfolgen.

Beweis : Klar.

‘Satz 5. Aus A~ R, R~ S folgt A~ S; aus QINR A~S§
folgt R~ S; ‘aus A~ R, B~ R folgt A=1. '
Bewels Kilar,

Wir bemerken noch :

"Satz 6. Wenn R eine Fundamentalfolge ist, und S eine
Teilfolge von R, mit beliebiger Reihenfolge der Elemente, so ist
auch S fundamental, und es ist R~ S.

Beweis: Nach Satz 3. geniigt es die zweite Behauptung zu
beweisen. Es sei also R={qa, &, .. ], S_-[a g Cag - - ] pundm
. seien beliebig gegeben,

Wir wihlen p so, dass aus r> 2p ftolgt, dass a,—ea, ., den
Faktor p™ hat. Da schliesst man sofort dass- fiir r>p, s; p auch
e, —a, den Faktor p™ hat.

+ Wir wihlen weiter ¢ so, dass aus r>gq stets n.>p folgt.
: Dann folgt aus r>Max (p,q) offenbar r>p, n,>p, also muss
e, — a, den Faktor p™ enthalten. D: h. es ist R~S.

II. Grundopérationen.

Satz 7. Wenn die Folgen R=[a,, «,,...] und S=[8, f,...]°

fundamental sind, so sind es auch die Folgen [e,+ 8, ¢, + 8, .. ],
[al - ﬂl) &y — ﬂ2v (K] -]v [alﬂl) aﬂﬂﬁr . ']' )

Beweis : Flir die Folgen [o,+ 8, a,+8,,...] und [, — 8,, 23— §....]
ist die Behauptung klar. Fiir die Folge [e,8,, @/, ...] aber stellen
wir die folgende Uberlegung an: '

p sei ein Primideal, m ein ganz-rationaler Exponent. Da fiir
fast alle r die Differenz o, —e,,, den Faktor p® enthilt, und
ebenso fiir fast alle r die Differenz §, — 8,.,, den Faktor p° ent-
hilt, so findet auch fiir fast aile r beides zugleich statt. Wir kbnnen
also p so wihlen, dass flir r>p sowohl ¢, —e, ., als auch
B — B4+, den Faktor p® enthdlt. Wir nehmen ferner n so an, dass
sowoll @, als 8, den Faktor p” enthdlt. Dies ist leicht durchzu-
fiihren : wir bringen (a,), (8,) auf die Form

, (@) =p".p0 . pf2...oim, (Bp)=0p'.plr.p...pio
(», 2 ..., 9, von p und voneinander verschiedene Primideale)
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und wéhlen n < Min (5,¢). (Wenn «, oder §,=0 ist, so versagt
‘zwar dieses Verfahren, dann sind wir aber in der Wahl von s
bzw. { ganz frei.) Setzen wir insbesondere n = Min. ©,s, 1), so
haben «,, 8, den Faktor p”, und auch jedes a,—a,,,, 8, — Bt
fiir r>p. Also haben alle a,, 8, fiir r>p diesen Fakior. ,

Fiir fast alle 7 enthdlt «. — .., den Faktor p=—7, und fiir
fast alle r enthdlt g,—g,.,, denselben Faktor. Ferner sahen wir,
dass fir fast alle r ¢, 8., den Faktor p? enthalten (nimlich fiir
r>p). Fiir fast alle gelten demnach alle drei Bedingungen zugleich.

Fiir diese r enthalten aber die Zahlen Bri1 (2 —a,y,) und -
«, (8, —B,4.) beide den Faktor pm-m+8 4. h, p=, also enthilt itin
auch ihre Summe B — Gy 1B 1.

Definition 6. Die im Satz 7. erwihnten Fundamental-
folgen bezeichnen wir bzw. mit R+S, R—S, RS. = .

Satz 8. Aus RR~R", S ~S8" folgt R+ ~R'+S",
R—§8~R'—8", RS~R'S".

Beweis: Es sei _
R =la,e,...}, S =[f1,8,..}
R'=la{,,..}, S"=[8/,6i,.. )
Die Behauptungen _
le, o2 .. 1+ [81, 8y . I e, o, ] 160,67, -+ ]
[a;’ “é: o '] - [ﬁl” ﬂé) .. -]N[“i'» a;', .. '] —[ﬂ;" ﬂgr o ']
sind offenbar trivial. Es bleibt nur tibrig '
(o, @2 .. (81, B . I~ e, a5, o ] - 187, 65, .- ]
zu beweisen.

Es sei also p und m gegeben. Wir wihlen n, p so, dass so
oft r;h ist, @, und g, den Faktor p” immer enthalten. (Dass es
solche n,p gibt, und wie sie zu konstruieren sind, wurde beim
Beweise des Satzes 7. gezeigt.) .

Da nun RRF~R’ und §~S” ist, so enthalten fast alle
a, — a, sowie fast alle 5. — 8, den Faktor p™—7. Ausserdem sahen
wir soeben, dass fast alle &, und fast alle g, den Faktor p” ent-
halten. Also sind fiir fast alle r alle vier Bedingungen zugleich
erfiillt. Wenn sie aber fiir ein 7 sdmtlich erftillt sind, so werden
die beiden Produkte g, (a.—8;), «; (e, — ;) den Faktor p(m—m+na
d. h. p™ enthalten. Also_enthilt ihn auch ihre Summe «.a; — 3,8, .

Damit ist R'. 8~ R".§" bewiesen. ’ '
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’ Wenn also A~ R, B~ S ist, so hingen die bzw. zu R+ S,
R— S, R.S gehorigen idealen Zahlen nur von %, 8 (und nicht
von R, S) ab.

Definition 7. Die soeben erwdhnten idealen - Zahlen be-
zeichnen- wir bzw. mit A+ 3, A —B, A.B.

Satz 9. Fiir die durch Definition 7 beschriebene Addition,
Subtraktion, und Multiplikation gelten die kommutativen, assozi-
ativen, und distributiven Gesetze, und die Subtraktion ist die
inverse- Operation der Addition.

Beweis: Filr reale Zahlen sind alle diese Gesetzte natiirlich
giiltig. Hieraus folgen sie aber, mit Hilfe der Definition 6., sofort
fir Fundamentalfolgen; und mit Hilfe der Deﬁmtlon 7. fiir ideale
Zahlen. : :

Satz 10. Dxe Folge [a .. ] ist stets fundamental.

Beweis: Klar. - :

Definition 8. Die zur Folge [a a,...] gehdrende ideale
Zahl bezeichnen wir mit e, '

Satz 11. Es ist stets

a—{—ﬂ._a-i—ﬂ, a—_-:a_-—ﬂ, E.Eza.ﬂ.

Ferner ist

9{—{-0 Y—0=9, A— 9[—0% I—SJI €A.0
Beweis : Klar. :

IV. Ganze ideale Zahlen und Teilbarkeit.

Definition 9. Wir nennen eine ideale Zahl % ganz, wenn
es unter’den zu ihr gehdrigen Fundamentalfolgen [e,, «,. ..] mindes-
tens eine solche gibt, bei der alle a, algebraisch ganz sind.?)

Satz 12. Wenn %, 3 ganze ideale Zahlen sind, so sind auch
dié idealen Zahlen A+ B, A —B, A. B ganz.

Beweis : Klar.

Satz 13. « ist dann und nur dann ganz, wenn «@ algebraxsch
ganz ist. :

Beweis: Wenn « algebraxsch ganz ist, so ist @ auch ganz,
da e, @,...] zu @ gehort. ;Wenn, hingegen e« nicht ganz_ist,_so.
,schhessen wir folgendermassen:.

__B)E andere Fassung der Definition der ganzen idealen Zahl ist

die folgende: 9 ist ganz, wenn es alle Factoren p® enthiit. Die Aequivalenz
der beiden Definitionen wird im Satze 56. ausgesprochen.
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Das Ideal. :
(@ =pm . pPz...p5a

(»u, D3, - - -, Pa Sind voneinander verschledene anldeale) ist auch mcht
ganz, folghch ist mindestens einer der Exponenten m,, m,,...,m,
‘negativ. Es sei etwa m, <0. Dann hat a gewiss nicht den Faktor p.

Nun sei ¢ ~[a,, a,...]. Dann ist [, @,...]~[e, «, ...]und
also muss ein a—a, den Faktor p} haben. Da <« ihn nicht.
" hat, .so-hat ihn auch o, nicht. Also kann auch nicht p%|e,, d.h.
1 la sein. Folglich ist @, nicht algebraisch ganz Da das fiir alle.
zu o gehorigen [a, @, ...] gill, kann auch e nicht ganz sein.

Nachdem wir den Begriff der ganzen idealen Zahl definiert,
haben, kénnen wir zur Definition der Teilbarkeit bei ldealen Zahlen
fibergehen.

Definition 10, Wenn es zu den zwei idealen Zahlen
U, B eine ganze ideale Zahl G gibt, sodass B=1A. € ist, so sagen-
wir, dass 8 durch U teilbar ist, in Zeichen A |Y.

Satz 14. Aus % |3, B|C folgt A |EC.

, Aus % |B,, A|Y, folgt 9[]23,+232

Es ist stets' 9|0 und % |%. 7|9 ist damit gleichbedeutend,
dass 9 ganz ist.

Beweis : Klar.

Satz 15. «|f ist mit «|8 (im Sinne der gewohnhchen
Tellbarkelt) gleichbedeutend. _ . _ .
BeweiS' Aus a| 8 folgl:—f;— ganz, also auch (—g—) ganz, und

wegen . (ﬁ) (a f—) B ist dann «|g.-

Au_s «|B hingegen folgt: «.C= 3, wobei € ganz ist, also

C~ri%,-...] mit lauter algebraisch ganzen y, ist. Folglich ist:
_ E. C~[a, .. J I ye - J=lay, ays o]
[a)’i,’ &Yy . ]N [/3 ﬂ) . ]

Wenn e den Faktor p™ hat, so haben ihn auch alle ay, (weil
alle ganz sind); und da mindestens ein ay,—g auch diesen Faktor
hat, so hat ihn auch g. Hleraus folgt aber a|3, denn wenn wir «
‘und £ in der Form

()y=pfr .pfs... n,’;n', B)y=vra.p2...pi
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(Pu P, - . - Do voneinander verschiedené Primideale) schreiben, so
sehen wir: a hat jeden der Faktoren pgv also auch g; also muss
stets s, <1, sein, folglich ist «|8. (Eigentlich miissten die Fille
e=0 und #=0 noch fiir sich erledigt werden. Im Falle §—0
ist aber offenbar @|g; und wenn ¢=0 ist, so muss auch g=0
sein, was wieder «|g ergibt. Dass aus e¢=0, 8=0 folgt, siehi
man folgendermassen ein: a enthilt alle Faktoren p®, wire nun
8+0, so hiite (8) die Form plr.p2...p!= es enthielte also z. B.
den Faktor phi** nicht)

Jetzt definieren wir noch fiir ideale Zahlen, das ,Enthalten
eines (Primidealpotenz-) Faktors“. .

Satz 16. Sein R=[a, a,,...] und S=[8, &, ...] Funda-
mentalfolgen, u. zw. sei R~ S; p bedeute ein Primideal. Unter
diesen Voraussetzungen enthalten dann und nur dann fast aile
e, den Faktor p@, wenn fast alle 8. denselben enthaiten.

Beweis: Klar.

Also enthalten, bei einer idealen Zahl % entweder fir jede
zu A gehdrige Fundamentalfolge R fast alle «, den Faktor p=,
oder filir keine einzige solche Fundamentalfolge.

Definition 11. Wenn fiir jede zu % gehdrige Funda-
mentalfolge R—={a,, @, ...] fast-alle @, den Faktor p™ enthalten,
so sagen wir, % enthdlt den Faktor y.°)

Satz 17.-Wenn 9 den Faktor p™ enthdlt und n<m ist, so
enthdlt es auch den Faktor p~. ) _

Wenn U den Faktor p™ enthilt, und 9| ¥ ist, so enthdlt auch
B den Faktor p™.

Wenn % und 8 den Faktor p™ enthilt, so enthilt auch %+ 3B
den Faktor pm. ' '

Wen %A den Faktor p™ und B den Faktor p” enthilt, so ent- -
hilt A.B den Faktor pm+n,

Beweis : Klar.

Satz 18. a-enthdlt den Faktor p™ dann und nur dann (im
Sinne der Definition 11.) wenn ihn « enthdlt (im Sinne der Defi-
nition- 1.). '

Beweis : Klar.

2

9) Auch hier gilt die ‘Bemerkung am Ende der Fussnote 5).
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Bemerkung.

Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch eins feststellen.

In allen Operationen und Relationen, die wir sowohl fiir
reale, als auch flir ideale Zahlen definiert haben, u. zw. unter Be-
niitzung desselben Zeichens (das sind die Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Teilbarkeit, und das Enthalten eines Faktors p=),
spielt die reale Zahl ¢ und die ideale Zahl & genau dieselbe Rolle.
(Vergl. die Sitze 11, 13, 15, 18.) Ausserdem gilt der folgende Satz :

Satz 19. e=g ist mit @ =g gleichbedeutend.

Beweis: Aus «=¢ folgt jedenfalls a=2g. lst umgekehrt a__ﬁ,-
so ist , a—B=a—pF=0
also gilt fiir jedes y die Beziehung y|a—8, d. h. yla ﬂ Folg-
lich muss ¢ — =0, a=72 sein.

Es besteht demnach kein zwingender Grund @ und «
- voneinander zu unterscheiden ; wir werden deshalb im Folgenden

den Querstrich stets fortlassen und die ideale Zahl @ kurz mit ¢’
bezeichnen.

V. Der Limes.

Definition 12. %, %, ... und A seien beliebige ideale
Zahlen. -

Wir sagen, dass die Folge %, %, ... gegen U konvergiert, in
Zeichen: A, —U flir r—>oco, wenn mr jedes p und m fast alle
A—A, den Faktor p™ enthalten.’®)

Satz 20. ¥ ist dann und nur dann =0, wenn es alle p™
als Faktoren enthilt.

Beweis: Wegen p™ |0 enthilt O alle p™ als Faktoren. Wenn
umgekehrt 9 alle p™ als Faktoren enthilt, so sei A~ [ey, e,.. ].
‘Dann ist jedes p™ in fast allen «,, also in fast allen «,— 0 als
Faktor enthalten. Also ist [a,, e, ...] mit [0, 0,...] dquivalent, also
A~[0,0,...]. Wegen 0~[0,0,...] muss demnach A =0 sein.
Satz 21. Wenn %, — %« und A —B fiir r— o0, so ist
A=23. '

10y Diese Definition des Limes ist im wesentlichen gleichbedeutend mit
der PriirErschen Definition der Summe von unendlich vielen idealen Zahlen.
Das Multiplizieren mit einem Generalnenner erubngt sich hier infolge der
‘Anwendung des Begnffes des ,Faktor-Enthalten“-s.



Beweis: Fiir jedes p und m muss es ein r geben, sodass
sowohl A—IA, als auch B—A, den Faktor p= enthilt. Also ent-
hélt ihn auch A—-B=A—U,) — (B—UA,). Da dies fiir alle p, m
gilt, muss nach dem soeben bewiesenen Satze % — B =0, A="2B sein.

Definition 13. Wir nennen eine Folge %, %,, . . . idealer
Zahlen -konvergent, wenn eine Zahl % existiert, zu der sie konver-
giert. In diesem Falle existiert aber auch nur eine solche Zahl

(wegen Satz 21.), und diesé bezeichnen wir mit -lin A,

Satz 22. Seien die Folgen 9, 2, ... und B, B, ... beide
konvergent. Dann sind auch. die Folgen A, +3B, A,+B,...;
AN—B, Wu~—B,, ...; UB, 2.5, ... konvergent.

Dabei gelten die Gleichungen

hm (SJI i.‘B,)-_hm A+ lim B,

—= 0 [ )
11m (9I .‘B,)—hm A, - lim B,
re—) o ’ L r—y.ao
Beweis: Wenn wir lim %, und lim B, mit A bzw. B be-

L &

zeichnen, so miissen wir zeigen, dass _aTls A=A und B —B.
fiir r—>o00 immer (¥, +B,)—=> A +3B) und (. .B,)—=>A.Y)
flir r—-o0 folgt.

Die beiden ersten Behauptungen sind trivial; die letzte be-
weisen- wir folgendermassen :

Das Primideal p und der ganze rationale Exponent.m seien
" beliebig gegeben. Es sei 3 ~[e, @,,...}, 8~[B, &, .. .]. Es wurde
beim Beweise des Satzes 8. gezeigt, dass es ein n gibt, sodass.
fast alle ¢, und 8, den Faktor p” enthallen. Dann enthdlt auch
. %A und B den Faktor p”.

Ferner enthilt fiir fast alle r die Differenz A—3(, den Fak-
tor pm" und fiir fast alle r enthalt die Differenz 8 —3B, den
Faktor p¥ex(m-mm_ Also gilt auch fiir fast alle r all dies zugleich.

Fur jedes derartige r enthdlt also A—A, und B—B, den
Faktor p™7; ferner enthilt B und B—B, den Faktor p", also
enthilt ihn auch B,. Und schliesslich enthdlt %« auch den Faktor
p" Folglich enthalten die Zahlen B, (3 —%A,) und A (B—B,) beide
den Faktor p™—m+n d. h. p™, also enthalt ihn auch ihre_ Summe——
AB—A,3B,.

Satz 23. Wenn p™m, p2, .. ., p™» beliebig gegebene Prim-
idealpotenzen sind, und % eine ideale Zahl, so gibt es eine reale
Zahl e, sodass A — « jeden der Faktoren pr, Pz, L., P enthilt.



205

Wenn insbesondere 9 ganz ist, so kann auch « (algebraisch)
ganz gewihlt werden.

Beweis: Wenn % ~[«, ;. ..] ist, so enthalten fast alle «,
den Faktor pi , fast alle den Faktor pfs,..., und fast alle den
Faktor pZa. Also gibt es ein r fiir welches alle n Bedingungen
erflillt sind, entsprechend unserer Behauptung: -

Wenn U ganz ist, so kdnnen wir {a,, a,, ...] so wéhlen, dass
-alle @, ganz sind.

Satz 24. Wenn zu jeder anxdealpotenz p™ ein algebraisch
ganzes « existiert, sodass % —e den Faktor p™ enthilt, dann ist
A selbst ganz.

Beweis: Die abzihibar v1elen Primideale schreiben wir in
einer Folge p, 1s ...

Wir konnen fiir jedes r ein System von algebraisch ganzen

() 847, . .., 8" angeben, sodass A —pg¢” allgemein den Faktor
p, enthalt. Wir bestimmen nun eine weitere algebraisch ganze
Zahl «o, derart, dass sie den Kongruenzen |

e, = B{" (mod. pf)
o, = gf” (mod. pf)
p’”’ (mod. p;)
geniigt, was offenbar mbglxch ist. Dann ist fiir jedess=1,2,...,.r
5| a,—pB¢, d. h. &, — B enthilt .den Faktor ps; folglich enthalt
N —c, alle Faktoren pf, ps,.. ., pr.

Nun bilden wir die Folge [a,, a,, .. .]. Wir werden beweisen,
dass sie fundamental ist und zu U gehdrt; da alle @, ganz sind,
folgt hieraus, dass % ganz ist. '

Es sei A~[p, £ ...]; dann gentigt es

’ .. [al; o, . . ]N[#lr ﬂﬂ) . ]
zu zeigen.

Da fiir fast alle s die Differenz g, —g,,. den Faktor p] ent-
hilt, fur fast alle s dieselbe den Faktor pf enthilt, ..., fiir fasi
alle s den Faktor pr enthilt; so gelten auch fiir fast alle s simtliche
r Bedingungen zugleich. Wir kbnnen also u= u(r) so wihlen,
dass aus s2>u(r) stets folgt, dass g, —g,,, alle Faktoren
I |} SO |14 ‘enthdlt. Hieraus schliessen wir leicht, das fiir s>u(r),
t>u(r) auch 8,—f, diese Faktoren enthilt. - :
Nun sei die Primidealpotenz p™, p=rp, fest gegeben Es sei
r > Max. (m, n) Dann enthilt '
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den Faktor p®. Also muss flir fast alle s die Differenz g;— a, den
Faktor p™ enthalten. Also auch fir ein s> u (Max. (m, n)), da aber
fir s> u(Max. (m, n)), > u(Max.(m, n)) die Differenz 8,— g den
Faktor p™ stets enthdlt, ist das fur alle §,— a,, { > u(Max. (i, n))
der Fall. Wenn also insbesondere r>Max.(Max.(m,n), u(Max (m,n))
ist, so enthdlt §,—e, auch den Faktor p=.

Da diese Relation_fiir fast alle r gilt, lSt damit unsere Be-
hauptung bewiesen.

-Satz 25. Wenn aIIe Glieder einer konvergenten Folge
A, W, . . ganz sind, so ist es auch lim 9%,.

r=—pc
Beweis: Wir konnen r so wihlen, dass QI—QI den Faktor
p= enthilt, und da U, ganz ist, « so dass A,— « .den Faktor p™
enthdlt. Dann enthdit auch A—a=(A— €A) + (A, —ea). den
- Faktor p=. - ' N ’
Da dies fiir alle p und m gilt, muss QI ganz sein. ,
Satz 26. Die Folge %, %,, ... ist dann und nur'dann kon-
vergent, wenn flir jede Primidealpotenz. p=®, fiir fast alle r die
Differenz %,— %, ., den Faktor p™ enthilt.

Beweis - Wenn o, %, ... konvergent ist, so enthalt A—NA,
ftir fast alle r den Faktor p™. Also gilt dasselbe fir fast alle r
von A—A, ,. Folglich findet fiir fast alle r auch beides zugleich
statt, Fiir solche r aber enthilt auch % -"—Q[,+.'=(5)[—9I,+,)—(9I-'—9I,)
den Faktor p™.

Nun wollen wir umgekehrt aus unserer Bedmgung dne Kon-
vergenz von €, Q[z, ... herleiten. ’

Wir bezeichnen dle Folge der Primideale wieder mlt P1, P2y - -
~Wir wiéhlen die Zahl «, allgemein so, dass A, —a, die Faktoren
PL,p5, ..., po enthdlt; und dann bilden wir die Folge [, @, . . ]

" Diese Folge ist fundamental. Es sei ndmlich eine Primideal-
potenz p™, p=1p, gegeben. Ferner bestimmen wir p so, dass fiir.
s>p A, —UA,,, den Faktor p™ enthdlt. Fiir r> Max. (m, n, p) ent-
hdlt dann %, —e, den Faktor p§, also auch den Faktor p™. Ebenso
-enthalt S)I,Jrl—a,Jrl dlesen Faktor und auch A, —A, . ,;—folglich-- -
-.enthalt ihn A

Cr— pyy = (er+l _'.“H-l') - (QIr ha ar) + (QIr— QIr+1)\
ebenfalls. '
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Die zu [e, a, . . .] gehbrende 1deale Zahl sei UA. Wnr behaup-
ten nun: es ist 9, —bQI fiir r—>oo.
: p==p, und m seien wie vorhin. Ftir r>Max.(m, n) (d. h.
fiir fast alle r) hat A, —e, den Faktor p™. Ferner hat wegen
N~[a), @, ...] auch A—e, fiir fast alle r diesen Faktor. Folglich
findet fiir fast alle r beides zugleich statt, und fiir solche r hat
auch A—A, = (Y —e,) — (¥, —e,) den Faktor p=.

VL. Unendliche Summen und Produkte.
Definition 14. For _
, 9[,,,+52I,,,+1+v. AW, und Wy - Yy .- Y, (mgn)
‘schreiben wir kurz ¢ %, bzw. []%,.
Definition ";5. Wir sag_én, dass die unendliche Summe
ﬁr A, oder das unendliche Product mﬁl konvergiert, wenn die

m+1 m+

m m+1 . m+2 .
Folge S %, Sr ¥, SrY,,... bzw. ﬂ%,, |"| €A, ﬂ 9[,, . kon-

vergiert. Unter ir A, bzw.|7|5)[ verstehen wir in diesem Falle

+s-1 m+s—1
die Zahlen lim r A, bzw. lim [] %,.
C S—pw § © SePpoo I—l

Satz 27. Wenn die Summe %r 9%, konvergiert, so konver-
giert' auch die Summe 2.-(6 -N,); es ist
| | '2&-(6-9{,)::6 ém |
Wena die Summen 2.- A, und ir B, konvergieren, so kon-
vergieren auch die Summen. ik(’)[,i B,); es ist.
gr A, £ B,) = g's’t, + g %,
- Wenn die Produkte |‘§|9I,. und ﬁﬁB, ‘konvergieren, so kon-
vergiert auch das Produkt [?](QI, . 2},); es ist

FEL-By=[% [3,.

Beweis : ‘Klar auf Grund des Satzes 22.
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Satz 28. Die Summe ir A, konvergiert dann .und nur

dann wenn W, -0 flir r—>oco.

Beweis: Nach Satz 26. ist es notwendig und hmrenchend
"dass fiir fast alle s die Differenz

m+(a+l)— m 8--1
—-Er EFQI =-9[m+,

den Faktor p” enthalte d. h. dass QI,,,“ den Faktor p” enthalte.
- Das ist damit gleichbedeutend, dass %, fiir fast alle ¢ diesen Fak-
tor enthdlt: und dies ist nichts anderes, als unsere Bedingung
A, —0 flir #—>o00.

VII. Ein Hilfssatz liber Systeme von Faktor-Bedingungen.

Ehe wir weitergehen, miissen wir einen Satz iiber Systeme

von Bedingungen von der. Form )
8- E—a enthdlt den Faktor p= (8 +0)

beweisen. In den spiter folgenden Konstruktionen idealer Zahlen
wird es ndmlich meistens auf die Losung derartiger Bedmgungen
herauskommen.

Unser Satz lautet folgendermassen

Satz 29. Ein System von Bedingungen

B, £~ e enthdlt den Faktor pfr (8, + 0)
- E—a, enthilt den Faktor pfz (8% 0)

.....................

B, E—ea, enthalt den Fakior pg g1 (8. +0)
(s, Doy - . -, P, vOneinander verschiedene Primideale) ist immer l8sbar.

Wenn fiir jedes v=1,2,..., u alle Faktoren pj, r<r, die
in 8, enthalten sind, auch in «, enthalten sind, so ist es-sogar
durch ein algebraisch ganzes & lgsbar.

Beweis: Wir zeigen zuerst, wie der erste Teil unseres Satzes.
auf den zweiten zurlickgefiihrt werden kann.

Zu jeder Zahl y+0 und jedem Primideal p gibt es.ein s
sodass y den Faktor p* noch enthdlt, den Faktor ps+' aber nicht
mehr: wir brauchen bloss das Ideal (y) auf die Form-eines*Ptiin-
idealpotenzproduktes bringen, und flir s den Exponenten von p
zu wihlen (0, wenn p nicht vorkommt), dieser leistet das Ge-
wiinschte. '

g
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Fiir die g, seien diese Exponenten s,, (v=1, 2,.. ., u). Die

Primisse des zweiten Teiles unseres Satzes ist. offenbar die, dass
a, stets den Faktor p™i v, 7v) hat.

Wenn nun dieser Teil des Satzes bewiesen ist, so verfahren
wir so:

Wir wihlen die ¢, so, dass o, den Faktor pév enthalt und
setzen dann x, =s,—1,. Sodann bestimmen wir die Zahl ¢ so,
~dass sie jeden der- Faktoren pyv enthalte, aber keinen der Fak-
toren pXv +1

Dies ist unschwer' durchfﬁhrba’r: nach einem bekannten
Satze der Idealtheorie gibt es ja eine Zahl o, fiir die

- (@) ‘
i .
ganz ist, und mnt jedem der ldeale Py Poy - .., P, relativ prim. o
“erfiillt offenbar unsere Bedingung.
Aus der genannten - Eigenschaft des ¢ folgt aber, dass
8, E—a, sicher den Faktor pJ« enthilt, wenn

e (B, - §—a)=048, " (e5)—oc,
den Faktor p;v**v enthdlt. D. h. unser System ist Idsbar, wenn
es das folgende System ist:
B, n—ee, enthilt den Faktor prv+* ,v=1,2 ..., u (Dann

konnen wir wegen ¢ + 0 offenbar E'—:_—Z— setzen.) -

Dieses System fallt aber unter den zweiten Teil unseres
Satzes. Denn wenn 8, den Faktor p; enthdlt, so ist r<s,; und
da ¢ den Faktor piv und.e, den Faktor p’ enthilt, so enthilt
«g, den Faktor p&*+*, d h. piv, also auch p5. :

" Wir konnen also zum Beweise des zweiten Teiles iibergehen,
s, bedeute dasselbe, wie vorhin, nach-Annahme enthilt also «,
den Faktor p;t™ v 7v). Unter £ verstehen wir von - nun an eine
(algebraisch) ganze Zahl. x

g, E—a, =8, (E——;l) enthdlt sicher den Faktor pIv, wenn

v

&=

p, den Faktor phv —Sv enthalt (da @, den Faktor pgv enthdlt).

) Da‘ avzﬂv

ﬂ den Faktor pMin- (v, rv ) enthilt, und 8, den Fak-

14
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tor p’v“ mcht enthalt muss den Faktor pj™®v.rv’ sv ent-

ﬂv
halten.

Wir haben also ein Syslem von Bedingungen der folgenden
"Form: , ‘ ‘
' £ — e, enthdlt den Faktor psv, v=1,2,..., u, wobei «a, den
Fakior pi=- @ rv) enthilt. (Diese Bedingungen haben wir nur als
hinreichend erkannt, sie sind zwar auch notwendig, was uns aber -
hier nicht interessiert.) Hier geniigt es aber zu zeigen, dass jede
dieser u Bedingungen fiir sich allein I8sbar-ist: denn wenn sie
bzw. die ganzen Losungen &, &, ... E, haben, so ist ein & sicher
eine gemeinsame L8sung aller, welches den folgenden Kongru-
enzen genfigt:

—--gl (mod. p{1)

E=E (mod. pf)

‘E—g (mOd pn")
Und dieses System von Kongruenzen ist offenbar durch ein ganzes
£ iosbar. .

Es bleibt also noch ubng, zu zeigen, dass der Bedmgung '
\ & —a hat den Faktor pr
‘wobei a den Faktor p"® ©" hat, durch ein ganzes § geniigt
werden kann. 4 '

Fiir r<0 ist dles tr1v1al wegen Min. (0,r)=r hat e den
Faktor p", also kommt die Bedingung darauf heraus, dass & den
Faktor p” enthalte. Und wegen r < 0 ist das fiir jedes ganze & der Fall.

Fiir r>0 ist' Min. (0,r)=0, d.h. o enthdlt den Faktor p°.

Also ist dz%,
durch p teilbar ist. Wir konnen deshalb die Kongruenz

- An=1 (mod. p")
(durch ein ganzes 7!) 18sen. A7 ist durch p nicht teilbar und
dabei ganz, also enthidlt es den Faktor p! mcht Folglich -enthilt
t—a den Faktor p", wenn ‘ :

wobei x, 1 algebraisch ganz sind, und 4 nicht

In(—a)=1an. §—mz : :

ihn enthailt Da aber aus in=1 (mod. p7) die Kongruenz - '
A . xup=un (mod. p7) .

folgt, enthﬁlt An.xn—ux7m sicher den Faktor pr. Also ist E=uy

eine, offenbar ganze, Lésung. o N
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VIIL. p-adische Zahlen.

Definition 16. p sei ein Primideal. Wir nennen eine
ideale Zahl A eine p-adische Zahl, wenn fir jedes von p ver- -
schiedene Primideal q und fiir jedes m die Zahl % den Faktor
q” enthalt .

'Satz 30. ¥ sei eine ideale Zahl, p ein beliebiges Primideal.
Es gibt dann eine und nur eine p-adische Zahl §8 sodass A — 58’
flir alle m den Faktor p™ enthait.

Beweis: Dass es hochstens ein solches B geben kann, sehen
-wir sofort. Denn wenn 3B, und 582 diese Eigenschaften haben, so
st jeder Faktor q= ', g%y, wegen der p-adizitit von B, und B,
in B,  und in B, enthaiten, also auch in B,—B,. Und jeder"
Faktor p™ ist in A—B, und in A —B, enthalten, also auch in
B,— B, = (A—B,) — (A— 231) Nach Satz 20. ist also B,—38, =0,
d h %1 %2 s

- Wir milssen nun zeigen, dass es ein solches 58 gibt.

Zu diesem Zwecke schreiben wir die von p verschiedenen
- Primideale 1rgendw1e in einer Folge q,, 45, ... Sodann wihlen wir
die Zahlen @, a,, ... so, dass allgemein QI—a den Faktor pr ent-
halte (nach Satz 23.); und die Zahlen &, &,. .. so, dass aligemein .-
& den Bedmgungen , ' '
. enthdlt den Faktor qf . o
§, enthilt den Faktor qf

.................

& - " enthilt den Faktor (i}
E,—ea,enthilt den Faktor p
genﬁgt (nach Satz 29.). Wir behaupten nun: die Folge [&, §2,...]
-ist fundamental und die zu ihr gehdrige Zahl ?B genﬁgt den Be-
~dingungen des Satzes.
- - Um nachzuweisen, dass [§, &, . . ] fundamental ist, belrachten
- wir zuerst die Faktoren p™. Fir r>m hat' §,—e, den Faktor p7,
- also auch den Faktor. p; ebenso' hat auch &..,—e,.;, diesen
Faktor. Ferner hat 9—«, ‘ebenfalls den Faktor pr, d. h. p™; und
Y—a,,, dessgleichen. Also hat auch
g _§r+l '—(Er+l r+1)’_'(§r—ar)+ (9[—(1 ) - (9[—'(2,._{_1)
den Faktor p™. '
- Zweilens betrachten wir die Faktoren q™, q + p. Es ist 0==0n;
14%
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fir r > Max. (m, n) haben &, & ., und mit ihnen §, —&, ., den
Faktor q5, d. h. ¢, also auch den Faktor ¢q™

Es bleibt noch zu zeigen, dass flir 8~ IE, &, ...] die Zahi
B jeden Faktor ‘97 und die Zahl %—%B jeden Faktor p hat. Es
ist aber.

§8 [ElnEQ ]
und wenn s> Max. (m, n) ist, so hat £, den Faktor qf, also auch
qQT, woraus die erste Behauptung folgt. Ferner ist

e —B~[a,e,..]—[ 85 .. J=[c—%6 a—§&...]

Nun hat @, —E&,=— (§x— @) den Faktor p=, und flir s> m hat
auch §,—&,,, den Faktor p™; also haben filr s>m alle Diffe-
" renzen a,—§&, den Faktor yp™. Folglich hat a,,— P den Faktor p=, -
und da % —«,, ihn auch hat, so muss A —B=(A—a,,) + (¢, — B)
denselben ebenfalls enthalten Damit ist auch die zweite Bahaup-
tung bewiesen.

Definition 17: Die im Satze 30. erwihnte p adlsche Zahl
nennen wir die p-adische Komponente von 9[ und beze:chnen sie
mit. (X); .

Satz 31. Wenn die idealen' Zahlen % und B fiir jedes
Primideal .p dieselbe p-adische Komponente haben, so ist ¥ =3.

Beweis: Fiir alle p und m hat sowohl A— (), als auch
B—(B), den Faktor p™. Wegen (A), = (B), aber ist A—B=
= (A— (), ) — (B—(B), ), sodass auch A — B den Faktor p™ hat.
Nach Satz 20 ist also Y—B=0, A=3. _

Definition 18, Die (abzdhlbar vielen) Primideale seien
. irgendwie in eine Foige geordnet, die wir mit p,, p,, . . . bezeichnen.
werden.

Satz 32. Die Zahl Sl[vnﬂ sei py-adisch, m=1,2,.., Dann’

ist die Summe EmQIEng konvergent.
1

" Beweis: Nach Satz 28. miissen wir beweisen, dass Am! — 0
fiir m—> oo, Es sei irgendein p™ gegeben, p=7p,. Fiiralle r +n
ist p, Pr+ Po. SIfPr] ist p,-adisch, also hat Qllvrl den Faktor pm d. h.
" p™. Hieraus folgt unsere Behauptung. - . —

Satz 33. Die Zahl Q[g;ml sei pyeadisch, m= 1,2,... Dann

ist Am! die py-adische Komponente von S Yt
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Beweis: Da QID’ml gewiss p,-adisch ist, brauchen wir _nur zu

zeigen, dass En APl 9m) jeden der Faktoren p2, enthiit.

!

- Wegen 2n9[£fn1—> En‘llg’nl ftir r—> oo gibt es ein r=>p,
1 1
o _ r _ - )
so dass > n el — SaYPa) den Faktor pZ hat. Also milssen
i 1 1 ’

‘wir zeigen, dass S Fa)—APm! diesen Faktor hat. Nun ist
1 .

én 916,.1 — WPl = P11+, +g[ﬁm_u+9iﬁm+n 4—7 A A,

Jedér Summand ist p,,-adlsch n+m, d. h, p,,:r-p,,,, hat also den
_Faktor 2; folglich hat ihn auch die Summe.

Satz 34. Jeder Folge UM, A1, . o (Ul st p,,,—adlsch)
entspricht eine einzige ideale Zahl %, fiir dle (QI)‘,—m—QIgml ists

nimlich die Zahl 9 = S)m 9w,
1

Beweis : Folgt aus den Sdtzen 31, 32 und 33.
Definition 19. Wenn U aligemein p,-adisch ist fiir .

m=12,..., so schreiben wir flir 21:: YPm! auch §AP L, AP, Y,

X, p-adiséhe Ko'mpqnenten'und die Gfundopergﬁongn.

Satz 35. Wenn die Zahlen %™ und 9™ beide p-adisch.
sind, so sind es auch die Zahlen A¥! 4 B,

- Wenn A p-adisch ist, und € eine behebxge 1deale Zah] ist
so ist auch €. ™ p-adisch. :

Beweis: Die erste Behauptung ist tnvnal die zwelte sehen
wir folgendermassen ein:

Wir gezeigt, beim Beweise des Satzes 22 dass fdr jede
ideale Zahl und jedes Primideal q ein' Faktor ¢ in der Zahl ent-
halten sein muss. Wenn nun eine Primidealpotenz ¢™, q % p,
gegeben ist, so enthdlt' € einen Faktor q", wahrend 2 den Faktor
- ™" enthdlt. Folglich enthdlt €. %A den Faktor ¢+ d h. q™

Satz 36. Wenn die Zahlen U™ und BN p-adisch bezw.
qg-adisch sind, p + q, dann ist AP, Bl =0. '
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-~

. Beweis: Nach Satz 35. mus %A . B sowohl p-adisch als

auch ¢-adisch sein. Da jedes ‘Primideal t unbedingt +p oder,
F q ist, so enthdlt A . B« 1eden Faktor @, Nach Satz 20. ist

es also- =0.
Satz 37. Es gelten d1e Gleichungen :

{9111;»1], Aira,.. }+{53[p11 Blral,...p= (AT ) + B, gxtn,l-;-salp,] !

(U5, 421, - {BP), B, = (AP . BE, UG - Bk}

Beweis: Es ist
S ufert S o= S @Fe1+ 8
T 1 1 o o .
S APl ir %E,1=§r‘(§, ] %[El)ﬁ‘irm?r_l-.ﬁ,ﬁ-l
(das letztere wegen ‘Satz 36.). Hieraus folgt aber '

lim Er(ﬂll%l%—%[ﬂrl)_hm Eri)ﬂp,-]-{-hm Er%lvrl ,

M=) 1 o 1 m—>°° 1
lim r Sllvr .‘Blvrl =lim Sr QI[Prl lim r ‘8[*’,
, m—+c»12 . m—)wg m-+°°$ .

und damit (nach Dehmtlon 19.) die Behauptung.
Satz 38. Es gelten die Gleichungen: ‘
AEB), =W £ @B, (A-Bhp=) - (V).
Beweis: Folgt aus Satz 37. .

Satz 39. Wenn %W, p#p,,,, eine p-adische Zahl ist, soist

: sxm:{o 0,...,0, 9,0,...}
(9["’1 steht an der m-ten Stelle. :
Beweis: Fiir r>m ist offenbar

0+0+...+0+ AW +0+.. +0 9IM _

(insgesamt . r Glieder), folglich ist der Limes der linken Seite
fiir r—-oco gleich AP, und hieraus folgt die Behauptung.

Satz 40. U ist dann und nur dann ganz, wenn es alle
(QI);, sind.

Beweis: Wenn die (%), ganz 'sind, so 1st es auch jedes'

auch Jeces

E" M);;, -und infolge dessen auch '

) A= Zr (ﬂ)p—r immgr (QI)D_P X

ol
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Ist umgekehrt A ganz, so ist es auch jedes (), aus folgen-
dem Grunde: Fiir q+p hat (), — 0= (%), den Faktor q™ (wegen
der p-adizitat); und wenn ein ganzes a so gewdhit wird, dass
A—a den Fakior p™ enthalte, so enthilt auch (%), —e=(A—e)—
— (A —(¥), ) diesen Faktor, weil A—(A), ihn enthait. Nach Satz -
24. ist also (), ganz. - , e

Satz 41. Es gelten die Glelchungen ' :

.91?2491)— |‘|(1+(9I—1) )

Beweis : Die erste ist trivial. Dle zweite verifizieren wir so:

[ﬁ(1+(91—1) )—|‘|(1+{0 0,...,0, (91»—1),,-', 0...}=
=1 (05 (- 4+ %o S0~ (5.0, = |
=5, g0 Wy 5 D, .v.,.g”=' |
- l' 205, @5, @05, O ()0 4=

!

;(1);;-,(1);2,...}+_§r{o,o,._..,o, (91);,;(1),,—', 0,..}=

14+ 310,0,..,0, @ ~1)z, 0,...b =1+ 3 A1),
0 . . B . 1

. ‘Hieraus folgt aber : ' ' - '

[°:°] (1'-{-'(9[—1).—) = lim ﬁ(1+(91-_-1)—)'='1im (1+$r(9i-1)—j=

(i

—I 1+1 9[—1————1—[— 9[—1~——1+9[—-1 =91,
.s_'rm s_n;amz( =1+ @D =1+@—n=

X. Die '_Faktor-lerlegung'- der. idealen_ Zahlen,

Satz 42. 9, B seien zwei ideale Zahlen. Wenn zu jedem
Primideal p ein m angegeben werden . kann sodass B den Faktor
p™ enthilt, aber % den Faktor m+! nicht; so ist %|®.

Beweis: Diejenigen - Zahlen m, die zu.den Primidealen

Py Po, - .. im Sinne der Primisse gehdren seien m,,.m,, ... Es sei
9" ~ [ah a” . ]’ % [ﬁl) /32) .. -]- .
o Da-fhr fast alle r die Differenz «,—e, ;, den Faktor pmts’
enthalt,. und auch den Faktor pfts ﬁi;. fast alle r enthilt, .. .,
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und auch den Faktor pPs+# flir fast alle r enthalt so gelten
‘ebenfalls fiir fast alle r alle diese s Bedmgungen zugleich. Wir
wihlen u = u(s) so dass die Differenz e¢,—e,, fiir r>u (s) alle
~ diese Faktoren enthalte. Dann wird offenbar fiir r> u (s), t>u(s)
~auch @,—ea, alle diese Faktoren enthalten. Da %A den Faktor
p™s ! nicht ‘enthilt, . werden nicht fast alle «, diesen Faktor ent-
halten. Also gibt es ein r> u(s) filr welches e, ihn nicht enthiit.
. Folglich enthilt ihn kein e, mit > u(s). .

Ebenso kénnen wir Zahlen v=v(s) konstruieren, fiir die
so oft r>v(s), t>v(s) ist, 8, —p, alle Faktoren pim e prate, .,
pPsts enthdlt. Da B den Faktor pms enthilt, so enthalten ihn
fast alle §,, also auch eines mit r>v(s). Folglich enthalten ihn
alle 8, mit 1>v(s).

Wir stellen nun eine monoton wachsende Folge w(1),. w(2),
auf, sodass allgemein w(s) > u (), w(s)>v(s) ist. Dann ist:

A~ _[aw(l)) way -+ B~[Bway ﬂw(2)) N ,
Jetzt werde eine Folge ganzer Zahlen &, &, ... derart gewihit,
dass £, allgemein den folgenden Bedingungen geniigt:
&y 5r—Bwqy enthdlt den Faktor pfm +r
@y E—Bwe enthilt den Faktor p;_"z+’

% () &— By (» enthélt den Faktor prtr
Nach Saiz 29. ist jedes solche System von Bedmgungen durch
ein ganzzahhges E. l1osbar: denn wenn e, den Faktor pT ent-
hélt, so ist m<mg+41, m<m,, sodass auch g, dlesen Faktor
enthdlt.
Wit behaupten nun: die Folge [51, &, ...] ist fundamental,
‘und. fiir die zu -ihr gehorige ideale Zahl € ist % . € =233, Da alle
E, ganz sind, ist es dann auch €, sodass wirklich % |% ist.
Es sei also p=yp,, und m beliebig gegeben. -
- Filr r > Max. (m, n) haben dje Ausdriicke

w(r)E —ﬂw(n und e, 4y Er+1—/9w(r+l)
_ den Faktor pmatr also auch den Faktor pmatm™, Ferner haben -
o = o1 UNA By (= Buy (e )
ebenfalls den Faktor p™a**, also auch p@»*™ Da aber §,’;T”ganz .
- ist, folgt hieraus, dass .

{qw(r+1) §r+l—ﬁw(r+ l)} — {aw(r) é, ﬂw(r)} +
+&4 {aw(r) "_'“wir+1') } — {ﬂw(r)—ﬂvv(r +0 } = Cw(n {Er '§r+l}
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diesen Faktor ebenfalls hat. Und well i) den Faktor p,,n““
nicht hat, so muss & —E,+, den Faktor pZ haben. Damlt ist die
-Fundamentahtﬁt von [El, & ...] bewxesen '
~ Weiter ist _ .
A.C~ [“w(l) & Cy @) - & .. -]} B~ [Igw(i)z Igw(2),'- . ]
und fir beliebiges p=ryp, und m folgt aus r>Max. (m—m,, n),
dass ag &, —Bw den Faktor p{™a—™+ma d. h. p2, enthilt.
‘Polglich ist [agq) . &, @y - & o ]~ [Py Bwdy-- ], d. h. A E=3.
. Definition. 20. Wir nennén zwei ideale Zahlen A, %
-assoziiert, wenn. A|B und B|A ist.
Satz 43. Es ist stets % mit 9% assoziiert; .
Wenn U mit B assoziiert ist, so ist es auch B mit .
Wenn ¥ mit 8 und §8 mit € assozuert 1st SO 1st es auch
A mit €.
- Beweis : Klar. '
Satz 44. Zwei assoziierte. Zahlen smd entweder beide ganz,
oder keine ist es.
Beweis : Klar. ‘
Satz 45. Wenn %’ zu 9[” und 23’ zu B” assoznert ist, so
ist es auch A'. B zu A”. ?B”
Beweis : Klar. _
Definition 21. SI ist eine Einheil, wenn es zu 1 assozi-
iert ist, .
Satz 46. ‘Jede Einheit 1st ganz
=+ I sind Einheiten.
~ Wenn € und § beide Einheiten sind, so ist es auch €. .
Wenn € eine Emhent ist, und § ganz und %{@ ist, so ist§ -
auch eine Einheit.
Beweis : Klar.

Definition 22. Zu jedem anldeal Pm Werde irgendeine
- Zahl T, zugeordnet, die zu p, gehdrt, aber zu p2, nicht.

Detfinition 23 Die ideale Zahl H—(Z -—1) bezelchnen '
wir mit SJS,,, _

Die Zahl 1-+(55,— 1);, bezelchnen wir mit 5‘,’;, (s=0,41, 'L‘Z D),
die Zahl 1—(1),;, mit PE=

" Satz 4T. Es ist P, =1, By =P
Ferner ist stefs (auch fir s oder t=-+oco) P&LF*=715. Bt
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Schhesshch ist hm ‘B,,, B>,

Beveis: Die zwei ersten Behauptungen folgen aus der Deh-

nition von e, sofort, wenn man beim Multiplizieren den Safz 38.
beniitzt. Die dritte Bahauptung beweisen wir so:
. Es lst hm 515" =PL>, wenn fir jedes p und jedes n die

Differenz €B+°°—‘B,,, far fast alle s den Faktor p? enthit.
Nun ist
_ﬁ”—§L=(l—('),,—,,)—(l+(an"f1);',;)= :
- B (PR (T (AT
Wenn p +p,, ist, so hat ({3,);;, fur alle s den Faklor p7, weil es
Pa-adisch ist, Wenn dagegen p—7 ist, hat (C5)— (L );;, Stets den
Faktor p2, also milssen wir nur feststellen, wann 5, den Faktor

p2, hat Das ist aber wegen vmlé.., sicher der Fall, sobald
s>Max. (0, n) ist. =

Satz 48. Jedes Produkt |'] iB"'r ist konVergent dabe1 kon- -

nen die m.=0,+1,4+2,... oder 4 o0 sein,
Beweis : Es sei A=1{(m), @=),...}. Dann ist

@A = — () =C )y~ (=G — 1),
l+(§[—'l);r-=1 'l‘(—c':’r—- ]);;:‘,]_3;.'%*.' » ‘
(Fnrv m,==+oco haben - wir ¢ durch 0 zu ersetzen.) Nun ist

|§|(1+ (QI;-l)-—) nach Satz 41. sicher konvergent, u. zw. gleich

| %, also gilt dasselbe von [?]‘B"’
‘Satz 49. (Hauptsaiz 1) Jede ideale Zahl 91 kann auf die Form
A=E. ﬂ‘B,

gebracht werden wobei G eine Einheit ist und die m, =0, +1,+2,.
Qdcr, + oo sind.
~ Beweis: Es ist zunichst .

91:_@(1 +@—1);).

o
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Die Zahl 1 +’(§I‘—l)p—r ihrerseits hat, wie wir beim Beweise des
Satzes 41. zeigten, die Form

{(l)pl,(l) y oo ,(l) (QI) » (D5 P’ ..}
Nun sind zwei Fille denkbar: -entweder enthialt (9[)— den Faktor

p@ fidr alle m, oder nicht. ‘
In erstem Falle ist nach Satz 20. (9[)— =0, denn es enthalt’

|eden Faktor p"' (wenn p=t=p, ist, zufolge der p,-ad:znat und
~wenn p=p, ist, nach der Annahme). Folglich ist '

@D = {0 O 05, 0 =

a ' =1 —(1)g_%‘15f°f- R
-Im zweiten Falle stellen wir zuerst fest, dass es unbedingt
ein m gibt, fiir welches (%);; den: Faktor p= enthdlt: das wurde -
bereits beim Beweise von Satz 22. bemerkt. Da es aber auch ein

solches m gibt, fiir welches das nicht der Fall ist, so kdnnen wir
.'ein m=m, finden, sodass (9[)—- den Faktor o hat den. Faktor

- pme+1! aber nicht. ’ .
Betrachten wir nun die p,-adische Komponente von 1 +(A—1).-.

und diejenige von $™. Sie sind beide =(l)a,' wenn s+ r ist,
und =(9I)€_,, bzw. (é’fr)é, _wenr'i:s‘_=r ist. 1+(91—jl')€ enthilt
“den Faktor p™ sicher, wenn ihn seine p,-adische Komponente
- enthdlt, d. h. (1)— bzw. (SJI)—. Die erstere enthdlt nun p} (weil
sie ganz ist), die letztere rm R ‘ o ‘
' Andererseits enthilt SB;"n den Faktor p nur daiin, wenn ihn.
seine pg-adische- Komponente enthilt, d. h. (l)v_a bzw. ({™r )p—r . Diese
enthilt den Faktor aber nur dann, wenn ihn "1 bzw. {=r enthilt.
Die erstere enthilt aber p! nicht, die letztere p=r+! nicht.

Damit sind- die Primissen von Satz 42. erfilllt: es muss
-SB,r|1+(9I—l)— sein. Also ist :

1+@—1);=¢,. ‘Br (€, ganz)
(91)—_(1+(9x——l) -) = (G () —(@r) (é‘?");.tj
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- Also. ist

l+(ﬂ_l)€={(l)ﬁ,' (1)g,---,(|),,—r_l,(@r),,—r~(§'-' r)5 (1 ),, " poe} =
| =1, W W @, (O] T
Dabei hat (@,)p—r den Faktor p: nicht: denn dann h;'itte
(9,[);,; = (@r),,—r . (54 )g
den Faktor prr+?, entgegen unserer Annahme. (), hat nim-
lich den Faktor pr, weil {7 ihn hat: denn da Z, zu p, aber
mcht zu p? gehort, ist o :
- C L=po.anon.. g
(ay 9 - .. G, von p, und voneinander verschiedene Primideale)
o= por. qPe®, qfc%. .. qfr%u.
“Also kdnnen wir beide Fille $0 zusamme'nfassen:'
Es ist o

=D =D, (O (@,)p,(l)pﬂ )P
v_vobei~ ((&J,)p—r ganz ist und den Faktor p.. nicht enthilt; und
m.=0,+1,+2,...,+oco ist. - | |

Also ist ‘ . ‘
{©);, ©), .. ;».ﬁsﬁg’, —[11 05 (l)p L Ee (e
'[?I—S’E ﬁ{(l)p ’ : .”'(l)i-—l" (@r);;r( )£+1'. ..} .%,’?r:_:.

=r:‘](1 +(9t'—1)p_r)=91.
Wir sind also am Ziele, wenn wir noch beweisen, dass
. € ={ (), G- - -}
eine Einheit ist. - : ,
- Da alle (§);=(6,);; ganz sind, ist auch € ganz, d. h. 1]€.
Da (€);-= (G,),; den Faktor p, nicht enthalt, enthalt jhn_auch €

'mcht ngegen enthdlt 1 den Faktor p, (weil 1 ganz ist), also
konnen wir wieder den Satz 42. anwenden: es ist @\ 1. D. h ¢
und- 1 sind assozuert € ist eine Einheit.
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Xl. Die Eindeutigkeit der Exponentenfolge.
Defmltlon 23. Wenn ‘
= @ |"|?B, r, G Einheit, m, =0,4+1,4+2,...,+ oo

ist, so nennen wir m,, m,, ... eine Exponentenfolge von 9.
' Satz 50. m,, m, ... sei eine Exponentenfolge von 9.
9% enthilt den Faktor p™ dann und nur dann, wenn m<m, ist.
Beweis : Wir milssen zeigen, dass % den Faktor p;"r enthalt,
und den Faktor p=r+7 nicht, falls m, endlich lst und fiir m=-oco,
dass es alle Faktoren p™ enthilt. :

" Da % mit |‘|2B,r assoziiert ist, kbnnen wir an seiner Stelle

~dieses Produkt betrachten. Wenn wir (Q',"r)p—r bzw. O (je nach dem
m, endlich oder + oo ist), kurz mit -] bezeichnen; so ist

[Bre=[1{ 50 Dy, Sl (O, L ={ER, el

Statt [] Bz kdnnen wir natiirlich seine p,-adische Komponente,
. 1

GPrl, untersuchen. . _

Wenn m, endlich ist, so ist zunichst €Prl= ({¥r)—-, und
" wenn wir statt (;""r) das hier vblhg gleichwertige tmr betrachten :
'S0 sehen wir: _

TPe=pme qfet Qe L Q%

(Vgl. Beweis von Satz 42.) und dieser Ausdruck enthilt den Faktor-
p™r, aber nicht den Faktor. pretr,

Wenn m,=+oc0 ist, so ist- (Sl”rl—o es enthilt also alie
Faktoren p®.

Satz 51. (Hauptsatz 11 ) Jede ldeale Zahl' A hat eine undv
nur eine Exponentenfolge.

Beweis : Dass es mindestens eine gibt, wissen wir aus Satz
48. Sind nun m,m, ... und n,m,... zwei Exponentenfolgen '
von U, so ist nach Satz 50. m<m, mit m<n, (m endlich, m,, °
n, eventuell +co) gleichbedeutend. Also muss aligemein m, = n, sein.

Satz 52. Jede Folge my, my, ... (m,=0,+1,42,...,+ )
1st Exponentenfolge einer geengneten 1dealen Zahl

Beweis: Z.B. von 1 |'|51§,
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XIl. Eigenschaften der Exponentenfoige.

Satz 53. 1 hat die Exponentenfolge 0,0,...; O hat die

Exponentenfolge -+ oo, 4o, . :
" Beweis: Da:fiir jedes p,. der Faktor p in der Zahl 0 ‘ent-

halten ist, sind fir O alle m, gleich + oo.
Bei der i hmgegen ist:

1- ﬂSB"__l ﬂl—-l lim |"|l_l liml=1-1=1.

§=px 8 a0
"Satz 54, Die ideale Zahl U besitze die Exponentenfolge .
my,m, ..., die ideale Zahl B die ‘Exponentenfolge n,, n,, ... Dann

hat % .38 die Exponentenfolge m,+n1, mg+n, ...
' Bewels Es ist

A=€. rl‘Br , B= %I’I‘Br

wobe1 G, Emhenten sind ; also ist
A.B= @ % rISBr' Hs’Br’—(@ %) I—I(%r SB:'"):
—(@ 3. ﬂiB"f*"

und auch €.§ ist eine Einheit.
Satz 55. A|B ist mit m,<n, (fiir alle r) glelchbedeutend
Beweis: Wenn | ist, so ist jeder in I enthaltene Faktor
p2 auch in B enthalten. .Also folgt aus m<m, auch m<n, (m
- endlich, m,, n, eventuell +oo). Folglich muss m,<n, sein.
A Nun sei umgekehrt m.<n. 'Da € eine Einheit ist, ist
€ ® =1, ® ganz; also ist auch @, und damit $==C.® eine
Einheit. Es ist €. Yg %. Fiir '

¢c= @ r‘l Bn,—-m

tst offenbar A.C= 58 (Der Ausdruck n,—m, ist fur den Fall
+oo eigentlich sinnlos ; wir nehmen fiir m, =n, = 4-oo fiir
' n,—m,. 1rgendemen Wert >0 an,. einerlei welchen; der Fall n,
endlich und’ m, =+4o 1st durch die Voraussetzung m,<n, aus-
geschlossen) T
Wir milssen’ nur noch zengen, dass [% ganz lst dann ist
alles bewiesen. ' .
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9 ist Einheit, also gani; es bleibt noch H%ﬂr‘"’r zu erle-
. ’ . 1 .
digen. [ﬁi}’r—mr ist néch Satz 40. ganz, wenn es alle seine
1 . . :

p,-adischen Komponenten sind. Seine p,-adische Komponente st
aber fiir endliches n, —m, gleich ({2r~r)__, und flir n, —m,==+oc0 |
gleich 0. (Vgl. Beweis von Satz 49.) 0 ist jedenfalls ganz; (C2r = =r)_.. -

or

ist es auch, denn T7r—2r -ist wegen n,— m,2>0 ganz.
Satz 56. Aist dann und nur dann ganz, wenn alle m, >0 sind.

% und B .sind dann und nur dann assoznert wenn alle -

m,=n, sind.

9 is dann und nur dann Einheit, wenn alle m,——O sind.

Beweis : Folgt aus Satz 55. sowie 53.

Satz 57. (Hauptsatz Ill) a sei ein beheblges ldeal es .sei
a=pm-pMa- . . - por (natﬂrhch alle my, ms, ..., m, endhch) Wir
bilden die 1deale Zahl ¥ = P Pemz- L L P,

. Dann ist fir jede reale Zahl dle Relatlon h|a mit Ae -
gleichbedeutend '

Beweis : Schreiben wir die Primideal- Faktorenzerlegung von
(@) an: (fﬁr a=0 ist ja alles klar) _

() =pl1opia: oo pare Peyfett .. pls
« enthilt offenbar die Faktoren pf, pha ,...,p,a,p_,+,, P4 -.. und
es enthilt die Faktoren pf+, pf2+i .. pl,, plig,... mcht Nach.

‘- Satz 50. ist also die Exponentenfolge von o gleich my,n,, .,

R, fppqy...,1,,0,0,... Die von U ist andererseits m,, mg,...,.
m,0,, ...'0,-0, o0,... Nach Satz 55. ist also A |e mit '
m2myng>m, ..., n,>m und n,.,>0,...,0,2>0 -

gleichbedeutend. Dies ist aber auch die -notwendig und hinrei-
chende Bedingung dafiir, dass a |(a), d. h. a]e sei. -

1

XIIL. Der grosste gememsame Teiler.

Satz 58. %, B seien zwei ideale Zahlen. Es glbt eine 1deale.
Zahl € derart, dass die Glelchungen - -

;o U=C.% B=6.9,
C=9A.U+B.B

- mit ganzen x 21),11 B bestehen,



224

" Beweis: Wir setzen
A= [ Fre, A= 1%
wobei €, § Einheiten sind, also fir ganze @, H-

, C.G=1F.H=1
gilt. Es sei nun

' €= ‘: __—‘l_!a{n. (m_ n.)
o=t
€ erfiillt unsere Bedingungen.

" Erstens folgt aus Min, (m,, n )<m, und < n, nach Satz 55.
: dass C|A €Y ist, d. h. .

A=C.% B=6.9. _
_ Zweitens zerlegen. wir die Folge 1,2, ... in zwei Teilmengen
Wy Uy, ... und v, v, ... derart, dass jedes r=1,2,... entweder
ein u, oder ein v, ist, und dass im ersten Falle stets Min. (m,, n,) =m,
ist, im zweiten_aber stets = n,. .
Wir bestimmen die Zah! W und %’ so, dass

W), =), fir r=u,, und = 0 fiir r=v, -

(B);= 0 Afur, r=uy, und =(1)_fir r=v,
ist. Man sieht sofort, dass 1’ und & ganz 'sind, und dass -

WP+ v nqsnr—ﬂsumn (m, 0,
1 - .
ist Also ist fir =6 .1W,8=59.% w1rkhch
‘ @:9[.11-{—.23_.?8. A
Definition 24. € ist ein grosster gemeinsamer Teiler von

oA ‘und B, wenn #|C damit glelchbedeutend ist, dass 3|{A und
3|93 ist. :

.Satz 57. Zwei Zahlen U, B haben stets grosste gemeln-
same Teiler, diese bilden eine Klasse assozierter Zahlen.

Beweis : Betrachten wir das € des Satzes 56. Aus | € folgt
wegen G| C€|B hier 9|A 3[B. Aus A, 3B aber folgt
A1, $[B.B alsoFA.N+B.B,d. h 3| 6. Also 1st € ein.
grosster gemeinsamer Teiler von 9 und B. '
' ‘Wenn € und 6" grosste gemeinsame Teiler von A und B
sind, so ist 9|¢ mit 9|C” gleichbedeutend. Wegen € |€’ ist
also €'|€”, und wegen € |G" ist € |G’ : also sind sie assoziiert. . -
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Wenn umgekehrt € grdsster gemeinsamer Teiler von % und
B ist, und mit € assoziiert ist, so ist es auch ¢”: denn 9|G”
ist mit 3|¢ gleichbedeutend.

Satz 58. Jeder grdsste gemeinsame Teiler von % und 8
hat die Form .1+ 3B .38 (U, B ganz), und die Exponentenreihe
Min. (m,. n), Min, (m,, ny), ...

. Beweis : Fiir das € des Satzes 56. trifft beides zu, und dieses
¢ ist ein grosster gemeinsamer Teiler von A und B. Alle anderen.
sind aber mit € assoziiert, folglich gilt unser Satz auch fiir sie.

XIV. Die Einteilung der idealen Zahlen.

Definition 25. Wie wir wissen, ist % dann und nur
dann 0, wenn sejne Exponentenfolge aus lauter +cc besteht.

Wenn die Exponentenfolge auch endliche m, enthdlt, aber

mindestens ein +oo, so ist A ein Nullteiler.}!)

Wenn die Exponentenfolge lauter endliche m, enthalt aber
unendlich oft m,.+ 0 ist, so ist A unendlich.'®)

, Wenn die Exponentenfolge lauter endliche m, enthdlt, und
nur endlich oft m,+ 0 ist, so ist A endlich.'%)

Satz 59. In einer Klasse assoziierter idealer Zahlen sind
alle Elemente =0, oder alle Nullteiler, oder alle unendlich, oder
alle endlich. :

Beweis: Folgt aus Satz 56., da es sich um Aussagen iiber
die Exponentenfoige handelt.

-Satz 60. A ist dann und nur dann endhch wenn es zwei
reale Zahlen «, g gibt, sodass U | e, | A (x+0, 85 0) ist.

Beweis: Wenn U endlich ist, so ist es offenbar gleich

€ PP Pa-.. PP
L eine Emhelt wir kénnen also das zu A assozuerte Produkt
‘ ' = P P P
betrachten. Wenn wir « so wibhlen, dass es zu pM-pfec. .. pPr
gehort, und dabei + 0 ist, so ist nach Satz 57, '

P Pema- L Pe| @, W e, A a.

1) Dasg unsere Nullteller solche im gewohnhchen Smne des Wortes
sind, zeigen wir in Satz 62,

12) PRUFER deftniert die endlichen idealen Zahlen anders. Dass beide
Delinitionen gleichbedeutend sind, zelgen wir in Satz 60.
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Ebenso kdnnen wir ein 8+0 so beétimmén dass for

—_ %—m, %2 Ve :m .
B'|6 d h g=%. (63 (€ ganz) sei. Nun ist offenbar w.¥ =1,
1 1 1 -1
6. 5=1.64 —w.%.6.—a. =
7 B g T

, , 1o, ]
=W.1=%, i [, B | .

Nun sei umgekehrt 9I|a ﬂIQI («+0, ﬂ=r-0) Wenn wir

» (a)——'plm1 p pr ’ (19)—1’{" P pre
setzen, so hat offenbar o dle Exponentenfolge m,m,,...,m.0,0,...,
und B die Exponentenfolge ny,n,...,n,0,0,... (Alle m,, n,. sind
endlich). Fir die Exponentenfolge p,, p,,... von % gilt folglich:
C mEp S, mEpKn,..., m,.sp,gn,; Pern =0, pris=0,...
Also is A endlich.

~ Satz 61. Es gibt zu 1edem Ideale a eine 1dea|e Zahl QI

sodass aje mit A|e gleichbedeutend ist.

Zu einer idealen:Zahl % kann hingegen ein solches Ideal a
dann und nur dann angegeben werden, wenn ¥ endlich ist.

Beweis: Dass zu jedem a ein % und zu jedem endlichen %
ein « existiert wurde bereits durch Satz 57. ausgesagt. Wir miissen
noch zeigen, dass fiir nicht endliche % kein a vorhanden ist.

Wenn in der Exponentenfolge von %A ein 4-oo vorkommt,
also etwa m,=-oco"ist, so enthdlt % alle Faktoren ™. Aus A
folgt dann, dass auch « alle Faktoren pm enthilt, d. h. es muss
a=0 sein. Ein ldeal, welches nur die O enthélt, gibt es aber nicht.

Wenn alle m, endlich sind, so missen unendlich viele £0 -

sein. (Sonst-ist A endlich.) Ist flir unendlich viele m, sogar
m:>0, so ist in diesen Fillen m.>1, d. h. % enthilt den Faktor
pl. Wenn % |« ist, so' muss also & unendlich viele Faktoren p} ent-
halten, woraus wieder a==0 folgt.

~ Also konnen wir uns auf den- Fall beschrinken, dass fast
alle mz< 0 und unendlich viele <O sind. Die r ftir die m,> 0 ist,
seien etwa iy, U,,..., U, die r fiir die m, <0 ist, v, v,,... Dann
Aist fiir jedes _ T

g =pv, pullul Pu:" TPaT‘--

-offenbar A | e, Aus

. m .o mg. g m
pv, *pal L p,,zﬂ put"«, “«
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folgt also Atea. Oder ‘wenn wir
' v.,';'l Pug” 'v.':'tﬁa’

setzen: aus

|a folgt 9I|a Wire nun 9I|a mit a|e gleich-

Vs
I

bedeutend, so miisste a| —, Pv,l 5 sein. D.h. —a— hitte unendlich
Py, '

viele Primfaktoren, was unmdglich ist.

XV. Die Division.

Satz 62. Es sei A. B =0. Dann ist entweder A =0, oder
B =0, oder aber sind sowolil % als B Nullteiler..

‘ Beweis : Die Exponentenfolge von % und B seien m,, m,,..

bzw. m, n,,:.. A.B=0 bedeutet, dass fir alle r m,+n,—= +oo

ist, d. h. m,—+ o0 oder n,= + oo ist. Also sind entweder alle

m,— +oo oder alle n.—-+oo, oder es gibt sowohl ein m, als

ein n,, welches +oo ist. Das ist aber die Behauptung. '
Satz 62. % sei +0 und kein Nullteiler. Die Gleichung

% .X=29 hat dann eine und nur eine Losung.

Beweis: Es sei

N=E. |'|§B, r,B=F. ﬂﬁB,r,@ F Emhenten
Wegen € |F gibt és ein @, sodass €.8=§ ist.

“E @ nan —mg,

(alle m, smd nach Annahme endlich) geniigt dann der Anfor-
derungen.
Aus A.X, =3, A.X,=1 folgt
A= %, A% —A.%=0, . (.%1—%‘,)—
und weil U kein Nullteiler ist, ¥, — ¥,=0, ¥, =%,
Definition 26. Die im Satze 62.. erwihnte ideale Zahl

- bezeichnen wir mit f‘%

Satz 63. Wenn U, B die Exponentenfolgen m,, m,,... bzw. -

My ... haben (240 und kein Nullteiler), so hat = die Expo-
nentenfolge n,—m,; ny—my,.. : _
- Beweis : Dies wurde bexm Bewelse von Satz 62. festgestelit.
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