Die quadratischen Reste zus‘ammengesetzter
: : Moduin. -

Von Gusmv RADOS in Budapest.

Die quadratischen Reste in Bezug auf den Primzahl- Modul
p sind unmittelbar durch die Zahlen _ :
. p—1Y
oz (25
gegeben und ihre Anzahl stimmt bekanntlich mit der]emgen der
quadratischen Nichtreste {iberein.
Ist n ein zusammengesetzter Modul und seine Zerlegung in

"~ Primfaktoren
a oy

n=2"pl'ps*...pe" (a>0), .
kbnnen auch fiir. diesen Modul die quadrahschen Reste vermittels
einer Formel berechnet werden? Wie gross ist ihre Anzahl? Fiir
welche zusammengesetzten Moduln stimmt wiederum die Anzahl
der quadratischen Reste und Nichtreste tiberein ? :

‘Diese Fragen sollen im Nachfolgenden beantwortet werden
Sie ‘werden durch die folgenden Sitze erledigt :

a) Die quadratischen Reste sowie auch die Nichtreste eines
zusammengesetzten Moduls kénnen stets durch je eine Formel be-
rechnet werden.

b) Die Anzahl dieser Reste ist

om
M=

R (-

wobei ¢(n), die bekannte Eulerische Funktion, die Anzahl der
. . 1

die der Nidztreste
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Glieder des reduzierten Restesystems fiir den Modul n—, y(n)
die Anzahl der verschiedenen Wurzeln einer aufidsbaren Kongruenz
=D (mod n)
bedeutet. (Bekanntlich ist ¢ (n) von der Wahl des quadratischen

Restes D unabhéngig.)’

c) Die Anzahl der quadratischen Reste und Niditreste von n
stimmt dann und nur dann iiberein, wenn n eine den Typen

n=p*, 2p*, 4

angehbrende zusammengesetzie Zahl tst wobei p als ungerade Prim-
" zahl angenommen wird.

Der Beweis der Sitze a) und b) soll fiir die — alle Mglich-
keiten erschopfenden Fille einzeln geliefert werden :

I. Fall: « =0, 1 ;*hier ist y(n)= 2

Il Fall: «=2 ; hier ist y(n) =2r+!

Il Fall: « > 2 ; alsdann ist y(n)=27+2

I. In diesem Falle ist n ungerade oder durch 2 teilbar und
die notwendigen und hinreichenden Bedmgungen fur die Ldsbar-
keit der Kongruenz

x2=D (mod n) _
sind die folgenden : S
D ) ' '
— =1 F
(p:‘ - - ®
(i=1,2,...,n ,

Diese Bedingungen sind also auch notwendig und hinreichend
dafiir, dass D quadratischer Rest von n sei. '
Die quadratischen Reste von p, sind die Zahlen
sodass die den Bedmgungen (F) genﬂgenden Zahlen D die in
den Wertevorrdten der r linearen Formen
k,+p,u, (l=1 2 f‘ll,=0 +1,]i2,..:)-
: gememschafthch vorkommenden Zahlen sind. : o
Die lineare Form £} 4 p,u, liefert in Bezug auf den Modul
pi! die pi‘ 1! nachfolgenden inkongruenten Zahlen
Wkt 1.p, .. LK twp, .. K (PN — 1) py

Es muss demnach D im Sinne-der Bedingungen (F,) eines der
folgenden Systeme von linearen Kongruenzen befriedigen:
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D=A2+plul (mOdP?I) ]
D=ki+p,u, (mOd ps)

.............. I ()
D=k +pu, (modpie) ) :

(’G—W 2,.. p';l;"u.—~0,1,.. s iy —1; i_'_i 2’ )

‘Die simmtlichen quadratischen Reste D von n werden daher durch
die Formel :

r (_n \9(P}) »
D=3 ( p':‘: ) (k3 + Pi u,) (mod n) (K.
=\ p
(k‘i'I 2, Al =01, i 11,2, )

geliefert, In #hnlicher Weise- kann auch eine Formel filr die.quad-
ratischen Nichtreste hergeleitet werden worauf es sich eriibrigt des
Naheren einzugehen.

- Aus der Formel(K;) geht zugleich hervor, dass die Anzahl M

der zum Modul n gehdrigen quadratischen Reste sich folgender-
massen ergibt : o

M= g 1'1 pit” 1(”"1)

= 2 =1 =1 .2 : :
_ () 9  9(pr) (n)
o 2 2 2
und da im Falle | o

y(n)=2r

ist, so folgt schliesslich S
M— ‘f'(n) ) ‘

w(n) .

womit fiir den Fall I der Beweis der Satze a) und b) erbracht ist.
IL. In diesem Falle ist «=2 und daher :

n—4p1 JOR
Den Bedingungen (F,) und dem System (K,) ist fur dlesen
Fall noch die weitere Bedingung resp. Kongruenz °
D=1 (mod 4)

hinzuzufiigen. Die quadratischen Reste von n ergeben sich 1etzt
aus der- Formel '

lt
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Ill

l

=5 )+2( )Y %("H_p'”’) (mod. n)v'

2
Aus dieser Formel geht wiederum die Anzahl M der quadratischen -
Reste von n folgendermassen hervor :

M= g P o= () 0 (P). - w(pe)

(k,-‘_'— ‘,2,..-,p —l; u,=0, 1,. ..,p?"_l—l; = 1,2,...,7).

=1 2 - _ 2'
_ @ e ¢ (p®) ... ppr _ o)
- - or+1 - or+1
und da fir den Fall II
Y =2+
ist, hat man wieder
_ o)
)’

womit die Sitze a) und b) auch fir den Fall Il bewiesen sind. _
Il In diesem Falle muss.den Bedingungen (F,) noch die

weitere
D=1 (mod. 8)

hmzugefﬂgt werden, Es muss also D dem Wertevorrat der line-

aren Form
1+ 8u,

' entnommen werden was fir den Modul 2¢ die Werle
1,1+8.1, 1+ 8.2,. l+8u0... 1+(@*2—1)8
liefert. Somit ist dem System (K,) die weitere Kongruenz
D=1+48uy,
hinzuzufiigen. Fir D erglbt sich dann die-Formel

D:(_za)q’( ’(|+8u0)+g'( L )q’(p' (6 + py ) (de. "

=\ pit

(k,v:1,2,,...,p'—_—l-;uo=0,l,...,2“'3—l;u,r%0,l WP =1

2
i=1,2,..,r

und hieraus ergibt sich fiir die Anzahl der quadratischen Reste
far den Modul n: '
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M=20° II pi 1(,,'_ 1) 2(1—3 ‘I’(Pl D) (I‘(p‘s;)’ p(plr) _
_ <P(2") P (p3) v_(p‘s‘").--f/'(pr')
T 2r+2 e
Da im Falle Il

: w(n) = 2r+t.
ist, hat man wieder
7(n)
M= X
v(n)

womit auch der Fall III erledigt ist.
Wir tbergehen nun 2um . Nachweis -des Satzes ¢). Da die

Anzahl der zum zusammengesetzten Modul n gehbngen quadrah-
schen Reste

' o)

M=o
ist, so wird die Anzahl N der im reduzierten System von Resten
(mod. n) enthaltenen Nichtresten :

- o(n (1_.__)
10) =5y =0 '~ 57y
im Allgememen von' M verschieden sein. Die beiden kdnnen dann
- und nur dann {bereinstimmen, wenn

pn)=2

ist.

Im Falle.1 ist y/(n) = 27, somit kann M = N nur dann stait
haben, wenn r—1 ist, daher n vom Typus n=p®, 2p% ist.

Im Falle Il ist y(n) = 27+', somit kann M nur dann mit. N
gleich sein, falls r =0 und daher n—=4 ist.

Im Falle III ist w(n)=27+? also stels groszer als 2 und
" somit M stets verschieden von N. '

Da durch die Fille I, Il, Il simmtliche Moglichkeiten erschdpft
werden, kann man’ zusammenfassend erkldren, dass n=p®, 2p*, 4 .
sdmmtliche Typen von zusammengeseizten Moduln liefern, filr welche
die Anzahl der Reste und Nichireste die gleiche ist.

Es sind dies dieselben Typen von zusammengesetzten Moduln
fiir die die Veralligemeinerung des Wisonschen Satzes und die
Existenz von primitiven Wurzeln nachgewiesen werden kann.

Schliesslich mdge noch erwidhnt werden, dass die Anzahl
der im reduzierten System von Resten enthaltenen quadratischen



6 G. Rados: Quadratische Reste.

Reste auch .auf einfacherer Weise hergeleitet werden kann, falls
auf die Darstellung dieser quadratischen Reste durch eine Formel
verzichtet wird.

Es seien die simmtlichen quadrahschen Reste des reduzierten .
Systems von Resten (mod. n)

D,D, ..., Dy
alsdann sind :
x2 =D, (mod. n) (B)
(i=12...,.M)

" die sammtlichen auflosbaren binomischen quadratischen Kongruen-,
zen. Jede dieser Kongruenzen hat dieselbe Anzahl von Wurzeln,.
da diese Anzahl y(n) nur von n. und nicht von D, ,abhﬁngt Die -
Wurzeln aller Kongruenzen (B) liefern somit M w(n) - Zahlen, die
alle verschieden und gegen n tellerfremd sind, da die D, es auch sind. -

Es seien diese Wurzeln : .

‘ (0, Dy o ooy o) . (Sn)
so smd dieselben ‘alle verschieden und im_ reduzierten System von
Resten (mod. n) '

n,r,..., f(p(n) ’ : ’ (Sa)
enthalten.

Es kann aber auch gezeigt werden, dass jede Zahl von (S,
auch in (S.) enthalten ist, da ja r, gewiss eine Wurzel von

2= (mod n)
ist. Es ist somit -
My(n)= f/{(n)

_ oM
)’

Budapest, am 1. Juni 1926. -

~und daher wieder

(Eingegahgen am 4. ]um‘ 1926),



