Zur Theorie der ko.nformen‘Abbi,ldu.ng. ,

Von M. FExETE in Budapest.

- 1, In meiner Note ,Zum Koeseschen Verzerriungssatz®!)- ‘habe
_ich u. a, die folgenden zwei Sitze aufgestellt und bewnesen
1. Es sei die Funktion

w=f(z)—a,+az+a2+...

mit ay=...=a, =0, a,=1, (#=1) im Kreise |z|< | reguldr,
sonst beliebig. Sei r— ry,y die grosste unter allen positiven Zahlen r,
fir welche die Gleichungen

f(z)=ref ?
‘bei jedem 2> 0,<2m im Kretse |z| <1 mindestens v Wurzein
besitzen. Dann ist -
Iry zZp,> 0’ '
wo p, nur von v abhdngt?)
Il. Es sei die Funktion
. . ~f(z) = ao\-l- a2+ a;2? +.
mit ay=...=a, =0, a,=1, (»21). fur |z[< 1 - reguldr, fur :
0<lzl<L 1 von O verschleden sonst beliebig. Sei ¢=y¢y,, die grdsste
unter allen positiven Zahlen o, filr weldhe jeder Wert w mit | w| < ¢ im
Kreise|z| <1 mmdestens v-mal von f(z) angenommen wird. Dann ist
. : Ofv= =5,>0,
Wwo s, nur von v abhdngt .®)

1) Vorgelegt der Gesellschaft der Wiss. zu GOrTTiNgEN in der Sitziung
vom 18. Dez. 1925; erscheint in den Nachrichten der math.- phys Klasse.

?) A. a. O 1) S. 143. Satz IV.

%) A. a. O1) S. 143, Satz V.
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Safz | stimmt im Spezialfalle »==1 mit einem Satze von
Herrn Lanpau®) iiberein, durch welchen er ein wohlbekanntes
Koese — CaraTeoDORYSChes Theorem®) von schlichten Abbildungen
iiberraschender Weise auf nichtschlichte iibertragen hat. Auch Satz
Il kann im Falle »=1 als eine Verallgemeinerung dieses Theorems
betrachtet werden u. zw. als eine solche, die im Vergleich mit der
Lanpauschen Veraligemeinerung — dank der stirkeren Vorausse-
tzungen — weitere Eigenschaften schiichter Bildpunkimengen bei
nichtschlichten nachweist ; tibrigens wurde dieser Spezialfall durch
Verfasser schon frither formuliert, als Nebenresultat seiner Unter-
suchungen ,Uber die Wurzelverteilung analytischer Funktionen,
- deren Wert an zwei Stellen gegeben ist.“%)

2. Der Lanoausche Satz fand eine interessante Verallgemei-
nerung durch Herrn H Bougr,”’) der d e zweite von den Lanpau-
schen Bedingungen f(0)=0, f'(0)=1 durch die Forderung
IMla\x. [f(z)| =1 (¢ eine beliebige feste Zahl des Intervalls 0 <7 <1)
z|=t ’ '

ersetzt hat und dabei zum folgenden Resultat gelangte:
. Es sei T eine gegebene Zahl >0, <1 und w:f(z)‘:f: a.2"
0

eine beliebige fiir |z| <1 reguldre Funktion mit a,—0 und
IMax |f(z2)|==1. Dann ist der Radius r; des grossten Kreises

| w|=r,, dessen Punkte von f(z) (filr|z|<1)sdmtlich angenommen
werden, nidit kleiner als C; wo C= C (L) eine positive Zahl ist,
die nur von £ abhdngt

In dieser Note werde ich zeigen, dass die Sitze | und Il
sich #hnlich, wie der Lanpausche Satz durch den Bourschen, er-
weitern lassen; sogar werden diese verallgemeinerten Sitze viel
leichter bewiesen, als die urspriinglichen.  _

4) E. Lanpau, Zum Koesrschen Verzerrungssatz [Rendic. del Circolo
Mat. di Palermo, 46 (1922), 347—348].

5) P. Koesk, Ober die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven
[Nachr. von der konigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen, math.—phys.
Klasse (1907), 191—210; s. insbes. S.204.]. Weitere Literaturangaben a: a. O1),
Fussnote 1),

6) Erscheint demnéchst im Jahresber. der Deutschen Math. Verein. (Satz I1.)
) .7 H. Bour, Uber einen Satz von Epmunp LaNpau. [Scripta univ.
atque biblioth. Hierosolymitanarum. Math. et Phys. / (1923)] Diese- Arbeit
wurde mir nach Abfassung meiner Note "a. a. 01), durch eine freundliche Mit-
teilung voh Herrn LaNDAU bekannt, :
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3. Zunichst formuliere ich die Veraligemeinerung (nach Bours
Art) des Satzes I: '
Ill. Es sei § eine gegebene Zah! im Intervalle 0 < ¢ < | und
W= f(z) =a,taz+a2>+ ...
eine beliebige fiir |z| < | reguliire Funktion mit a,=...=a, = —0
(r21), IMlax. {f(2)|=1. Dann ist der Radius ry,, _des grossten
z|=t :

Kreises |w|=ry,,, dessen Punkte von (durch w = f(z) gelieferten)
Bildpunkten . des Einheitskreises mindestens v-fach iiberdeckt werden,
nicht kleiner als C,, wo C,=C, (C) eine positive Zahl ist, die nur
von § und v abhdngt.

Beim Beweise von 11l stiitze ich mich auf eine Folgerung
eines bekannten Breseracnschen®) Satzes aus dem Picarp— Lanpau-
schen Ideenkreise, die folgendermassen lautet.

Es sei g(z)=0b,+b,2"+0b,,  2"* + .. fir|z| <1 reguldr
und nehme dort den Wert 0, wie den Wert 1 hichstens je (v—1)-mal
an, (v 1). Ferner sei |g(0)] =|b,|<1. Dann gibt es zu jedem
Werte § des Intervalls 0<L <1 eine nur von v und ¢’ abhdngige
positive Zahl () derart, dass flir |2|<§ |g(z)|<9 (%) ist®)

Aus diesem Hilfssatze folgt die Existenz einer Zah! C,= C, (§)
im Sinne des Satzes III Schritt fiir Schritt auf dieselbe Weise,
wie im Falle » = 1-bei Bonr aus dem LANDAU-SCHO’I‘TKYSChen Satze ;
z. B. besitzt d1e Zahl

Tv =T~v (g) =

gewiss die gewiinschte Eigenschaft. _

Sonst gdbe es ndmlich eine fiir |z|< | reguldre Funktion

()= 0,2" mit qy=...=a, =0, Max |f,(z)| =1, fiir
|2j=t

n=0

1
1432, (%)

welche der Radius ry , <I', wire und welche also weder samt-
liche Werte w mit |w|==1",, noch sdmtliche Werte w mit |w|=21",
mindestens »-mal im Kreise |z]<1 annehmen wiirde, etwa mcht
die Werte « = /',¢/® und g=21", eV, (¢ 1,0 reelle Zahlen)
Wird
A fo(z)—«a

g(z)= ——g_—a—

%) L. Bienersacs, Uber die Verteilung der Null~ und Einsstellen ana-

 Iytischer Funktionen [Math. Ann., 85 (1922). 141—14g).
% A, a. O 1). 5. 147, Satz X.
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gesetzt, so geniigt die Funktion

2"-F

-/5’
offenbar samtlichen Voraussetzungen des vorangehenden Hilfssatzes,
da sie ja fiir 2| <1 reguldr und hochstens je (v — 1)-mal gleich
0 oder 1 ist, ferner die Unglenchung
a_ﬂ = 2rv —r v
befriedigt ; folglich besieht fiir [2{<C
le@)| <L, ),

und daher ist far |z|<C _

Ifo()|=|at(B—a)g()| <, +3r,8,(5)=1,
gegen die Vorausselzung IMlax. lfo(2)|=1.
, z|=t

Mit Hilfe der eben bewiesenen Existenz der Zahl C, ({) kann
man sehr leicht auf die Existenz der Zahl p,- des Satzes I (also
aus der Richtigkeit von Il auf das Bestehen von I) schliessen.
_Ist nidmlich der »-te- Koeffizient in der Potenzreihe von f(z), d.h.
a,=1, so folgt aus der Formel

! (Jf@ ,
2'1’[[ zV‘H
: 2=y
die Ungleichung
. Max. lf(Z)l>~,

|z|=_

daher genligt z. 'B. dle Zahl

1 1
=g & (7)

den Forderungen des Satzes 1.

4. Nun werde ich die folgende Verallgememerung (m Boukschem
Sinne) des Satzes Il beweisen :

IV. Es sei § eine gegebene Zahl im lnlervalle 0< C < 1 und
w=f()=a,taz+a?+...

eine beliebige far |z|< 1 reguldre und fiir 0<|z| <1 von der
. Null verschiedene Funktion mit B=... =a, =0, a,+0,(»21),
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fo | f(z)|—1 Dann ist der Raduts ¢y, y der grossten Krelssdlelbe
[gr—=
|w|< ¢f, deren Punkté von den durch w==f(z) gelieferten Bild-

punkten: des Einheitskreises mindestens v-fach ilberdeckt sind, nidit.
kleiner als D,, wo D,= D, (%) eine positive Zahl ist, die nur von '
» und § abhdngt. :
" Beim Beweise dieses Satzes benutze ich einen Hilfssatz, der
-wiederum aus dem BEBERBACHSChen Satze folgt und so lautet:
Ist

g() =c, z"+c L A(fy>l)

fir |2| <1 reguldr und besitat ebenda hichstens v — 1 Eins- und
genau v Nullstellen, so besteht fir |z| <t < 1 die Ungleichung

lg(2)| < 4,
wo die positive Zahl A= A (»,{) nur von v und ¢ abhdngi, 1°)

Ich behaupte : die Zahl -
A4,=4,(()=
genugt den Forderungen betreffend die Grbsse D, (¢) des Satzes IV.
Sonst gibe es namlich eine fur |z|< | regulare, fiir 0<|z]< 1
nicht veischwindende Funktion fo(z) = E a,2" mit a;=...=~a,_,=0,
a,+0, M’ax. |fo(2)|=1, fiir welche der Radius ¢f , < 4, wire
|z|=1 e

und welche also nicht sémtliche Werte w mit |[w|< 4, im Ein-
heitskreise mindestens »-mal anndhme, elwa nicht. den Wert «,
" wo 0<|a|< 4, ist. Setzt man nun

g(2) = f"(z) O P

a

50 geniigt g(2) offenbar samtllchen Voraussetzungen des vorange-
schickten Hilfssatzes, folglich ist fir [2] < ¢

le@ <A,
und daher ebenda

h@)|=|ag@)|<ed(»)<4,A( () =1,
gegen die Voraussetzung lMlax |fo@)]==1.
- lzl=t

1) A, 2. 0 1) S. 148. §. 6.
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- Damit ist obige Behauptung bewiesen.!!)
Da, wie oben gesagt, aus a,= 1 flir die Funktion f(z) = i "

die Ungleichung Max. | f(2) >— folgt, so genUgt offenbar die

|z| =
1 1
Sy _——-57 Dv. ('—é—)

den Forderungen des Satzes Il. Das zeigt aber, dass der letzt-
genannte Satz im Satze IV. wirklich enthalten ist.

5. Schliesslich sei zur Orientierung bemerkt, dass der Satz
IV. nicht aus dem Satze Il gefolgert werden kann, wie man es
etwa meinen konnte. Es gibt nimlich Funktionen f(z), die den
Voraussetzungen des Satzes III gentigen und fitr welche ¢  kleiner
ausfillt als eine beliebig vorgegebene positive Zahl eo Sei z. B.
f(2) definiert durch die Gleichung
2V 2Y

ed —1 ed — 1 Pl

)= == T

Zahl

2V
dx le b —1 l
lz|-z
~wo 6>0 und 0<I<1 ist. Dann ist f(z) fiir |z|<l offenbar
reguldr und es besteht die Relation

Max. [f(z)]| =1,
lz|=t

wihrend die Gleichung

f) =~

1) Aus dem Bestehen des Satzes IV. im Falle v == l'folgl leichtersicht-
lich die Richligkeit dasselben bei beliebigem v > 1, mit Hilfe eines einfachen
Kunstgriffes, auf dessen Anwendbarkeit in diesem Forschungsgebiete ich
" durch eine Bemerkung des Hern BieserBACH freundlichst aufmerksam gemacht
wurde : Geniigt f(z) =a, 2V ... den Voraussetzungen des Satzes IV, so

IR
. geniigt denselben auch- ¢ (2) =| a, zV+ . =2 —{—' . Nun ist offenbar
Phy= (p 0 besteht also P >D1 @), so ist Pfy > D, (©)". Folglich besitzt

die Zahl D, ()v die gewunschten Eigenschaften der Grdsse D, () bei jedem v.
(Zum Beweise der Existenz von D, (z) genfigt die Anwendung des LaxDAu
ScHorTRYSChen Satzes statt der des Satzes von BIEBERBACK.)
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keine Wurzel hesitzt. Bei geniigend kleinem d ist aber
1 1
. ‘ M < <& .
—14e?

also ¢y, < ¢, wie behauptet wurde.'?)

‘Budapest, 31. 1. 1926.

(Eingégang_en am 5. Februdr 1926.)

12) Ebensowenig ist Satz Il im  Satze | enthalten. Das folgt im Falle
_ v==1 aus einer Bemerkung des Herrn Bomr (vgl. Fussnote !) a. a. O 7)) und
fiir beliebiges v -1 aus der Befrachtung von solchen Funkfionen, welche nach
Analogie des Bourschen Beispiels gebildet sind.



