32

Uber den Grad der Anndherung durch die
Cesaroschen Mittel der Fourierreihe.

Von Geore ArexiTs in Budapest. -

‘1. Die nach 2:: periodische Funktion

(I) f(x)N +E(a,,cosnx+b smnx)

sei im Intervalle (O, 2n) in Laaasouaschem Sinne integrierbar. Die
" n-te Partialsumme des CESAROSChen Mittels d-ter Ordnung ihrer -
’Founn-:krelhe sei o >
s(b)(x)=£°—+
2 =
2) e (n-{-d) 2(k+‘5) (0,_x cOS (n——k)x+b,,_,‘sm(n—k)x),

also ist sP (x) . die n-te Partialsumme der Fourierreihe (l) und.
s (x) ihr n-tes anthmetlsches Mittel : :

()= oy 69 5O+ +59 &)

Die arithmetischen Mittel betretfend zeigte Herr S. BernsTEIN?)
die Richtigkeit der folgenden bejden Sitze:

Geniigt die Funktion f(x) einer Lipschilzbedingung a-ter
Ordnung : ’

<M

‘ f(x+9) —/(Qc)
: 0o

so folgt :

SO —f )= 0('°g")

1) S. BERNSTEIN : Mém. Acad. Belg. 4 (1912), p. 1-101. -



G. Alexits : Die Cesaroschen Mittel der Fourierreihe. 33

wenn a=1 ist und’
SO(x) — f (1) = 0( )
wenn a<l Jedodh >0 ist.

2. Diese beiden Sitze lassen zweierlei Fragen offen ‘welche
aber nicht ohne Interesse zu sein scheinen. Die erste Frage bezieht
sich auf nicht gleichmissige Approximationen. Die Lipschrrzbedin-
, gung invelviert ndmlich die Stetigkeit der Funktion f(x) und der
von Hrn. BernsTEIN angegebene Anniherungsgrad ist tatsichlich
. gleichmissig erfitllt und zwar im Inneren eines jeden Stetigkeits-
intervalles, in welchem die zugehérige Lipscurrzbedingung erfililt
wird. Da zber die arithmetischen Mittel bei jeder Funktion mit Un-
stetlgkenten erster Art den Approxlmahonsgrad o(!) haben, denn :
es ist dann bekanntlich?): :

sP(x) —f(x)=o(1)
.in jedem Punkte x aus (0, 27), erhebt sich die Frage wann lasst

sich bei unstehgen Funktionen, also bei nicht gleichmassigen
- Anndherungen der Anniherungsgrad o (1) verbessern? - '

Die zweite Frage entsteht aus dem Verhalten der CesAroschen
Miltel positiver Ordnung, da bei >0 die Gleichung

@ —fm=0q)

_in jedem Punkte, in welchem f(x+ 0) 4 f(x— 0) existiert, zutrifft?)
bzw. in (0, 2n). fast {iberall richtig ist.*) Mann kdnnte daher fragen :
unfer welchen Bedingungen wird ein von den arithmetischen Mitteln. -
erreichter Annidherungsgrad o (x) auch fiir ein CesArosches Mittel
d-ter Ordnung richtig ?

3. Im Folgenden wird in dieser Hinsicht der weitgehende
Satz bewiesen : -

Wenn an einer Stelle x die Gleichung
h ' : . .
1 (et =2 =2 )] 4 e

1(1

?) L. Fesér: C. R. Paris 131 (1900), p. 984—987. _ '

3) M. Rigsz: ‘C. R. Paris 149 (1909), p. 909—912. und S. Cmpmx:
. London-Math. Soc. Proc. 9 (1911), p. 369—409.

4 G. H. Hawpy : London Math. Soc. Proc. 12 (1913) p. 365-372.
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erfiillt ist, wobei K eine Konslante bezeidhnet, so ist

) & () —f(0= 0(""“’)

flir alle 6 > a.

Einem Spezialfalle dieses Satzes steht ein ihm gieichwertiger,
in neuester Zéit von Hrn. SzAsz bewiesener Satz®) an der Seite. Ist
ndmlich d=1.und ¢=1, so folgt nach (3):

20 —f69—0(1%2).
Herr Szisz zeigt aber an der betreffenden Stelle, dass
(8} -
T iog OF 09— () -+ (),
wenn es im Punkte x Werte f(x) und g(x) derart gibt, dass

jim } [EAWF] (=2 —2() _, 0
h=30 ! i sint :
erfilllt wird. Man sieht die Aquivalenz beider Behaupiungen. un-
schwer ein.
. 4, Vor Allem sollen einige Formeln fiir die Rechnung mit s,, )(x)
~ zusammengestellt ‘werden. Aus der Definitionsgleichung
k+dy _(+0)(2+6)...(k+0)
(k): ]
ergibt sich nach einer kurzen Rechnung die folgende bekannte

dt=0

Formel:
h k+9 k—14+46 k—1+46
)=+ M 200,
woraus dann durch wiederholte Anwendung
n+é o fk=1+6
I

folgt. Mit Hilfe dieser Gleichung (4) erhdit man sofort:

U A A S

k=0

S uat (St 159 kgu,,_ﬁ...q ~219),,

k=1

8) O. Szdsz: Math. és Phys. Lapok 32 (1925), p. 18—24. (ungarisch) .
P 2425 (deutsch). o
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~ Setzt man hier tt,;=akcoskx+bksin kx, so folgt aus (2) nach
- einer einfachen Uberlegung:

R

Die Darstellung (5) ergibt in der- bekannten DiricLerschen Weise :

® O — (9 = @ et T [ L AUL
wobéi |
(t)_._f(x +21) | f(x—2t)—2f(x)
und

a K, (1) = E_( 1+é) sm[2(ns; :()+ e
bezeichnet. Herr M.. Riesz zeigte®) die Richtigkeit von

. ”+6 ”btl‘i‘b ’
n J

2

5. Um die Behauptung des Anfangs ausgesprochenen. Satzes
zu beweisen, wollen wir das in (6) auftretende lntegral in drei
Teile zerfallen lassen :

wobei C eine Konstante ist und 7 im Intervalle (0, 3) varijert.

1
’n+l T
SR
0 1 n
2041
Nehmen wir nun an, dass im Punkie x die Bedingung

h

c‘_;“|=‘

© hf "(’“dt m(h)<'K

erfiillt ist, wobei K eine Konstante und / klein genug ist, ausser-

dem aeine Zahl > 0 und <1 bedeutet. Wenn wir noch beachten,

1+»(n)
t

besteht, wobei »-(n) -mit—’ll— gegen Null konvergiert, so folgt nach

. : 1
dass im Intervalle (O, 71——-1-_1—) die Unglelchung

%) M. Riesz: Acta Litt. ac. Sc. Univ. Hung. Fr. ). 1 (1923), p. 104—113.
. 3*
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der Darstellung (7) des Kemes K,(1):
2n+l

N LI Wldt=
(")

N Ty ezt
zn+|

éHZ(")f"f(‘)' 2( —1+a)lsm[2(ntk)+l]tld,<

n-+

1A

< ey

2( ’+"][z(n—k)+1]‘“[+v(n)
= (n-{—d)

T "’(’)ldt<

1A

w3 ()
[n+6) -

n

<

’ 1-a s 1

Aus (4) und (9) folgt daher:
W

T{-:TJI(P(')HK’..(:)!,dK _
n T o R

[t+»()]n 1 . 1 B
n(n+8) (2n+1)* (2"+1)m(2"+1)b0( n® )

- (10)

Auf das Integral J wenden wir Ungleichung (8) an und integrieren
: i : S ,

271
dann. parhell

(7?)__

+

IV\

‘l
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 Cntiy-e le(')l i

. nnb 1l+(!

?-m(’.)-dl]:-

d)(z) Jdl]

__C@n+1)> 1 () 1
Rz [h _(2”+')'D(2 +1)+

C(2n+bl)°‘°‘ [w(n) (2n +1)m(
an

lnfolge 9) erhalten wir demnach

(n a) f’*P(')IIK (t)]dt<

2n+1 .
K C@n+1)® (, (dty
1 STt an 2+ft)_

_ K C(2n+ 1)®
(n—+1)* and

na

@+ log (2n-+1) ) = o('°g").
Das .Integral I bedeutet nattirlich keinen Beitrag. Dies ist zu sehen
_ K .

- bei Beachtung von d;a und (8), wonach _

1\' 1r

-1 (n+6 f‘ ) W)l‘“—

TNER
_ =O(;°—)=O( n® )
Die Relationen (6), (10), (11) und (12) ergeben zusammen :
s 09— e9=0(=E%),

was_aber die Behauplung war.
Budapgst, 20. Mirz 1926.

(Eingegangen am 23, Mdrz 1926.)



