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Ober die Cesaroschen Mittel Fourierscher Reihen.

Von.Orro SzAsz in Frankfurt a. Main.

Es sei f(x) eine nach 2n periodische, im LesesGueschen Sinne
integrierbare Funktion mit der Fourerschen Entwickelung

(1) )~ 52 +), (v, cos rx+ b, sin vx) ;
es sei ferner k eine reelle Zahl > —1 und

it —x)—(k+'):i) rrvvxv‘: L4 (k1) x4...,

also » . .
@ (k+ D(k+2).. (kF2) o

v 2 .. v rk+n
Setzt man nun

n
@ sP= -l— ¥ a,+> ¢ (0, cosvx -+ b, sinvx),
: v=1

—l.

so heissen die Summen —('” ™ (x) die CesAroschen Mittel k-ter

Ordnung der Reihe (1). Sle konvergieren filr k>0 und n—»oo
unter weitgehenden Bedingungen zum Funkiionswert. Insbeson-
dere ist

(k= 0) sQ(x)= % a,+ > (o, cos #x + b, sinvx) =s,
. v=l

| k=1) s“’(x)—

"+l a, + 5_', (n - »+1)(a, cos »x |-b, sin vx) = 5,45, .. 5.

v=1
Die anthmehschen Mittel (erster Ordnung)
: c(')(x) Sotsi+.. . +s,
' e n-t+1\ .
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. wurden von Herrn Fgjer mit grossem Erfolg in diese Theorie
eingefthrt. In zwei Arbeiten zeigte ich kiirzlich, dass durch diese
Mittel nicht nur der Funktionswert, sondern auch andere, mit der
Funktion eng zusammenhingende Werte dargestellt werden kdnnen.
Es gilt ndm ich der Satz:

Wenn die Funktion f(x) bei- passender Wahl der Grossen
s, g und « (O <a<'l) der Bedmgung gentigt

@ ra J f(x+2!)+f(x—21)—2s—gtﬂ{cﬂ»o fir £ +0,
so gilt flir dle Mittel erster Ordnung v
S I (@)sin S}
lim n%(0, —s) =5y falls 0<a<, 7=—-—",
n-> o T s(l_a)za )
g £

n . .
m ogn log n (O —8)=15p

Wenn insbesondere die Grenzwerte

@) LEHRO—JEHO | JEZ) 20 g, 4,

existieren, so ist die Voraussetzung (4) mit
lf(x+0)+f(x—0)] §=2(r—), a=

erfillit, dann 1st also

falls a=1.

—1

n
Nim Togn (0n—8) = )
Der Speznalfall g =0 liefert den SatL
Aus
" ..
e {|f(x+2t)+f(x _21)—2s|dt-0 fir ot 0
0
folgt
\ : hm n®(s,—s) =0, falls 0<a<l
nanl lo (a —8)==0, falls a==-‘-\l.

Fdr @ =0 erhdlt man einen bekannten Saitz von LesesGuk.

i) SzAsz, a) A Fourier-féle sorok szamtani kdzepeirSl, Math. Phys,
Lapok XXXII, 1925, p. 15—-25. b) Uber die arithmetischen Mmel Founerscher
Reihen, Acta Math. 48, 1926, p. 353—362.
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Im folgenden zeige ich, dass entsprechende Sitze fiir die
CesAroschen Mittel k-ter Ordnung gelten, falls 0 <k <1 ist.

§ 1. Der Fali g=0.
Es sei also zunichst

. 1
®

. A
J|f(x+2!)+f(x—2!)—23|dt»0 filr h+>40;
0 ’ o
ich gehe aus von.der bekannten Formel

s (x) = Lnj U+ + f(x— 1) (—;— by E-cj,‘_'v cos ! ) dt

(k) )
-t f[f(x+r)+f(x—:)] Ha()dt.
T 0
- Hierbei ist o
©) AN ()= 4 S e cos

v=1 -

und

) k14
2 _
-;fﬂ,, () dt=1.
0

Hieraus folgt

B8 o it fe—y—21H, 0 d
(7) . o—:- . | : '
‘ =2{pmH.@ d,
wobei ‘ :
: fx+20)+f(x=2) —2s = 9(1)

gesetzt ist. . _ o
Es sei nun 0<k<1; dann gelten die Ungleichungen?)

) Sie wurden von den Herren M. Riesz und S. Cuarmax gefunden;
man vgl. z. B. M. Riesz, Sur la sommation des séries de Fourier, Acta Litte-
- rarum ac Scientiarum Univ. Francisco-Josephinae. Szeged, I, (1923), p. 104113,
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(8a) {Ha ()| < Ain 2 .
(80) | Ha ()] < Apnotpis § OS2
Hieraus ergibt sich leicht eine Abschitzung der rechten Seite
von (7). Sei ndmlich 0< i< 5
setzung (5) kann man 6=240(e) <1 so bestimmen, dass

sonst beliebig. Nach der Voraus-

JI @(1)| dt < eh'+e fiir h < 4.

Es sei femer ] <4, also n> :, dann ist nach (8a)

| J(p(t)H @)dt| <An.en o= Ao
Sodann ist nach (8b) ' .

Ier(t)H @)dt| < Aan-“f o) tdt,
und partielle lntegratlon erglbt '

j lfp(')lt"“dl =k flqv(f)ldfl +[[<k+1)z-'-= j lp ()| de] dt

<41, 6849 -6 (k+ 1) J o b dt<en“‘°‘+£(k+l)! k-1,
Hieraus folgt |
f] w)ﬂ..(zf)dtk |

‘<{ eAg(n““+k+l “.n““) eAn“i——a-;—]— a<k
eAy (TH (k+ 1)k Igny -, e=k
Schlxesshch 1st nach (8b)

ﬂ'

; U‘(P(I)Hn(m)di.é )k+_1 —IT[ ?’(f)|dl< .. 6:“ )
d

%) Ay Ag. As - .. bedeuten nur von k abhingende Konstanten. -
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Es ist also fir n > n(e)

) ~atl

Tl "u<£ A T fiir « <k,
s n*
CZ“) - log n <e.A fiir «=k,.

Hieraus folgt
(k)
JI_{IL n“( s"d',{)x) —-S).:—‘O flir « <k,
.oonf | st (x)
I.T.lo log n ( i
bomnt gilt der Satz:
l. Es sei 0< k<1, f(x) miegrlerbar (L) und - st u()) die

CesArosaen Mittel k-ter Ordnung ihrer Fourierschen Relhe es sei
0<a<k, wenn bei geeigneter Wahl von s

—-s) =0 flir «=k

hlmflf(x+20+f(x 2) — 2S|d1 -0 fiir h->10,

'so ist

7 .
lim n“( % c,,(,") —s) =0 fir 0<a<k
“nk | st (x) ) N
Jm logn (-cf,“'— 0 fir «==k.

Fiir « =0 crhilt man die Harovsche Verallgemeinerung eines
bekannten Lesesaueschen Satzes und den von Herrn M. Riesz hierfiir
gegebenen Beweis.?)

" Einen Salz, der etwas weniger besagt als 1, hat auf dhnli-
chem Wege — anschliessend an meine unter 1a) zitierte Arbeit —
Herr Arexits bewiesen.®) : N :

Ich habe den Fall g— 0 vorweggenommen, da der alige-
meine Fall etwas umsidndlichere Rechnung erfordert. In einem
Punkte l4sst sich hier wie auch in § 1 die Rechnung vereinfachen;
wir kbnnen ndmlich die Zerlegung des Integrais (7) in drei Teile

4 M. Riesz a. a. O. 2).
5 Das Manuskript seiner Arbeit hat mir zur Begulachtung seitens der
Redaktion kiirzlich (September 1926) vor dem endgtiltigen Abschluss meines
Manuskripls vorgelegen.
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vermeiden, dhnlich wie es Herr Fejer®) beim Beweise des Lesesaue-
schen Satzes getan hat.
§ 2. Der aligemeine Fall: g beliebig.
Ich setze jetzt voraus, dass .
]

Jlf(x+21)-+'f(x—2t)——23 ~ gi*|dt >0 fiar h0.

pito

0 .
Aus (7) folgt nun

n

ol

—J (p(t) —gt*) H, (2t)dt-—i,£x)——s 2gJ t“H, (2l)dl
0
die Abschatzung kbnnte zundchst wie beim Integral (7) vorge-
. nommen werden. Man kann aber auch so schliessen:
Aus (8b) folgt .
1

(t0)* | H, ()| < A;n, oder fn|H, (1)’ 1‘—*" <a ot

. 1
ferner aus (8a) |H, (l)[ ‘< A,,n ;
~daher ist

1

< A,, k+1,

(1+m) |H, (t)|"+‘
und schliesslich
(1 + tn)x+ |H, (l)|<Awn 0<it<m n=1, 2 3.

- Nunmehr wird
Tl'

E!

U(lp(r) gi®) H, (20 dz|<Aw[('/(f) 2¥) G +"2‘::,).+.,

setzt man zur Abkﬁrzung

f g (O —gi*| dt = )

so erhdlt man durch partielie lnlegratlon

1|' T

L
ndt nd(t)

1 ndt
J|‘P(’) -8t%| (|+2m)k+1:(| +_2l,l)k+J +2(k+l)‘(b(t)

(1+2n)k+

) L Fmigr, Ober die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourier-
reihe, Nachr. d. Ges. d. Wiss. Gottingen, 1925, p. 13—17. Vgl. auch dle
Abschiitzung in meiner unter 1b) zitierten Arbeit.
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nm( J C3 |
2 o OO ()
= [ Fanyr +20EFDn f (1 F 2y

m(—") :
= +2(k+l)n‘—° f o)., (1+2m)a-k-l dt.

Nach Voraussetzung gibt es nun zu behebngem e>0 ein. <1,
sodass
D(1).i7"* < e fiir l< i= 6(5);
somit wird admnae e
9 ' S
Jm @+ (1+2n00-5dt <e | (1+2n)-5- di +
p _ _
- ; o

+(1+ 20+ [ @ (1) t-1=9 dt

EN

&
k—a 2n
0

: 4 (nd)o—t- J O )i-odf fir a <k
< = |
2

= 1g(1+20) +(nd)” J D) dt oy @ — k.
) . ) 0

Also wird
o

3
U (@()—gt®) H, 2) dt| <
- L
a .
J A'IEI'+ EAu Y 6““‘%‘J‘¢D(t)_l‘""dl, a<k
_ T '

.n
2

< _ _
l %:_'l" eA,ntig(l +2n)+A15”;k6—1Jm(’)rl—kd" a=K.
. , . U
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Hieraus und aus (9)‘fol'gt nun unmittelbar

9
' (k) o ’
(102) lim {n® (5(,5*) s)——%naj 1“H,.(21)'dl{==0,‘ fiir a<k,
0
: ' i
- 2 ; :
S nk s‘”(x) 2g nkf . 2_ _

(10b) lim Ign( o s)_‘_n"Tz?ﬁ t+ Hy (2) df} =0, a=k.

: LA _

Ich zeige nun, dass die Grenzweribeziehung besteht
T ' :

4

,0<a<k<],

lim naj o H,(2pdt= . TEFD_—
EG , 2 r(1 —a+k) cos -

Nach einer bekannten Umformung folgt aus (6)

. n sin (’V +—')
e HO)= 3 oy —— 2L

= 28in% .
also
g
0 ‘ B
® — L S| .sn@tDt
! [1“H(2!)a’1 7 2 J G at
0 0 _
i1 -‘Il'.
[ ] T :
E k1 lj 1““sm(2v+ l)tdt+J ° (———L) sm(2v+l)ldt]
v=0
0

Ich zeige nun zunichst, dass

1 1 : : £
st _T"_"(') monoton wichst fir 0 <t < X
das heisst :
S cos {
, u(r)__ sm2t>0’ 0<t< 2
oder -

sin®f— 12 cost >0, 0<I<_—72i.
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Nun ist offenbar

sini>t—-5 >0 fir 0<t< >

6 2
und :
cost<l £ —}——{l—
2 Ty
also ist
smzt——tzcost>12————-+————12(l—£+—l4—)=
36 2 24

t* "1 1 1
ZK—TQ(?_?):F(' A ]2)>0 O<t<—— Qu. e. d.
Erst recht ist nun

1 i . n

a —_ ii -

t (sint t) monoton wachsend fiir 0 <t < 7
Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung wird nun

™
J ( +1 1(1=2
I, AL thm @v-+1)tdt= (7) ( ]———~)Jsm(2v+|)tdt
4

wobei 0<i< —2~ ist. Hieraus -ergibt sich

an =7 (1= ) <o

Ferner ist offenbar
’ T

. (v 3
I J 1* gin tdt,

__ft“"sm @) tdt= o
20t 1)

_ -also
lim B,.(Qv+1)0— J o= sin ¢ dt = I'(e) sin %2-.)
v-ro
0o -
Hieraus und aus (11) folgt

T

2 . ’
lim (2» 1)uJ i“m—-‘;—])—tdt: I'(a) sin “—”, O<a<]l,
V-0 sin ’

0

) Vgl z. B. G. F. Mever, Vorl. 8. die Theorie d. bestimmten Inte-
grale, Leipzig 187| p. 182
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und schliesslich mit Rficksicht auf (2) und " auf einen Satz des
Herrn Knorpr®)

¢
cwslA

lim n¢
oo 2'+ar( ) L TT=athk)
S B, S ] (511
2% sinan 2 I'(1—a+tk)
oder '
m,
2 L
(12) lim na] 2 H, (21)(1:— id F(H—k) 0<a<k<l,

210 005 £ 5 T r(1+k—a)

“Aus (10a), b('IOb) und (12) folgt nun der Satz:
Il. Es sei 0< a< k<, f(x) integrierbar (L) und -

b

J}f(x+2/)+f(x 2()~25~g#|d(~0,h> +0;

h1+a
V dann ist
r(k) 1°71 _
(13a) lini n“( () s)=g.- Ltk an/iira<k,
n->w . 2l+a ,'(l +k—a)COS—2—
. k7 ofk) N ,
(13b)  lim 1" (i(;()’i—sj_—_o . fir a = k.
nsejgn ctt J.

Fiir k=1 geht die Beziehung (132a) in Satz II: meiner unfer
1b) zitierten Arbeit fiber, sodass also (13a) unverdndert auch fiir

=1 gilt. Dagegen entspricht nach Satz 1. derselben Arbeit der
Bezlehung (13b) fiir k=1:

n ( s (x) s)-—£—

Jim e T T

Das abweichende Verhalten im Falle @ = k < 1 hingt damit 2usam- '
men, dass die Integrale

8) K. Knoep, Uber Summen der Form o by 4@y baes + ...+ an bo,
Rendiconti Circ. Matem. Palermo XXXII, 1911, p. 95—110; insbes. Satz -VIi.

%) Wegen () F(1- o)== . — Eine andere Berechnung dieses

sina
Grenzwertes hat mir Herr SzeGdo bneﬂich mitgeteiit, -
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™ T
) 3 '
Lm:g’.t‘H (21 dt, Z(k):IF|H'(2t)|dt

fiie k<1 nicht dieselbe Grbssenordnug haben1°) Dagegen ist fir
k=1 geradezu
LY =1LD,

. nk
Es ldsst sich aber zeigen, dass auch in (13b) der Faktor I"
n

durch keinen schwicher anwachsenden ersetzt ‘werden kann, Ich
komme hierauf an anderer Stelle zurtick.

(Eingegangen den 2. XII. 1926.)

1) Man beachte, dass H, (/) von k abhiingt und'in Falle k< 1 kein
konstantes Vorzeichen hat. -



