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Uber eine Schlussweise aus dem Endlichen
> ins Unendliche.

(Punkimengen., — Kartenférben, — Verwandtschaﬂsbeziehungen
— Schachspiel)

Von DEnNEs KONn1G in Budapest.

§1

Beim Analysieren eines Beweises, den Stepuan Varké und
ich fir einen Satz der aligemeinen Mengenlehre gegeben haben,)
wurde ich auf folgendes Lemma geftihrt,2) welches sich als eigent-
licher Kern des erwihnten Beweises erwies. ‘

‘A) Es sei E\,E, E; ... eine abzdhlbarunendliche Folge end-
licher, nicht leerer Mengen und R eine bindre Relation, die so
beschaffen ist, dass zu jedem Element Xp41 von E,., mindestens
ein solches Element x, von E, gehort welches zu X, in der Relation
R steht, was wir durch x, R x,,, ausdriicken. wollen. Dann kann
man in jeder der Mengen E, je ein Element a, derart bestimmen,
dass fiir die unendliche Folge a,, a, as,... stets a, Ra,,, bestehe
(n=123,..)

Fasst man die Elemente der Mengen E, als Punkfe auf und
deutet man das Bestehen der Relation xRy dadurch an, dass man
die Punkte x und y durch eine Kante verbindet, so kann man
‘dieses Lemma in graphentheoretischer Formulierung?®) folgender-
massen aussprechen.

Zerfdllt die abzdhlbarunendliche Menge der Punkte (= Knoten-
punkte) eines unendlichen Graphen G in abzdhlbar viele endliche

1y ,Uber mehrdeutige Abbildungen®, Mathematische Annalen, Bd. 95.

2) ,Sur les correspondances multivoques®, Fundamenta Mathematicae,
'Bd. 8, § 3.

3) Den Begriff des unendlichen Graphen habeich in § 3.meiner Arbeit
»Uber Graphen ..“, Mathematische Annalen, Bd. 77. eingefiihrt.”
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nicht leere Mengen E, E, E, -. derart dass jeder Punkt von E,.,
(n=1,2,3,...) mit einem Punkte von E, durch eine. Kante ver-
bunden ist, so gibt es im Graphen einen ,unendlichen Weg*
a,a,a;. . ., der aus jeder der Mengen E, einen Punkt a, enthdlf,
(Auch hler brauchen die Mengen E, nicht unbedingt elementfremd
zu sein.)

_ In dieser graphentheoretischer Terminologie gestaltet sich der
Beweis folgendermassen. Ein endlicher Weg in G soll als ein S-Weg
bezeichnet werden, wenn seine Punkte der Reihe nach zu E,, zu
E, ..., zu E, geh6ren. Es gibt unendlichviele S-Wege in G, da,
mit Ausnahme der Punkte von E,, jeder Punkt von G der End-
punkt eines S-Weges ist. Jeder S-Weg beginnt mit einer Kante
die einen Punkt x; von E; mit einem Punkt x, von E, verbindet.-
Da solche Kanten nurin endlicher Anzahl vorhanden sind, so muss
eine dieser Kanten, etwa a,a,, in unendlich vielen S-Wegen vor-
kommen. Alle diese S-Wege enthalten nun als zweite Kante eine der
- endlichvielen Kanten a,x;, wo x; zu E, gehdrt; also muss es in E;
_einen Punkt @; von der Beschaffenheit geben, d_éxss unendlichviele
S-Wege, die mit a,a, beginnen, auch a,a; enthalten. Ebenso fort-
fahrend definiert man nun einen Punkt a, von E,, a, von E; u
s. w. Das Verfahren kann nicht abbrechen und fiihrt zu einem

unendlichen Weg a,a,a;. .. von der verlangten Eigenschaft.

Was die Anwendungen des hiermit bewiesenen Lemmas inner-
halb der Graphentheorie betrifft, ist dort eine andere, teilweise
aligemeinere Formulierung von Nutzen. Durch fast wortliche Wieder-
holung des gegebenen Beweises ergibt sich ndmlich folgender Satz.

Laufen in jedem Punkte eines unendlichen zusammenhdngenden
Graphen nur endlichviele Kanten zusammen, so enthdlt der Graph
einen unendlichen Weg.

Beide Bedingungen sind hier notwendig. Wenn die Punkte
nicht ,von endlicher Ordnung“ sind, braucht der Graph keinen
unendlichen Weg zu besitzen, wie dies ein unendlichviel-strahliger
Stern zeigt. Dass der Graph auch zusammenhingend sein muss,
zeigt das Beispiel des (reguliren) Graphen, welcher aus einem
Zweieck, einem Dreieck, einem Viereck, u. s. w. besteht, wobei
-diese Vielecke untereinander nicht zusammenhingen. Lefzteres
Beispiel zeigt auch, dass ein Graph einen ,beliebig langen* Weg
enthalten kann, ohne einen unendlichen Weg enthalten zu
mussen. .
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* Folgende Zeilen haben nun den Zweck die unfer ®) erwdhnte
Anwendung mit anderen Anwendungen des Lemmas A) zu ergénzen. -
Es kommt dabei nicht immer auf die Neuheit der” Resultate, sondern
vielmehr darauf an, zu zeigen, dass in diesem Lemma ein fruchtbares
Prinzip. ausgesprochen wird, welches auf ganz verschiedenartige
mathematische Probleme mit Nutzen angewendet werden kann.

§ 2

Wir beweisen zunéchst folgende Verallgememerung des BOREL-
‘schen Theorems?)

Es sei E eine abgeschlossene Teilmenge des Intervalles ©, 1)
und I eine Menge von Infervallen, die so beschaffen sind, dass jeder
Punkt von E in einem dieser Intervalle enthalten ist. Dann gibt es
eine natiirliche Zahi n so, dass wenn man (0, 1) in 2" gleiche Inter-
valle teilt, diejenigen dieser Teilintervalle, welche einen Punkt von
E enthalten, in einem Intervalle der Intervallmenge I enthalten sind.

Wire der Satz nicht richtig, so gibe es fiir jedes n wenigstens

ein Intervall (%,_———m;;l)', wo m=0,1,2,... oder 2"—1 ist, wel-
chies einen Punkt von E enthdlt und in keinem Intervalle -aus /
enthalten ist. Wir bezeichnen die Menge dieser Intervalle mit E,
Fir jedes n ist E, endlich und nicht leer. Ist x, ein Element von
E, und x,4, von E,,, so setzen wir x,Rx,,, falls x,,, aus x, durch
Halbieren hervorgegangen ist. Vermdge der gegebenen Definitionen
der Mengen E, und der Relation R erfiillen diese die Bedingungen
des Lemmas A). Wendet man das Lemma an, so kommt man zum
folgenden Resultat. Es existiert eine unendliche Folge ay, a,, as, . ..
von Intervallen, die alle 1) aus dem vorangehenden durch Halbieren
entstehn; 2) einen Punkt von E enthalten und 3) in keinem Inter-
vall aus -/ enthalten sind. Dann ist aber auch der gemeinsame
. Punkt « der Intervalle a,,a,a, ... in keinem Intervalle aus 7
enthalten. Dies ist aber unmbdglich; da, wegen der Abgeschlossen-
heit von E, ¢ zu E gehort.

Wir wollen noch erwihnen dass dieser Beweis nur vom Satze - 4

der ineinandergeschachtelten Intervalle, nicht aber vom BoLzano-
‘Weersrrassschen Satze Gebrauch machte, Derselbe Beweis gilt fur
die Ebene, Raum, u. s. w.

4 Vgl DE LA VALLEE Pon'ssm, lntégrales de Lebesgue, etc., S. 14,
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. § 3.

Die z2weite Anwendung betrifft das Problem des Karten-
farbens. Es ist bewiesen, dass zu jeder (zweiseitigen) Fliche eine
minimale Zahl p (die nur vom Geschlecht der Fiiche abhingt)
von folgender Eigenschaft gehort : wird die Fldche durch einen
beliebigen Graph in endlich viele- Linder zerteilt, so kann man
jedem Lande eine aus p verschiedenen Farben ausgewihlte Farbe
so zuordnen, dass zwei Lénder, die eine gemeinsame Grenzkante:
besitzen, stets verschieden gefarbt werden. (Fir die Ebene und
Kugel weiss man nur, dass entweder p=4 oder p=>5 ist, fiir
die Torusfliche ist p—=17.) Wie steht aber die Sache, wenn die-
selbe Fliche durch einen (unendlichen) Graph in (abzdhlbar)
unendlichviele Lander zerlegt wird ? Wir beweisen, dass auch .in
diesem Falle stets p Farben geniigen.®) :

- Es seien L, L, L, ..., L, ... die Linder der ,unendlichen®
Karte. Die Grenzkanten von L,, L,,... und L, bilden einen Graph
G,, der die Flache in n+ 1 Lander L, L, ..., L,, M, zerschneidet,
wo M, die Lander L,y,, L,,45, ... ausmacht. Die durch G, bestimmte
Karte K, kann, da sie endlich ist, mit p Farben gefirbt werden
(die Farbe von M, wollen wir dabei ausser Acht lassen) und zwar
natiirlich nur auf endlichviel verschiedene Arten Die verschiedenen
Firbungen F, F,, F,,... von K, (mit den p Farben) bilden also
eine endliche, nicht leere Menge E,. Aus jeder Farbung F,., von
K,;, ergibt sich sofort eine Farbung F, von K, bei der nimlich
jedes der Lander L, L,, ..., L, dieselbe: Farbe erhdlt, wie bei der
Firbung F,;, (da, wie gesagt, wir uns um die Farbe von M, nicht
ktimmern). In diesem Falle setzen wir F, RF,,,. Vermdge der hier
gegebenen Definitionen der Mengen E, und der Relation R, erfiillen
- diese die Bedingungen des Lemmas A). Wendet man das Lemma
an, so ergibt sich eine unendliche Folge F,, F,, F, ... von Firbun-
gen der Karten K;, bzw. K, bzw. K, .., die so beschaffen sind,
dass jedes Land L, bei allen diesen Firbungen F, dieselbe Farbe
erhalt. D. h.: diese Folge ordnet jedem der Lander L,, L, Ly, ...
eine bestimmte -der p Farben zu. Die so erhaltene Firbung der
unendlichen Karte entspricht unseren Forderungen, da ein Verstoss
dagegen sich schon bei einer der endlichen Karten K, zelgen miisste.

5) Wie ich nachtréglich erfahre, ist der enghsche Mathematiker L. H.
TaoMAs vor kurzem zum selben Resultate gelangt.
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§4.

Setzt man voraus, dass die -Menschheit niemals ausster-
ben wird, so kann man mit Hilfe unseres Lemmas A) be-
weisen, dass wenigstens ein heute lebender Mensch existiert, der
der Ahne einer unendlichen Folge von Nachkommen ist. :

Es sei nimlich E, die Menge der heute lebenden Menschen ;
E, die Menge der Kinder der Eiemente von E;; E, die Menge
der Kinder der Elemente von E,; u.s. w. Laut der obigen Hypo-
these ist — wegen der Endlichkeit des Menschenlebens — keine
der Mengen E,, E,, E;,... leer. Da ein Mensch nur endlichviele
Kinder haben kann, so folgt aus der Endlichkeit von E,, dass -
simtliche Mengen E, endlich sind. Die Relation R definieren wir
so, dass die Beziehung ,xRy“ das Folgende bedeuten soll: ,y ist
ein Kind von x.* Vermdge der hier gegebenen Définitionen der
Mengen E; und der Relation R sind also die Bedingungen des
Lemmas A) erfiillt. Wendet man das Lemma an, so ergibt sich
eine unendliche Folge a,, a, as ... von der Beschaffenheit, dass
a; ein Element von E; und a,;, ein Kind von g, ist. Demnach ist
a, ein heute lebender Mensch mit der verlangten Eigenschaft.

Durch eine #hnliche Uberlegung kann man auch zeigen, dass
aus der unendlichen Lebensdauer des menschlichen Geschlechtes
auch die Existenz eines unendlichen Mannsstammes -gefolgert
werden kann.

§ 5.

" Die vierte Anwendung, die ich hier mitteilen will, _verdanke
ich Jonann von Neumann und-bezieht sich auf eine Art von Spielen
zu denen auch das Schachspiel gehort. Aus der ,Theorie* der
»Endspiele* und der ,Schachprobleme“ ist es dem praktischen
Schachspieler bekannt,dass solche Positionen (sog. Gewinnstellungen)
g existiren, in denen der eine Spieler (Weiss), der am Zuge ist,
den Sieg erzwingen kann, wie auch sein Gegner (Schwarz) spielen
mag, Ist ¢ eine solche Gewinnstellung, so werden wir beweisen,
dass es eine von q abhdngende Zahl N von der Beschaffenheit
existiert, dass Weiss von dieser Position q aus spielend den Sieg in
weniger als N Ziigen erzwingen kann. ' ,

Wir miissen zuerst genau definieren, was es bedeutet, dass
Weiss in einer Position ,den Sieg erzwingen kann®, ,auf Gewmn'
steht“. Die Notwendigkeit und Mbglichkeit einer genauen mathe-
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matischen Definition, welche jedes subjektive und psychologische
Moment ausschaltet, hat ZermeLo in seinem geistreichen Cambridger
Vortrag®) erkannt. Da jedoch Zermero nur die Bedeutung der
Aussage : ,der Sieg ldsst sich in héchstens r Ziigen erzwingen®

festlegt, so soll die Definition, die wir zu Grunde legen wollen,
hier ausfithrlich ausgesprochen werden.

Es sei ¢ irgendeine Position, die durch einen Zug von Schwarz
in irgendeiner regclrechten Partie entstehn kann (oder auch die
Anfangsposition). Im Folgenden betrachten wir stets nur jenen
Teil der Partien, weicher mit der Position ¢ beginnt. — Eine
endliche Folge w,, s, w, S, ..., w, von Ziigen, die den Schach-
regeln entsprechend von der Stellung ¢ ausgehend abwechselnd.
von Weiss und Schwarz ausgefiihrt werden, heisse ein Spielanfang.
Endigt er mit einer Mattposition (fiir Schwarz), £0 haben wir es
mit einem beendefen Spiel zu tun. (Das ,Pati“ soll hier der Ein-
fachheit halber ausser Acht gelassen werden.) Die Gesamtheit dieser
Spielanfinge ist eine bestimmte von ¢ abhidngende Menge Q.
Dass Weiss in der Position g auf Gewinn- steht, bedeutet nun
. Folgendes. Es gibt eine Teilmenge R von Q mit folgenden drei

Eigenschaften:

-1) es gibt in R ein Element, welches aus einem einzigen
Zug (von Weiss) besteht (n=1); ‘ '

2) ist (wy, Sy, Wy, Sy, . . ., W,,) ein Element von R, durch welches

die Position ¢’ entsteht und ist s, irgendein regelrechter Zug von
Schwarz von dieser Position ¢" aus, so gibt es einen Zug w,,,
von Weiss derart, dass auch der Spielanfang (w, Sty « « oy Way Sy Wpi1)
ein Element von R ist”);

3) wenn ein (durch Matt) beendetes oder unendllches (nremis*“)

Spiel so beschaffen ist, dass die aus seinen (von der Position ¢ -
aus gezdhiten) ersten 2n—1 Zigen bestehenden Spielanfinge
samtlich (d. h. fir n=1,2,3,...) zu R gehoren, so endet das
Spiel mit dem Siege von Weiss (kann also garnicht unendlich sein).
Durch die Angabe einer solchen  Teilmenge R ist fir Weiss
- in der Position ¢ eine Weisung zum Spielen gegeben, nimlich die
~6) ,Ober eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schach-
spiels.“ Proceedings of the fifth int. Congress of Mathematicians (Cambridge,
1912), Bd. II., S. 501.
7) hierin ist auch ausgesprochen, dass durch den Zug s, Weiss nicht

Matt gesetzt wurde ; eine Mattposition von Weiss ist eben eine Position, von
- der aus fiberhaupt kein regelrechter Zug von Weiss existiert.
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«

folgende : er . soll so spielen, dass die Foige der ersten 2n—1
~Zuge, die auf g folgen, fiir jedes n ein Element von R sei. Wegen
1) und 2) kann Weiss dieser Weisung stets folgen und 3) garantiert
es, dass er siegen wird, wenn er dieser Weisung folgt.

[Folgende Bemerkung ist vielleicht nicht Uberfmsmg Wie
Weiss in einer durch einen Zug von Schwarz entstandenen Position
zu spielen hat, wenn er einer Menge R entsprechenden Weisung .
folgen will, hdngt im Allgemeinen nicht nur von dieser Position,
sondern vom ganzen vorangegangenen Spiele ab. Dass, falls eine
Weisung im oberen Sinne existierf, stets auch eine solche existiert,
bei der der auszufiihrende Zug von Weiss nur von der momen-
tanen Position abhingt, ist nicht trivial ; lasst sich jedoch graphen-
theoretisch bewe:sen, worauf wir aber hier nicht emzugehen
brauchen}. )

Es sei g eine Gewinnstellung, zu der also eine Menge R
mit den erwahnten drei Eigenschaften . gehdrt. Wir wollen ein mit
q beginnendes Spiel, welches der Bedingung in 3) entspricht, als
Hrichtiges Spiel“ bezeichnen. Laut 3) ist ein richtiges Spiel endlich
und endet mit dem Siege von Weiss. Da Weiss durch ausschliess-
lich richtige Spiele den Sieg (von g aus) erzwingen kann, wird
unser Ziel erreicht, wenn wir nun beweisen, dass die Anzahl der
Zuge in irgendeinem richtigen Spiele unter einer bestimmten
(endlichen) Schranke bleibt.

Es sei E, die Menge simtlicher aus 2n—1 Ziigen bestehen-
den Elemente von R (n—=1,2,3,...). Da bei irgendeiner Position
nach den Schachregeln nur endlichviele Ziige mbglich sind, sind
die Mengen E, E, E;... samtlich endliche Mengen, Wenn
in einem richtigen Spiele der bis inclusive den n-ten Zug von .
Weiss reichender Spielanfang (von g aus gerechnet) mit a,, der:
bis zum n-+1-ten reichender mit a,,, bezeichnet wird, so wollen
wir a, Ra,,, setzen.. Nehmen wir nun an, unsere Behauptung wére
falsch, Dies besagt, dass beliebig lange richtige Spiele existieren,
dass aiso keine der Mengen E, E, E,, ... leer ist. Vermoge der
hier gegebenen Definitionen der Mengen E, und der Relation R,
erfillen diese die Bedingungen unseres Lemmas A). Wendet man
das Lemma an, so ergibt sich eine unendliche Folge a,, a,a;...
‘von Spielanfingen (wo a, aus 2rn—1 Ziigen besteht), welche die

~ aufeinander folgenden Spielanfinge eines richtigen Spieles geben.
Dies ist: aber unmdglich, da ein richtiges Spiel endlich ist.



128 Dénes Konig

Der hiermit beendete Beweis stiitzt sich wesentlich auf die
Tatsache : '

a) die Menge der Positionen, die nach dem n-ten Zug in
irgendeinem Spiel entstehen kdnnen, ist endlich fiir jedes n.

Fir das Schachspiel gilt sogar, da sowohl die Menge der
Felder, wie die der Steine endlich ist:

B) die Menge aller- mdglichen Positionen ist endlich.

Der gegebene Beweis hat von dieser letzteren Tatsache keinen
Gebrauch gemacht und so gilt er auch fiir Spiele, fiir die nur @)
zutrifft, jedoch ) nicht.8) A ,

Die Behauptung: ,ist in einer Position der Gewinn tberhaupt
zu erzwingen, so ist er auch in hochstens ¢ Ziigen, wo. 41 die
(endliche) Anzahl der mdglichen Positionen ist“, wurde schon von
Zermero in seinem erwdhnten Vortrag aufgestellt. Dieser Satz ldsst
sich jedoch kaum anders beweisen, als dass man friiher iberhaupt
die Beschrinktheit der Zugzahlen — d. h. die oben bewiesene
Neumannsche Behauptung, mit der sich ZermeLo nicht befasst —
beweist. Denn die Uberlegung von Zermeio in den Zeilen 1-—4,
S. 503, a a. O. ist nicht zwingend Es geniigt ja nicht die Zug-
zahl eines einzigen Spieles unter #--1 herabzudriicken, sondern
dies muss zugleich flir simtliche  Spiele erreicht werden kdnnen
und zwar so, dass nach dieser Reduktion die fiir R oben gefor-
derten Eigenschaften 1), 2), 3) erhalten bleiben; und dies ernotigt
— insbesondere fiir 2) — eine Uberlegung, die keineswegs selbst-
verstdndlich ist. Auch kann man — wie noch beildufig bemerkt
werden soll — Weiss nicht die Weisung geben, dass falls dieselbe
Position. zweimal auftritt, er ,beim ersten Erscheinen derselben
ebenso weiterspielen soll, wie beim zweiten Male.“ Diese For-
derung ist unerflllbar, falls im kritischen Moment Schwarz am
Zuge ist.

(Eingegangen am 17. Il. 1927).

Zusatz auf folgender Seite.

8) Ein solches Spiel wiirde z. B. entstehn, wenn man die endliche
. Steinezahl zwar beibehilt, jedoch auf einen unendlichen Brett Schach spielen
wiirde und elwa nur Ziige von solcher ,Lidnge® zuldsst, die auf der gewdhn-
lichen Tafel von 64 Feldern mdglich sind. Der gegebene Beweis gilt auch fiir
dieses ,unendliche“ Schachspiel.
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Zusatz zu § 5.

. * Nachdem ich die vorangehenden Untersuchungen Herrn ZersizLo"
zukommen liess, hatte er die Freundlichkeit, den folgenden Beweis

" seines obzn erwihnten Satzes {iber die Schranke ¢ mir mitzuteilen,

Da die Gesamtheit aller Positionen endlich ist, so ist. die
Gesamtheit derjenigen Positionen, in denen Weiss am Zuge ist
und von denen aus Weiss den Sieg in h&chstens r Zigen, aber
nicht in weniger Ztigen, erzwingen kann, ebenfalls endlich. Diese
endliche Anzahl sei m, (r=1,23,...). Aus demselben Grund
muss die Summe Fm.=m,+ my+ mg-4 ..., als die Anzahl
verschiedener Positionen, endlich sein, d. h. mit einem Glied m;
abbrechen; so dass m;=1, aber fir r> 1 stets m, =0 wird (es
ist klar, dass nicht simtliche m, verschwinden konnen). Es sei p
eine Position, von der aus Weiss, mit dem Zuge w, beginnend,
den Sieg in hdchstens r Ztigen; nicht aber in weniger Ziigen
erzwingen kann. Aus jedem -der durch einen auf w, folgenden Zug
von Schwarz entstehenden endlichvielen Positionen kann dann
Weiss den Sieg in hdchstens-r — 1 Ztigen erzwingen. Unter diesen
endlichvielen Positionen gibt es auch sicher eine, von der aus

-Weiss in weniger als r— 1 Ziigen den Sieg nicit erzwingen kann,
:*.da sonst Weiss von p aus in weniger als r Ziigen den Sieg

. erzwingen konnte. Mit m, ist also auch m,_, von Null verschieden.

" Da also my=1 ist, istauch my1=1, also auch mza=1, u. s. w,

bis m, = 1. Hieraus. folgt, dass die Anzahl simtlicher Positionen
mit Weiss am Zuge, von denen aus Weiss den Gewinn in einer -
begrenzten: Anzahl von Ziigen erzwingen kann

m=232m=m+m+.. .+ my

-grosser oder gleich 4 ist. Andererseits ist natiirlich m kleiner als

die Anzahl ¢ simtlicher Positionen mit Weiss am Zuge. Also ist
A < t. Lisst sich also der Gewinn von einer Position aus in einer
begrenzten Anzahl von Ziigen erzwingen, so ldsst er sich auch in
weniger als ¢ Ziigen. Da aber — wie wir oben gezeigt habéen —
aus jeder Gewinnstellung der Sieg in einer begrenzten Anzahl von
Ziigen erreicht werden kann, so is in der Tat t eine universelle obere
Schranke fiir die notigen Zugzahlen bei irgendeiner Gewinnstellung.

Durch diesem Beweis") hat ZermeLo die oben erwihate Lilcke

) Laut friiheren miindlichen Mitteilungen des: Herrn J. von. NEUMANN

- rwar jhm ein auf- derselben Grundidee beruhender Beweis bekannt.

9
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in seiner Cambridger Darstellung vollkommen und zwar in ele-
- gantester Weise ausgefiillt. .

Einer oben ausgesprochenen Vermutung enisprechend benufzt
diecer Beweis den Neumannschen Satz {iber die Beschranktheit der
Zugzahlen, den wir oben auf das Lemma A) zuriickgefiihrt haben.
Auch fiir diesen Beschrénktheitssatz hat mir Herr ZermeLo einen Beweis
~ mitgeteilt, der vom Lemma A) explizite keinen Gebrauch macht. Dieser
ausserordentlich einfach formulierter Beweis soll — ebenfalls mit der
Erlaubniss des Herrn ZermeLo — hier wortlich mitgeteilt werden.10)

»ES sei p, eine Position, in welcher Weiss am Zuge in
keiner begrenzten Anzahl von Ziigen das Mat erzwingen kann,
" sondern, je nach dem Spiel des Gegners, vielleicht in unbegrenzt
wachsender Anzahl. Dann wird auf jedem Zug von Weiss der .
Schwarze eine Position p, herbeifiihren kdnnen, welche von der
Gleichen Beschaffenheit ist. Denn sonst wiirde, da die Zahl der
moglichen Ziige endlich ist, Weiss augh von p, aus mit begrenzter
Zugzahl zum Ziele kommen. Somit wird, wie Weiss auch spielt,
bei richtigem Gegenspiel eine unbegrenzte Foige py, py, Ps, . .. VO
Positionen (mit Weiss am Zuge) entstehen, welche sdmtlich die
Beschaffenheit p, haben, also niemals zum Mat fiihren konnen.
Ist also in einer Position p, der Sieg iiberhaupt zu erzwingen, so
auch in einer begrenzten Zugzahl.“ ~

Zu diesem Beweis will ich nur folgende Bemerkung hiniu—
fiigen. Wenn man diesen Beweis ganz ausfiihrlich darstellt und
bis auf die oben gegebene Definition der ,Gewinnstellung* zuriick-
fihrt, ersieht man, dass er mit dem oben (§ 5) gegebenen tiberein-
stimmt, nur dass er auch den oben (§1) gegebenen Beweis des
Lemmas A) mitenthilt. — Wenn auch die Formulierung des Be
weises hierdurch linger wird, scheint mir ein Beweis, der den
Beweis des Lemmas A) von den tibrigen Uberlegungen lostrennt,
klarer den logischen Inhalt hervoitreten zu lassen. Und zwar gilt
dies nicht nur fiir die Anwendung auf die Theorie der Spiele,
sondern auf jede Uberlegung (wie die in § 2, 3 oder 4), welche im
Wesentlichen auf dem Lemma A) basiert. Die Sache steht hier
ghnlich, wie bei vielen Beweisen der Analysis und der Geometrie,
wo durch die Isolierung des implizite angewandten BoreLschen
Uberdeckungssatzes die Uberlegungen durchsichtiger werden.

10) Herr ZermeLO beabsichtigt seine Untersuchungen iiber die Schach-
Theorie demnichst in zusammenhingender Darstellung erscheinen lassen.

(Hinzugefiigt am 14. I1I. 1927.)



