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Involutions et surfaces continues.
"(Deuxiéme. communication).*) -
Par B. de KERERJARTO (Szeged).

IV. Réductions de la représentation paramétrique d’une
surface continue.

19, Soit § une sphere, ¢ une transformation univoque et
continue de S, F la surface continue qui est I'image de S par £
Supposons que chaque élément B') de S ait pour ensemble complé-
mentaire un seul domaine; nous allons démontrer que sous cetle
condition, la surface appartient au type de la sphére.?)

Cette proposition donne une extension directe du théoreme
de M. Frecher concernant les représentations paramétriques des
courbes continues?), et en méme temps une généralisation d’'un
résultat sur les représentations des surfaces continues que jax
obtenu antérieurement pour un cas spécial. %)

" La -proposition en question est équivalente (d’aprés les déve-
- loppements du numéro Il de la premiére: commumcahon) ala
suivante :

Soit () un ensemble d’éléments sur la sphére (chaque
élément P est un ensemble de points fermé et d’'un seul tenant)
tel que chaque point de la sphére appartient & un élément P et
a un seul. Supposons (a) que si les points P,, P,, . . . des éléments
Py, B, . .. tendent vers le point P, d’'un élément R,, I'ensemble
limite de PB,, Ps, ... soit un sous-ensemble de B,; (b) que I'en-
semble compléméntaire d’un élément P quelconque sur la sphére

*) Premiére communication, ces Acta, vol. 3, (1927) pp. 49 67.
1) voir ). c., p. 58. ’

HLe,p 59 .

8) voir L c, p. 55.

4) 1. c., note 17) de la page 66.
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soit un seul domaine. Sous ces conditions, on peut établir une
correspondance biunivoque et bicontinue entre les éléments B de
I’ensemble (P) et les points d’'une sphére.

29, Pour la démonstration de cet énoncé, nous avons besoin
de quelques propositions concernant I'ensemble d’éléments (),
Nous considérons I'ensemble () comme un espace abstrait; c’est
un espace (L) oit 'on peut définir la limite par le moyen d’un
écart (non nécessairement régulier).®) Nous entendons par une
B-courbe continue une image univoque et continue de Iintervalle
O0=<x=1 formé d’éléments de cet espace; un P-arc simple res-
pectivement une QP-courbe simple et fermée seront définis comme
une image biunivoque et bicontinue de I'intervalle 0 <x =1, res-
pectivement d’une circonférence.

(A) Soit-l un arc de cercle sur la sphére S; l'ensemble € des
éléments P qui ont des points sur [ forment une B-courbe continue.

En effet, & chaque point de ! correspond un élément de &
et un seul; lorsque les points P,, P,,... de [ tendent vers le
point P, de [, les éléments correspondants R,, T,,... de € ont
pour élément limite I'élément L, de € qui correspond i P,.

39 Nous allons démontrer la proposition suivante :

(B) L’ensemble complémenlaire d’un PR-arc simple sur S est
un seul domaine.

La démonstration s’obtient en générahsant une démonstration
élégante due & M. ALexanper pour le théoréme de Jorpan.t) Pour
ce but, nous démontrerons d’abord une proposition auxiliaire,
Savoir :

(C) Soient M, et Ml deux continus sur la sphére dont la -
partie commune est un seul continu K. Si A et B sont deux
points de la sphére. qui ne sont séparés ni par M,, ni par M,,
ils ne sont séparés par M,-+ M, non plus.

Soit, en effet, A4, B une ligne polygonale sur S qui n'a pas.
de points communs avec M,, et soit AAB une autre ligne qui
n’a pas de points sur M,. Supposons que 4, et 4, n'aient pas de
points communs sauf leurs extrémités A et B;7) le polygone simple

5 1. c., note 9) a la page 58.
) J]. W. ALEXANDER, A proof of JorDAN’S theorem about a snmple
closed curve, Annals of Mathematics, vol. 21., p. 180—184. (1920).
. 7) voir, par exemple, KEREKJARTO, Vdrlesungen iiber Topologie (Berlin,
1923) p. 62., note 1). :
16*
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=4 +4; n'a aucun point commun avec K; disons donc que K
est A l'intérieur de n. Construisons une triangulation de la sphére
dont les triangles sont de diamétre inférieur & la distance des
sous-ensembles de M, et de M, situés 4 Pextérieur de =. Les
triangles de cette triangulation qui contiennent les points de M,
extérieurs A 7 et sur #, forment avec 7 et son intérieur un domaine
polygonale. La frontitre de ce domaine contient un polygone qui
a des points communs avec 4,; la ligne polygonale obtenu de ce
polygone en omettant la ligne 4,; rejoint A et B et elle n’a pas
de point sur M,4M,.

~ En appliquant la proposmon que nous venons de démontrer
un nombre fini de fois, nous obtenons immédiatement-la propo-
sition suivante:

(C’) Soient M,, M,, ..., M, des continus sur la sphere S tels
. que la partie commune de M et M, soit un continu et que M;
et Miy; (j+0,11) n'aient pas de points communs. Si A et B
sont deux points de la sphére qui ne sont séparés par aucun des con-

tinus M,, ils ne sont pas séparés par I’ ensemble M1+ M+-...+ M
" non plus.

Pour- démontrer la proposmon (B), soit £ un B-arc quel- .
conque sur S et soient A et B deux points arbitraires de la sphére -
S qui n’appartiennent 4 aucun élément de €. Si B, est un élément
arbitraire’ de €, il'y a une ligne polygonale 4 sur § qui joint A
et B sans rencontrer %,. Il y a donc un &-voisinage de 'ensemble
des points appartenants a P, sur la. sphére qui ne contient aucun
point de 4. Or il y a un intervalle (x,—9d, x,+d) tel que les
‘éléments correspondants aux nombres x de cet intervalle sont
contenus entiérement dans le e-voisinage de B, (correspondant
4 x,). Déterminons donc pour chaque nombre x, de l'intervalle
0<x=1 un intervalle (x,—4, x,+d) tel que le sous-ensemble
- de € correspondant d cet intervalle ne sépare pas les points A et
B sur la sphere. D’aprés le théoréme de Hewe et Borei, il y a
parmi ces intervalles un nombre fini recouvrant tout Iintervalle
(0<x=1); soient x;, X, ..., X4 les extrémités de ces intervalles
rangées de telle fagon que O0=1x<X%<X%<...<X.1=1. Le
sous-ensemble de £ correspondant a lintervalle x;<<x=<x;4 est
donc un continu M; qui ne sépare pas A et B. La partie commune
"de M; et M, est le continu formé par les points de I'élément
qui correspond 3 Xy, tandisque M; et M..; (j+0,+1) n'ont
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aucun point commun. De la proposmon (C ), ils’ensuit que
MA+M+...+M,=28 ne sépare pas les points A et B sur la
sphere; cela démontre notre proposition (B). _ '
4°. Une P-courbe simple et fermée peut étre considérée comme
-la somme de deux P-arcs simples qui n’ont aucun autre élément
commun que leurs -extrémités. D’un théoréme de M. RoseNTHAL,?)
_ on. obtient, en tenant compte de notre proposmon (B) le résultat
suivant o
(D) Une P-courbe simple et fermée décompose la sphere S
en précisément deux domaines. .
Nous allons démontrer le complément sulvant a la propo-
sition. (D) :
(E) Tout élément d’'une R-courbe szmple et fermée appartzent
a la P- frontzere de tous les deux domaines déterminés par elle sur
la spheére. ‘
- Soit B, un élément quelconque de la R-courbe ¢ et soit €,
un arc arbitraire de € contenant P,; soit £, 'autre arc de £ dé-
- terminé par les extrémités de €, D’aprés la proposition (B), I'arc
€, ne décompose pas la sphere. Soient donc A et B‘deux points
quelconques de la sphére, situés en deux’ domaines complémen-
taires différents de €. Soit AAB une ligne polygonale joignant A
et B sans rencontrer £ ; 4 a donc un point au moins sur £,.
Soient A, et B, des points de 4 sur g, tels que les lignes AA, et
BB, de 4 ne contiennent pas des points de € 4 part leurs extré-
mités. L'élément P, de € contenant le point A, appartient & la
$P-frontiere du domaine complémentaire de € qui contient A; P'élé-
ment B, de € contenant le point B, appartient a la P-frontitre du
domaine . contenant B. Par conséquent, I'arc €, de £ contient
d’éléments de tous les deux domaines. Comme £, est aussi VOisin.
de B, que 'on veut, il s’ensnit que P, est un élément-limite des.
frontidres de ces deux domaines. La P-frontitre d’un P-domaine
est un ensemble fermé d’éléments,®) par conséquent, B, appartient
aux P-frontieres- de ious les deux domaines détermmés par € sur
la sphére.’
_ (F) Chaque élément d’une $-courbe simple et fermée est acces-
sible dans les deux domaines complémentaires de la courbe.

8) A. RosextHAL, Teilung der Ebene durch irreduzible - Kontinua, P
Sitzungsber. der Bayer. Akad. der Wiss., Miinchen, 1919, p. 102, Satz 6.
9) voir note % A la page 58 de la premiére communication.
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La démonstration de cette proposition s’obtient par une légére
modification de ma démonstration pour I'accessibilité des points
d’une courbe simple et fermée.1%)

5% Nous allons démontrer la proposition suivante:

(G) Pour deux éléments quelconques P, et R,, il y a une
PB-courbe simple et fermée séparant ces deux éléments.

Si nous considérons les éléments P, et P, comme des en-

sembles de points sur la sphére S, ils sont deux ensembles fermés
sans point commun Il y a donc un polygone simple et fermé n
séparant ces deux ensembles sur la sphére. Désignons par Q, et
- Q,, deux points de = qui appartiennent & deux éléments différents
0, et O, et désignons par I, et I, les deux lignes en lesquelles
n est divisé par ces deux points. Les éléments P qui ont des
points sur / respectivement sur , forment une PB-courbe continue
B, resp. B, en vertu de la proposition (A4). D’aprés un théoréme
dfit a Kacuzsay,'!) il y a en chaque courbe continue pour deux
points arbifraires de la courbe un arc simple joignant les deux
- points. En appliquant ce théoréme & nos %-courbes B, et B,,
déterminions un PB-arc simple €, contenu en B, qui joigne Q, et
Q, et un P-arc simple &, contenu en B, joignant Q, et ;. Soient
I/ et I; deux lignes polygonales sur la sphére qui joignent un
point P, de P, avec un point P, de %}, sans se couper d’ailleurs,
de telle fagon que /; n’ait pas de points sur & el L, nait pas de
points sur &,; comme aucun des P-arcs &, et &, ne decompose
la sphere, d’aprés la proposition (B), cela est toujours possible.
En partant de Q, sur 2, considérons le premier élément de &
qui a un point sur /; et en retournant de cet élément sur &,, soit
£, le premier élément de €, qui appartient 3 €,. En passant de
£, sur & jusqu’au premier- élément qui a un point sur I et en
~10) Vorlesungen tiber Topologie, p. 65. ‘ :

11) KaLuzsay; A felliletre vonatkozé JorDAN-tétel megforditisa (L’inverse

du théoréeme de JorDAN relatif aux surfaces), Math. Phys. Lapok, 24., p. 101~ 141
(1915). — Ce jeune géométre hongrois bien doué disparu pendant la guerre — un
éleve de M. F. Riesz — a traité dans sa Theése (Kolozsvar, 1915) le probléme
d’étendre le théoréme de SCHOENFLIES, inverse du théoréme de JorDAN, pour I'es-
pace 2 trois dimension. Bien que sa solution du probléme ne soit pas enti¢rement
satisfaisante, dans son développement, il fournit des méthodes précieuses et
des propositions intéressantes, parmi celles le théoréme cité dans le texte.
Le méme théoréme a é1é découvert plus tard par d’autres auteurs (TIETZE,
. R. L. MoORE) qui ne pouvaient pas connaitre [a Thése ne publiée qu’en hongrois.

Mais la démonstration de Kavruzsay a Vavantage d’une extréme simplicité ;
. elle a été reproduxte dang mon livre cité, p. 103.
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retournant de cet élément, soit Q; le premier élément de 2, qui
appartient 4 €,. Les arcs € et € déterminés sur €, et &, par les
éléments Q;, O; n’ont aucun élément en commun sauf leurs extré-
mités. Ils forment ensemble une P-courbe simple et fermée qui
sépare les éléments P, et B, Pun de lautre. Cela démontre la
proposition (G).

On peut démontrer de la méme fagon, en tenant compte des
propositions (D), (E) et (F) la proposition suivante : '

Si € est une B-courbe simple et fermée et si B, et B, sont
deux éléments quelconques intérieurs @ & ou sur &, ily a un B-arc

simple intérieur @ L, sauf ses extrémités, qui sépare les éléments

B, et By-L'un de lautre a lintérieur de L.

6°. Nous déterminons maintenant une suite d’éléments §,,
P,, . . . telle que les n, premiers éléments soient &-denses sur S
(,>8>...-»0, et m;<n,<...). Cela veut dire que chaque sur-
face circulaire sur la sphére S dont le diamétre est supérieur a
&, contient un point, au moins, appartenant 3 quelqu'un des élé-
ments B, Ps, ..., P,. Pour ce but, nous considérons une suite
de triangulations successives de la sphére que nous -désignons
par &, &, ... telles que chaque triangle de £, soit de diamdtre
inférieur A ¢/2; ensuite nous choisissons dans chaque triangle de
&1, Gy, ... un point et nous ordonnons ces points en une suite P;,
P,, ... ou les points pris des triangles de &y succédent aux
points pris des triangles de' {,. Nous écrivons les éléments P
auxquels appartiennent les points P,, P,,... dans le méme ordre,
seulement nous omettons les éléments qui sont identiques a des
éléments dntécédents.

Autour de chaque élément. SB (i=12,...,m), nous con-
sidérons une couronne formé des éléments P pour lesquels I’écart
(%, B;) est entre & et 2¢. Dans chacune de ces couronnes, nous
construisons en nous servant de la proposition (G) une -courbe
simple et fermée £ qui sépare les deux frontiéres de la couronne.
Nous pouvons supposer que deux quelconques parmi les courbes
. gp, e, .., ¢P n'ont qu'un nombre fini d’éléments communs
tels. dont le voisinage contient d’éléments appartenants a I'une
des deux courbes sans appartenir 3 l'autre. (Par exemple, la
courbe £ n’a qu'un nombre fini d’arcs dont les extrémités
appartiennent 3 P et qui ont des points extérieurs a la cou-
ronne de ‘%,; nous gardons ces arcs de £ et nous rempla-
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cons les autres par des arcs correspondants de &"; etc.) Soit
DY le P-domaine fermé consistant en I'intérieur de &V et sa fron-
tiere (c’est donc le domaine déterminé par € contenant P, et la.
courbe - meme) Chaque élément de D a de B; un écart inférieur
4 2¢, et chaque élément B dont I'écart de P, est inférieur A ¢,
appartient 2 D®; nous appelons R, centre du domaine DP. Tout
élément P appartient & un, au moins, des P-domaines D",

DY, ..., DO, De la méme fagon, nous construisons les P-courbes
Y, &Y, ..., &P pour chaque k et supposons que toutes les cour-
bes & (r—l 2 Ln,;85=1,2,...,k) n"aient deux & deux qu’un

nombre fini de pomts communs. Nous désignons par D le domaine
fermé déterminé par £* contenant I’élément %,.

. Si P est un élément appartenant aux domaines f..rmés P,
DY, .. . les écarts de ¥ des centres B,, P,,, ... de ces domames
tendent vers zéro; en effet, I'écart d’un élément quelconque de
D¥ du centre P, est inférieur & 2¢,. De 13 il s’ensuit que deux
éléments d:ﬁerents P et P ne peuvent appartenir 3 tous les do-
maines de la suite.

Les P-courbes &P, &Y, ..., & détermment un nombre fini
de P-domaines P, v, ..., ?{). sur la sphére S. Sur-une autre
-sphére §8’, nous pouvons construire un réseau polygonale isotope
2 ce réseau (dans le sens combinatoire). Soit, en effet, 2{ un
polygone sur S’; la P-courbe L’ consiste d’un nombre fini de
P-arcs dont les extrémités appartiennent a &0 et qui n’ont d’autres
points sur 2 ou- qui sont identiques avec des arcs de L. Nous
transformons la P-courbe £ topologiquement en le polygone n{’;
aux éléments communs a " et &" correspondent par cette transfor-
mation un nombre fini de lignes et un nombre fini d’autres points -
de ={". Si P et P’ sont deux éléments communs A &P et L qui sont
joints par un arc de £ ne contenant aucun autre élément de £,

" nous joignons les ‘deux - points correspondants de = par une
ligne polygonale sur 8’ passant A lintérieur ou 3 Pextérieur de
7’ suivant que I’arc- correspondant de & soit intérieur ou exté-
rieur 3 €. Ensuite, nous établissons entre cette ligne polygonale
et entre Parc correspondant de £’ . une homéomorphie. En con--
tinuant ainsi, nous obtenons un réseau polygonale sur S’, formé
par les polygones 7", ngd, . .., Y, isotope au réseau sur S formé
par &0,-&V, ..., 5}’, et une homéomorphie entre les éléments du
réseau sur S et les. points de I'autre.
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Nous considérons alors les B-courbes £, £, ..., ¢9 et la
subdivision des domaines bd{", b{",..., 3 par ces courbes.en les
. domaines 5@, b, ..., Q. Nous déterminons les polygones a®,
w8, ..., D sur S’ de telle facon que le réseau formé par n{,
.. n(‘) a® ad, , Y sur §’ soit isotope au  réseau formé
par 8“’ 85" 85,", SJ” 8‘2’ 2 sur S. La continuation de ces
opérations est claxre On peut constulre les polygones n{” de telle
facon que leurs diamétres tendent vers zéro lorsque s croit indé-
finiment, ce que nous supposons dans la suite.

E’homéomorphie que nous établissons successivement entre
les- points des polygones i’ et les éléments des P-courbes £

s’tend aux sphéres S’ et S toutes entiéres. En effet, & chaque
suite monotone de domaines fermés b, b@, ... (dont chacun con-
tient le suivant), correspond un élément P et un seul contenu
dans tous les domaines de la suite et inversement & chaque élément
P correspond une suite monotone de domaines de cette sorte.
‘D’autre part, & chaque suite monotone de domaines correspond
sur 8’ une suite monotone de domaines déterminé par les poly-
gones 7’ qui tend vers un seul point P. En faisant correspondre
I'éiément P déterminé par une suite monotone de domaines b le
~ point P de S’ déterminé par la suite. correspondante de domaines
sur §’, nous obtenons donc une correspondance biunivoque et
bicontinue entre les éléments P de S et entre les points P de S’
~ Par cela, nous avons démontré la proposition énoncé au
début de IV. 19 ce. que nous voulons encore formuler en une
- forme indépendante de la terminologie du texte:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface
continue (image univoque et continue d’une sphére) définie par
. les fonctions X _

x=f(u,7V), y=g(v),..., z=h(u, v)
puisse étre_représentée par des fonctions

x=F(,v), y=CG,v),...,2z=H(u,v)
qui ne sont simultanément constantes sur aucun vrai continu de la
sphére, est ce que chaque continu sur lequel les fonctions f, g,...; h
sont simultanément constantes et qui n’est pas sous-énsemble d’un
continu_ayant la méme propriété, ait pour ensemble complémentatre .
sur la sphére un seul domame

(Re;u le 27 octobre 1927)



