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Uber die Grenzen der Abschnitte gewnsser
Potenzreihen. ~

.Von LeororLp FejEr in Budapest.

Einleitung,-

1. Befrachten wir irgendeine, im Innern des um den Null-
punkt der Ebene geschlagenen Einheitskreises reguldre und posmve
harmonische Funktion. Bezeichnet dann :
1) aG+atat...t+a,+...
die unendliche harmonische Entwickelung dieser Funktion, genom-
men an irgendeiner, aber festen Stelle’ des abgeschlossenen Ein-
heitskreises,. dann sind die arithmetischen Mittel der Partialsummen
der Reihe (l) alle nichtnegativ;') d. h. es ist

SO+SI+ +Sl

(2).‘ . S.= n+l =0,
WO = E a,
=0
o n:O,l,Z‘,...

Bezeichnet die Reihe (1) die, fiir eine Stelle des abgeschlos-
senen Einheitskreises |2| <1 genommene Potenzreihe von f(2), wo
f(2) ftr |z[<1 reguldr ist und die Unglelchung |f(®)|<1 be-
friedigt, so ist?)

)] - |S,.|g1
fiir n=0,1,2,.... _

Durch-alleinige Anwendung der Eigenschaften (2) oder (3)

der arithmetischen Mitiel der Partialsummen der Reihe (1) wurde

_ 1) Fe3Er 2, §2, No 10, 11. S. auch Fussnote ¢) der zitierten Arbeit.
2) Feser 2, Theorem XI. Laxpavu 1, S. 17.
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nun im Laufe der Zeit eine Anzahl von Sitzen entwickelt, die
sich auf die Purtialsummen s, selbst der Reihe (1) beziehen. Sie
riihren von den Herren®) Lanpau, Schur, Szea6, Rocosinskt und
vom Verfasser her. Dass bei dem Beweise ausschliesslich die
Fundamentalungleichung (2) resp. (3) der arithmetischen Mittel
der Fourierreihe resp. der Potenzreihe zur Verwendung kam, wurde:
aber vielfach iibersehen, oder nicht ausdriicklich betont. Ich habe es
also fiir nfitzlich gefunden eine solche, demnéchst erscheinende, Dar-
stellung (Fejer 4) dieser Untersuchungen abzufassen, aus welcher u. A.
hervorgeht, dass die ins Auge gefassten Sitze eigentlich Spezial-
falle allgemeinerer Satze sind,. die sich auf die Abschmtte einer

beliebigen unendlichen Reihe
a+a+...+a,+
beziehen, wenn fiir sie die Ungleichungen S,=0, oder die Un-
gleichungen |S,| =1, n=0,1,2,..., giltig sind. Etc. Ich muss
aber noch hinzufiigen, dass es sich dabei nicht nur um die Kon-
sequenzen der Pramisse (2), oder (3) i. B. auf die Partialsummen
a, &+a,... ¢o+a+...4+a,,...,
sondern auch i. B. auf die Polynome ‘
Lo, GQotayr, ... do-}—a,r—i-...—l-q,,r"'
handelt, wo 0<r<1.

2. Vorliegende Note hat genau dieselbe Tendenz, als meine
eben erwdhnte Arbeit. Von einer beliebigen unendlichen Reihe mit
komplexen Gliedern
4) a+a+...+a,+...
sei wieder etwa
) ISI=1lon=010
bekannt. Ausse

)

bestehen. Was . .}, d. h. der ab-

soluten Werte ¢ - aussagen?
Oder es s

'Y B . 1

gtiltig. Was Jis soluten Partial-

summen |s,| au

’

8) Ausfiihrlict - ~ finden.
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In vorliegender Note, die im Wesentlichen eine Analyse
meiner Note in den Acta Mathematica*) enthilt, beschiftige ich
“mich nur mit der zweiten Frage, und werde auf die erste in einer
anderen Note zuriickkehren.

Schliesslich bemerke ich noch, dass ich.bei der Behandlung
dieses Gegenstandes, in der erwdhnten Arbeit und in der vor-
liegenden' Note, eigentlich nach eine weitere, tibrigens an der Hand
_liegende, Vereinfachung angestrebt habe. Sie besteht darin, dass
ich statt der unendlichen Reihe eine endliche Summe a,+a,+...+a,,
statt der Potenzreihe ein Polynom a,+-a,2+-...4 a.2z" betrachte.

§ I Losung einer Aufgabe des Maximums.

3 Aufgabe. Es sei n lrcrendeme feste posu‘we ganze Zahl
Man bestimme das Maximum von
(8) isuizlao_*—ai-_‘_'-"—*—anl)
wenn die komplexen Grossen a,, a,,...a, die beiden Bedingungen

n+Vay+na,+...+a,

©) ‘S"‘:- n41 =1
(10) - la, P+2]a.P+...+nla,f=1
erfiillen.

Da

(n+Na,+na,+.. +a a,+2a,+...+na,
(11) S— P =5,— e .
so ist
. a+2a,+...+na,

(12) s, =S, + e —-\S,,—}—.’?,,,
- und

(13) Is. < |S. ]+ IR,
Nun ist aber. :

(14) iR,._ié.ﬁ(lalprz;aQH...+n;an\):
= T T a4V V2l AV Vi,

also ist, auf Grund der Scuwarzschen Ungleichung,

15) |s|s|S|+l+1 .V”(’H'” Vla,B+2]a.P+.. . +nla,?

v 4) FEJEr 3,
\
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Berticksichtige ich jetzt die Bedingungen (9) und (10), so erhalte
ich die Ungleichung

: n
(16) . ]S,,IS 14+— V__ E+—l.
4, Ich behahpte nun, dass l-{—v_ das gesuchteA

Maximum ist; d. h. ich behaupte, dass in der Ungleichung (16),
bei passender Wahl der den Bedingungen (9) und (10) geniigenden -
Grossen ay, ay,...,a,, das Gle_ichheitszei_chen tatsichlich giiltig
sein kann.-

Wann ist in (16) die Gultxgkelt des Glelchheltszelchens
moglich ?

Zunichst diirfen die Grossen a,,a,,.-..,a, nicht alle ver-
schwinden, denn dann wére doch s,=0. Weiter muss in (14)
‘das Gleichheitszeichen giiltig sein, woraus unmittelbar
17 a,==9,€%, a;=0,6%,...,a,=9,e€"
folgt. Da aber auch bei der Anwendung der Scuwarzschen Un—

gleichung keine tatsichliche Verkleinerung®) eintreten darf, so muss
die Proportion

(18) VT:VZ V=T Ve : Vne,

gelten, d. h. es muss

19) 9,-:93:...:@3"::9#:0

gelten. : ' '
Weiter muss

(20) a2 @)+ alaf=

sein, d. h.

(1424 . +n)=1,
d. h.

i
ey - v":l/r‘un-w)'

Es muss aber auch

(22) NE (n+Ya+na+...+a,

n+1

sein, d. h. es muss sein

n(n-{—l) —
— =

(n+ i)ao“*‘ 0eY,

n+l
%) PoLya—SzEGG 1, Bd 1, S.54, Aufgabe 80, und die Losung auf S. 210.
2
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=1,

n .
ao+7 oe’?

n . .
&%+ ee?=e'?,

. n . nl 2 .
— Y — — 00 — P — | T __ o0
a,=e 2ge e 2].,1(” ])e )
. 171 n .
. —oP 0
(23) RGN S

wozu noch das _s-chon friiher gefundene (in den Gleichungen (17),
(19) und (21) enthaltene) Resultat
, e a2 e
(24) al-—ag—...—a,,—-]{me‘
kommt. :

Fiir die so . abgeleiteten -Werte von a,a,...,a, sind nun
tatsichlich einerseits die Bedingungen (9) und (10) befriedigt,
andererseits ist ‘ , '
Iy __]__ [ n 6 [ 2 P9
e~z | mirenta) ICESN

ew+L]/ n_ o
],fi. n+1
aber nur dann, wenn, endlich, ¢'¥ — €% ist.

Die Losung unserer Maximuniaufgabe lautet also:
Der grasste Wert von

(25) |s.|=

1 \n ’
_ +]"’2Vrt+l’

(26) Iao+al+"'+an|
ist, bei den Nebenbedingungen (9) und®) (10),
Fd —_—
: 17/ n
1 — |/ R
en i3 ] ES]

%) Wenn ich die Bedingung (9) fallen lasse und nur die Bedingung
(10) beibehalte, so ist der grosste angenommene Wert von

ley+as+-...4-a,!
" gleich

[y L 1
11+ ok —
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der nur fiir -

(28) -

\ a=a,=...=aq =V—-?——

- " nn4-1)
angenommen wird, wenn ich von einen - gemeinsamen komplexen
Fuktor vom absoluten Betrage 1 der Grdssen a,,ay,. .., a, absehe.

'5. Die 2 Nebenbedingungen meiner Aufgabe lauteten

| SotSit... S, |
lSnl—. fl+1 —g—l: i
. JaP+2)a:P+...+nla, Pl

Weichen Wert hat das Maximum von |s,|, wenn ich jetzt
die erste Bedingung durch die (n 1) Bedingungen

(29) 1Si1=1, 1S 1=1,...,]S. =1
ersetze, und die zweite unverdndert beibehalte, wo
(30) S.= s"+.s}{i'l'"+s" y =@+ a+.. . +a

k=0,1,2,...n.

Die Antvort lautet: das Maximum von |s,| ist wieder

1 n
l+—ﬁ PR ~
Beweis. Das neue Maximum kann nicht grosser sein als
das alte. Aber auch nicht kleiner, weil das Wertsysthem (28) auch
die Bedingungen (29) erfiillt. Da namlich die Zahlen ay,aq,,...,a,
in (28) positiv sind, also ist die Folge '
(31) S, S, .. S,
monoton wachsend, und da doch §,=1 ist, so ist S,<1,
Si<1, . ,8 o<, '

§ 2. Ein Satz iiber die rationale ganze Funktion.
UOber die Schlichtheit von 1 +2+...+ 2"

6. Das Polynom
32) ‘ @t az+.. . a2

 der kbmplexen Verdnderlichen z und mit komplexen Koeffizienten
- N - & P
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erfiille die Bedingung

(33) |a,|2+2|a,|2+ +n[a,,| =1,
Ist dann _

. .(n+l)ao+na1+ +a,
so ist

- ¥ n
(35) |s,,[—-]ao+a,+ +a"l_l+l2l,n_-{-_l.

" Von .einem konstanten Faktor vom absoluten Betrage 1 abgesehen ist

36 GCGR)=1— [/_V"-H +Vn(n+l)(z+z +. +z")

das einzige Polynom fiir welches in (35) das Zezc/zen der Gleich-
heit, d. h. fiir weiches

1 n

37 Gtat...va|=1+—
( ) ) l 0 1 l VE
giiltig ist. '
Ist auf dem ganzem Einheitskreise |2|=1 die Ungleichung
| (e atnaz+. . +anz
(38) I Su (Z) I - ’ . n + 1 . .
gliltig, so ist auch auf dem ganzem Einheitskreise

(39) layt a2t +“"z"!§~‘+H/n+1

Dieser Satz ist mit dem Satze von § 1 einfach identisch.

-7. Mit Riicksicht auf § 3 ist es nicht ohne Interesse zu unter-
suchen, wie ,weit* das Extremalpolynom G (2) unter (36) »schlicht*
ist. Statt G (z) konnen wir 1+2z-...+2% oder natiirlich auch

40 - g R=gF=1+z+...F+2" 1= ll:i
untersuchen. Da, fir 2+ 1, 22+ 1, 2, ¥ 2,
@1 g(2)—g (2 1—-(2‘,‘ B W CA i I

—-Z, i (I—Zl)(l—Za
so ist, wenn weiter )
42) l2/l=0<l, |]<o<],
g@)—8@) | 1—ngt—(n—=Ne*
(43) ‘ 2n—z |2 Ti—ai—z %
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wenn ¢ kleiner ist. als die einzige (iibrigens zwischen 0 und 1
liegende) positive Wurzel der trinomischen Gleichung

' l—ne"-'—(m—1)o"=0.
Ich habe also erhalten: .

Das Polynom . -

@) l4z4...+2,
wo nz=1, ist im Kreise |z|<e, schiicht, d. h. nimmt in diesem
Kreise nicht 2weimal denselben Wert an, wenn @, die einzige posi-
tive Wurzel der trinomischen Gleichung
" (45) 1—(n+41)e" —net1==0
bezeichnet.

Ist n gerade, so ist |2|=g¢, der grdsste Kreis; in dessen
Inneren (44) schlicht ist. Da namhch

1 w1
@) L@=(+z+. ..ty =" (”“51)2 +nz ,

so ist im Falle eines geraden n

: 1—(n41)or— ﬂof.‘”
gn( Qn)_ (l+@,,2 - -—0:
woraus folgt, dass 142z-+...+2* fiir |2|<e nicht schlicht ist,
1 .

2 '

Der Fail eines unoeraden n muss jedenfalls noch untersucht
‘werden,. da fir n=1
' 1 —2@1—@%——‘0,

wenn der Radius.¢> g, ist. Es ist z.. B. ¢,=

also
0= ‘r,) —1
1st wihrend doch 14z in der ganzen Ebene schlicht ist.
_ Schliesslich bemerke ‘ich, dass, fiir ein beliebiges n, aus der
Gleichung (45)
‘ (+N)e+net =1,
wegen 0 <9,<1, die Ungleichungen -
' (1) g +nelt <
(n+ e, +ﬁe,, >1
folgen, also die Ungleichungen
“7) —1—7— <ok ——
@2n4-1)" (2n4-1)n+1
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aus welchen u A. .
(48) lim g, =1

n=—=uw

geschlossen werden kann.”)

§ 3. Uber die Grenzen der Partialsummen gewisser

Potenzreihen.
8. Es sei
(49) - f@)=a+az+...+a.2"+...
eine fiir [2| <1 konvergente Potenzreihe, welche den Bedingungen
B f@IL1 fir |z]<1
1) o Srjapgl

v=1

genlige leistet.
Ist die Bedingung I) erfiillt, und ist speuell die Funktion f(z)
fiir 2| <1 schlicht, so ist auch die Bedingung II) sicher erfiillt.
Was lisst sich iiber die Grenzen der Zahlen :

(59) t S N R Y PR 1
feststellen, wo s,=a,+ a,+...+a,.

Weiss man nur, dass die Bedingung 1) allein erfiillt ist, so
kann bekannthch fiir ein spezielles f(z) der limsiip|s,| = + oo sein.?)

Weiss man nur, dass die Bedingung ll; allein erfiillt ist, so
kann sogar hm |S.|= 4o sein. Z B. fir
G2 f(z)=log2. E

‘ —3 nlogn ’
Sind aber die Bedingpngen n, 1) glexchzeitig erfiillt, so ist

fir n=0,1,2,.

(52) s <1 +V_

7y Uber die Schlichtheit- der Abschnitte einer schlichten Potenzreihe
handelt eine demndchst in den Math. Annalen erscheinende, und bemerkens-
werte allgemeine Theoreme enthaltende Arbeit von Herrn G. Szead, die den
Titel fiihrt: Zur Theorie der schlichten Abbildungen.

8) Feyir 1. Laxpau 1, 8. 7-9, 17—29. Die Konstruktion eines Beispiéls
ist nicht’ganz leicht. Lim |5.| =} oo ist nicht moglich, weil nach Herrn 1. Scaur

B E
n+1 =

i

<t
ist.
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also insbesondere ,
(53) ]s,,|§1+]—[%:1'707l..., fiir n=0,1,2,.

Betrachtet man ndmlich einen Abschnitt

(54) G+az+...+a.2"
der Potenzreihe (49), so ist, nach einem Satze des Verfassers,?)
- ‘ | - Vay+na+...+a, | _-
(53) ) |Sn| - n + l éli
mit Riicksicht agf die- Ungleichung I). Aus II). folgt weiter, dass -
(56) Srvla L.
v=1

Also ist auf das Polynom (54) der Satz des § 2 anwendbar,
und unsere Behauptung ist erwiesen.

Es sei besonders hervorgehoben,!®) dass, wenn f(2) fiir
|z| <1 reguldr, schlicht und - absolut genommen <1 ist, alle

Koef_fizientensummen absolut’genpmmen kleiner sind als 1 + %, d. h.

(57) |ao+al+./..’+v:a,,|__§__l+1%:l'l707l e
n=0,1,2,....
9. Ich bemerke schliesslich,' dass l+—1—=1'707l ... nicht

2

die beste, bis jetzt bekannte obere Grenze cg/er Folge
(58) [Sol, ISy« |Salse s
ist, wo die Folge (58) zu einer beheblgen Funktion f(z) gehbrt
die den Bedingungen 1) und II) gleichzeitig gentige leistet. In
. einer demnichst erscheinenden Arbeit ist es Herrn Szeco!') durch
eine scharfsinnige Betrachtung gelungen diese obere Grenze von
117071 ... auf 1'616. .. herabzudriicken, -wobei er sich u. A. auf
einen Rocosinski—Szeaoschen Satz stiitzt.

Dass die fragliche obere Grenze sich nicht unter den Wert

: 1 . . ]
1-+T—_— 1'25 herabdriicken ldsst, ist sehr leicht einzusehen.'®)
Budapest, den 16. Juni 1928.

9) S. die Fussnote 2)

1) FEyér 3, .

1) S. die Einleitung seiner in der Fussnote 7) erw4hnten Arbeit.
12) Frigr 3.
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