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Uber die Laplacesche Reihe.

Von G. Szecd in Konigsberg.

~Im Bd. 95 der Math. Annalen hat Herr W. Rocosinski') ein -
bemerkenswertes Theorem iiber trigonometrische Reihen verdffent-
licht, das in einem fiir die Anwendungen besonders wichtigen
Spezialfalle folgendermassen lautet :

A) Es sei f(x) eine stetige und periodische Funktion mit der
Periode 27 und s,(x) bezeichne den n-ten Abschnitt der zu J(x)
- gehorigen Fouricrschen Reihe. Dann gilt, wenn man unter p eine
beliebige ungerade Zahl versteht,

(1')' lim "(x+p )+s"(x p2"]

H—> @ 2

-=f(x)

Ist dagegen p eine beliebige reelle, aber keine ungerade Zahl,
so gibt es geeignete stetige Funktionen, fiir welche dieser Grenzwert
nicht existiert.

Die Bedeutung dieses Satzes wird klar, wenn man beachtet,.
dass es stetige Funktionen f(x) gibt, fiir welche die Abschnitts-
folge s,(x), 81(%), $:(%), - .., S.(x), ... ihrer FourmErschen Reihe
zwischen — oo und + oo oszilliert.?) '

Die ‘Auszeichnung der ungeraden Zahlen p wird durch das
folgende allgemeinere Theorem aufgeklart :

.B) Es sei § eine beliebige reelle Zahl. Man hat unter den
Zleichen Voraussetzungen wie vorhin, '

st )+ =1
@ ; — (. () —f () 0sE~f(x) (n=o2).

1) Uber die Abschmlte trigonometrischer Relhen Mathematische Armalen.
Bd. 95 (1923), S. 110—134.

2) Vgl. L. Fryir, Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter FOURIER
reihe, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 137 (1909), S. 1—5.
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Diese Grenzwertgleichung gilt gleichmdssig in § ‘wenn
— & <E<E, ist, wobei & eine positive Zahl bedeutet.

Herr Rocosinsx1 beweist ferner in seiner oben angeftihrten
Arbeit den folgenden Satz :®)

C) Es sei £ eine beliebige reelle Zahl. Wir betrachten eine
beliebige trigonomelrische Reihe mit der Abschnitisfolge s, (x), s, (x),
$3(x), ..., 8.(x),... . Wean diese Folge an einer gewissen Stelle x
C,-summierbar ist, u. zw. mit der Summe s, so ist

s,,(x—{— i)—l—s (x—i)
3) 5 ' — (5. (x)—s)cosE~s (n—>oo).
Diese Grenzwertgleidmng gilt gleicimdssig in & wenn

—&=é<§ ist, §,>0. '

- Da die Fourersche Reihe einer stetigen Funktion f(x) nach
einem klassischen Satz von L. Fejtr?) an jeder Stelle x Cp-sum-.
mierbar ist, u. zw. mit der Summe f(x), so folgt hleraus unmittel-
bar der Satz B.

- Bemerkung. Wir haben bisher nur die -»0-dimensionalen
Mittelwerte“

clerd)rafee 2]
@ 2 - .
der Abschnitte s,(x) betrachtet. Bilden wir- nun die ,linearen
Mittelwerte“ ‘

.
5

ot
"

) 7 | smay

£
r—=
n

so gilt fiir diese ein ganz ihnliches Theorem wie C, mit dem
einzigen Unterschied, dass an Stelle von (3) die Grenzwertgleichung

&
R
n

&g | smat—.0-9 s (oo
3) A a. 0.1, S. 119, Satz 3.

4) L. Feyer, Untersuchungen fiber Fouriersche Reihen, Malhemallsdze
Annalen, Bd. 58 (1504), S. 51—49, insb. S. 59.
sin §

5) Fur &=0 ist dieser Ausdruck durch s, (x) und
1 zu ersetzen.

in (3') durch
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tritt. Auch diese Gleichung gilt gleichmissig in &, wenn —E&=E<§,
" ist, £§>0. Der Beweis verlduft ganz analog wie der von (3).
Die Behauptung des Satzes C ist freilich mit.der folgenden
gleichwertig: Es sei @, @, @, ..., q,,... eine Folge von  reellen
Zahlen mit der Eigenschalft

©  e=o0[L);
dann giit '
(311) sn] (X+ au)_;?u (x _ an)

—(s,(x)—s)cosna,~s (n-co).

Ahnlich kann iibrigens auch (3') umgeformt werden.

. *
* *

In der vorliegenden Arbeit sfelle ich mir die Aufgabe, die
eben ausgesprochenen Sitze auf das raumliche Analogon der Fourier-
schen Reihen, auf die s. g. Lapiaceschen Reihen zu iibertragen.
Ich setze dabei die einfachsten Elgenschaften der Kuge]funktnonen
als bekannt voraus.®)

Wir gehen von einer auf der Emheltskugel E definierten stetigen
Funktion f(q) =f(9, ¢) aus. Hierbei bedeutet q einen beliebigen
Punkt von E, mit 9 und ¢ bezeichnen wir ihre beiden geographischen
Koordinaten. Es ist :

O=s9=m O=p<27.

Die zu f(q)=f(3, ¢) gehdrige LapLacesche Reihe sei

) (7) ),0(‘97 (I’)‘*' ),1(31 (P)"l‘ y2(‘(}:(f))+ LS + ),n_(al 'P)+ s rey
“wo bekanntlich :

®  nen=gE i@ e

ist. Dabei bezeichnet P, (x) das n-te Lecenoresche Polynom, y die
spharische Distanz der beiden Punkte q(9,¢) und ¢ (%, ¢),
schliesslich do das Flichenelement der Einheitskugel E.

Auch hier empfiehlt es sich neben den Lapraceschen Reihen
aligemeiner beliebige, formal gebildete Reihen von der Form (7)
zu. betrachten, wobei Y, (3, ¢) eine beliebige Kugelflichenfunktion
n-ter Ordnung bedeutet. Diese nach Kugelfiachenfunktionen fort-

) Man. vgl. liber diesen Gegenstand etwa : R. CouranT und D. HiLBERT,
Methoden der mathematischen Physik (Berlin: ]. Springer, 1924), Siebentes
Kapitel, §§ 3—5. -
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schreitenden Reihen entsprechen im dreidimensionalen Gebiete-den
gewdhnlichen trigonometrischen Reihen.

Es sei nun s,(3, ) =s,(q) der n-te Abschnitt einer solchen
Reihe. Wir definieren zwei Mittelwerte von s, (q), welche im fol-
~ genden benutzt werden sollen und den Mittelwerten (4) bzw. (5)
entsprechen. Es sei 0 <9<, und man betrachte auf der Ein-
heitskugel einerseits den Kreis um den Punkt g als Miitelpunkt
und vom Radius #, anderseits die Kalotte um den Punkt q als
Mittelpunkt und vom Radius #. (Es handelt sich also um die
Gesamtheit aller Punkte der Einheitskugel, deren sphirische Dis-
tanz von q gleich # bzw. hochstens gleich 7 ist.) Wir bezeichnen
mit m[q, 7; 5,(3")] den Integralmittelwert von s, (q) iiber diesem
Kreis und mit M[q,4; s,(¢")] den Integralmittelwert- von s,(q")
tiber dieser Kalotte. Diese Mittelwerte sind offensichtlich invariant
gegeniiber Drehungen der Einheitskugel. In dem Spezialfalle, wo

Q@ mit- dem Nordpol p iibereinstimmt, erhdlt man z. B.
© 2n

© i s@l=g; | s 000

und o °

fs (3 q>)51n9d9 de.

@10) - My, 7; 5,0 = mj

Der lineare Mlttelwert (9) ist das raumhche Analogon von (4),
der zweidimensionale Mittelwert ( IO) ist das rdumliche Analogon
von (5).
o Es gilt das folgende Theorem
- A') Es sei s,(q) der n-te Abschnitt der LarLacesdhen Reihe
einer auf der Emheztskugel definierten- stetigen Funktion f(q). Bilden

wir den Mittelwert wi [q, N (Y )] von s,(q’) (€ reell und fest)),

~so{ konvergiert dieser fiir n-oo gegen f(q), vorausgesetzt, dass £
eine Nullstelle der O-ten Besselschen Funktion J,(x) ist.

' - 7) Hier und im folgenden bedeutet m[q, ; 3 Sn (q')] ferner auch

m [q, 5 HE (q )] fiir = 0 den Abschmttswert Sa(q), fiir negahves §dagegen
den der Zahl ‘-—§& entsprechenden Mittelwert. er haben freilich £ von vor-

herein so gross zu wihlen, dass

i1 <7 ausféillf. L
nj
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Ist dagegen & keine: Nullstelle der Besselschén Funktion [y (x),
- so gibt es geeignete stelige Funktionen f(q), fiir welche die Folge
dieser Infegralmittelwerte bei n-<o divergiert. :
Dem Satz B entspricht:

B’) Es sei & eine beliebige reelle Zahl. Man . hat unter dert
gleichen Voraussetzungpn wie in A

() [ﬂ. 3 3 8. (0 )] [HOBSIOWACEIC! (ﬁ*oo)-

Diese Grenzwertgleichung gilt gleichmdssig-in & wenn — .osggﬂ,
ist, wobei &, eine positive Zahl bedeutet.

Wir beweisen weiter unten das folgende Theorem, welches.
die beiden vorangehenden enthiit:

C') Es sei § eine beliebige reelle Zahl. Wir betrachten eine
beliebige nach Kugelfldchenfunktionen fortschreitende Reiche mit der
Abschnittsfolge s,(q), 8 (1), s,(a),. .., s,(q), ... . Wenn diese Folge
-In- einem gewissen Punkte q der Einheitskugel C,-summierbar ist,
u. zw. mit der Summe s, so ist

1 nfo 0| -6.0-94@s @0

Diese Grenzwertgleichimg gilt gleichmdssig in &, wenn — $,<§<E,
ist, &>0. /
Der entsprechende Satz- tiber die. vzweidime‘nsionalen Mittel-

werte 0 [q, —,'El—; S, (q’)] iautet wie folgt: /
C”) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in C gilt
(13) wt[q, ﬁ S, (Q’)] — . @) —9) (Zj‘ég))ﬁ‘ (n - o).

Hier: bedeutet ], (x) die erste Besselsche Funktion.

~ Auch diese Grenzwertglela‘lung gllt gleichmdssig in &§ wenn
—E=E<§ ist, §>0.

yow

x 7

Wihlt man also fiir & eine Nullstelle von j0

konvergieren m [q, & ; 5, ( )] bzw. M [q, —; S, (q’)] fiir 7> oo ge-
gen s. Wir sehen dass die ausgezeichnete Rolle der Funktionen

cos x und X im Raume die Funktionen Jo(x) und =— J (x) iiber-
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nehmen. Sie haben bekanntlich unendlich viele, u. zw. lauter reelle
Nullstellen. i

Die Theoreme B, C’, C” konnen freilich dhnlich umgeformt
werden wie oben (3”), indem man eine beliebige Folge von reellen
Zahlen @, @, @,,...,,, ... mit der Eigenschaft (6) wahlt und
die Mittelwerte m[q, @,; s,(q")] und MM [q, @,; s.(¢")] betrachtet.

In § 1 schicke ich gewisse Eigenschaften der Lecexoreschen
Polynome -und der Lapiaceschen Reihe voraus, welche spiter be-
notigt werden. § 2 enthdlt den Beweis des Theorems C’, § 3 den
analogen Beweis des Theorems C”.

§ 1.

Hilfssitze,

1. In der vorliegenden Arbeit spielt der folgende Satz eine
Rolle:

I. Es sei P,(x) das n-te LEGenpresdie Polynom Dann gtlt fiir -
beliebige reelle Werte von &, u. zw. gleichmdssig fiir —§,<£<&,, ~o>0

(14) P, (cos i) —wo (8 + W‘;‘) LA A (" +0 ( )

wobei w,(x), w; (x) und w,(x) wohlbestinmte ganze transzendente
Funktionen sind, von denen w,(x) und w,(x) an der Stelle x=0
von der zweiten bzw. vierten Ordnung verschwinden.®) Es ist iibrigens

(15) ‘ Wy (x) = _Jo (x).
Man beweist dies besonders einfach auf Grund der Laprace-
schen Integraldarstellung der LEGENDRESChen Polynome :

P,, (x) =——j (x + Vxt—1cost)" dt.

Es ist danach

T

€ 3 n
P, (cos —“—) =Lf(cos i-{-isin"—cos l) dt.
n 7[ n. n

Nun gilt gleichmissig in & und { (—§=<¢<&, 0<t<n)

-8) Die ,Gleichmissigkeit* des O-Gliedes bedeutet, dass es mit n3
multipliziert dem absolulen Betrage nach kleiner bleibt als eine nur von &,
abhdngende Konstante. In dhnlichem Sinne ist im folgenden die Gleich~
missigkeit von O-Gliedern in irgend welchen Variablen gedacht. ’
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, E .. & ' ifcost & iBcost
cos—n——{-tsm—n—cost——l—l- PR > B8 +O( J

p

| [itcost & i§3cost, Ecostt  ifcost
—exp n

s0 dass

+

n 2n2  6n 2n? 2n®
i&Bcosdt 1
‘"‘?ﬁf"*o(zﬂ]
o Yo - Esin?f | P costsin®t 1
= exp gzgcost— 57 -+ 32 +O(F)
__ igcost *Ezsinzt i&8costsin®t | Eisinit (L)(
=€ )1 2n + 3nt - 8n? 0 n

ist, woraus die Behauptung folgt. Man hat iibrigens

Wo(x) = Lﬂje‘“”s'dtz_]0 (x).
A S

.- X2 X2 »
W) =— 5 — | erestsinttdt=— - (Ji (x) + Jo (X)) =
d 0 N . . .

=S =—"5 /(%

Eine leichte Rechnuﬁg: liefert weiter

1 - ix®costsin®t . x*sin'f N
—_— iz COS* =
| wo(x) p Je ( 3 4+ 3 ) dt

. X - x?2
= ]_2.10(»"_)—'2—4]0 (x).

Man sieht ohne weiteres, dass w,(x) fiir x=0 von der
zweiten Ordnung verschwindet; ausserdem bestitigt man ohne
Schwierigkeit, dass x=0 eine vierfache Nullstelle fiir w,(x) ist.

2. Es wird:ferner Gebrauch gemacht von'dem Satz.

Il. Die LapLacesche Reihe einer auf der Einheitskugel gege-
benen iiberall stefigen Funktion f(9, @) ist in jedem Punkte der
Einheitskugel C,-summierbar mit der Summe f (%, ).
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Diese Eigenschaft der LapLaceschen Reihe ist zum ersten Mal
von T. H. GronwaLL bewiesen worden. Einfachere Beweise stam-
men von F. LukAcs und L. Fejir. Bezfiglich der Literatur vgl. die
Arbeit von L. Fejr, Uber die Summabilitit der Lapraceschen
Reihe durch arithmetische Mittel, Mathematische Zeitschrift, Bd. 24
(1925), S. 267—284, vgl. die Fussnoten !) und 2).

§2

Beweis des Theorems C’.

. 1. Wegen der oben erwidhnten Invarianz des Mittelwertes
ma,n; s,(q")] gegen Drehungen der Einheitskugel kann ange-
nommen werden, dass der Punkt q. um den wir den Mlttelwert
bilden, mit dem Nordpol p iibereinstimmt.

Es sei

~VW—YWW—
=a,P,(cos 9)+ E (@Y cos wo -+ 6%sin ug) P (cos %)

eine beliebige Kugelﬂachenfunktion' »-ter Ordnung (die P}’ (cos9)
bedeuten, wie tiblich, die zugeordneten Funktionen). Der um den
‘Nordpol 'p gebildete lineare Mittelwert von Y, (q) ist dann glelch
2rn
mlb, 75 Yo ()= | ¥.61,9) dp=a,Pu(eosn)=Y, 0,5) Pu(cos)
.0 - . .

Bezeichnen wir also mit

(16) - atatat.. . ta

diejenige numerische Reihe, in welche unsere Rexhe (DHinyp tiber-
geht, so wird der um p gebildete.lineare Mittelwert von s,(q’)

mip, 7; 5, (0")] = a, Po(cosn)+a, P, (c0§ n+...+a,P,(cosny),

d. h.
m [p .8, (q )] >aP, (cos i) )
=0 n

2. Die Reihe (i16) sei nun C,-summierbar und ihre Summe
s=0. Wir setzen

wt+a+a+...+a,=s,
so dass s, mit dem Wert von s,(q) im Nordpol iibereinstimmt. Es

sei ferner
So+s+s+...+s5=3S,;
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dann ist also : _
(17 o S,=o(n).

Man hat
m [p, i S, (q )] =
= i- Su [ (co —:—} 2P,,71(
H v ={) n n A
+ 8- P,,,Ll(co )—2P )]+S P. (LOS' ;_)
L I n
-2 B € ¢
.S, [ >, (cos ;) 2P,*1 cos l) + P (cos —“—)]
=0 n n
. N c : € : 'k
+S..1 _Pnrl(cos 7) ( 7)] + 5. Py (_COS 7) .

Es. geniigt nun, behahpte ich, folgende Tatsachen.nachzuweisen"

.a) E ]SV | )—}—P.n(cos———)l—o(l)

:[lr

+ P, g(CO —:- I

' et

=

3

M

1

cos —~) — 2P, 1 (co

Elrrr

r=f_)

b)) n P,,,_l(cos -,-{) — P, (.cos 7) =O (n.

In der Tat schliesst man lieraus _
m [p i ;S (o ):l -—-0(1) -I- o (1) +s.P, (COS —) =
:sn/u;)Tsu.o(—n—)+o<l)=s../o 9o,

weil doch wegen (17) ) :
Sa=_8n— Sn-1=0(n)
-3. Zu dem Beweis von «a) und b) benutzen wir in wesentli-
chem Masfe den Satz | Es ist (w=1,2,...,n0—1)

Pv(cos ':)=P (cos' ')=
n v

a8) o
| ':wu(‘v”:)ﬁL [ k)+ w79 9

g

" P2 ot ’

n B
wobei die Zahlen f(v, n, &) dem absoluten Befrage nach sdmtlich
unterhalb einer festen, nur von &, abhdangenden positiven Konstante
bleiben. Dasselbe gilt fiir die im folgenden mit ¢ und £, bezeich-

neten Zahlen.
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Hieraus folgt

§ 3 ' §
P,\cos — 2P, 1 cos — 4+ Pyyalcos 2| =

n n

v v+, v-4-2
— o (re) = () o ()

frd el

n

iy
S

v v 1 v+42. .
+i WQ(TE) ) Wg( n E) + wz( n h) +t1(” 1)
n® (L g)z ' (1/ +1 Er (1' +2 E)Z »3
n n - n
Beachten wir nun, dass ‘w,xx und wg() ganze Funktionen mit

_reellen Koefizienten sind, so liefert der Taviorsche Lehrsatz, dass
die drei Ausdriicke in den geschweiften Klamniern { } dem abso-
luten Betrage nach kleiner bleiben als eine nur von &, abhdngende
positive Konstante, dividiert durch n® Folglich ist

3 £ 3 1 1
P, (cos —;l—) —2P, (COS 7) + P.,+g(cos 7) <A (F'-’——*_ —) ,

1}3
wo A=A (&) nur von & abhingt.
Wir bezeichnen jetzt mit « eine. feste positive ganze Zahl
und wihlen n so gross, dass n—2>m ist. Die in a) auftretende
Summe ist dann kleiner als

<
2 |S.||P, (cos %) 2P,y (Cos —)—I—P,,;,g (cos— I—I—
A n-2 -2 ISvI
n21'§ ISV|+A1§+I 1’3 ) '

Die crste Summe strebt hier fiir n-oco gegen 0, weil doch bei
festem » fiir n—~oo

P, (‘osi);—QP (cos i)—{_P‘ (cOs —g—)»O
v|C n w1 n 142 n

gilt. Die zweite Summe ist kleiner als
n-2

wenn & (w) die obere Grenze von fir »>w Dbezeichnet.
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Die’drigte ist schl_iesslich kleiner als
n-2 -

_ 712
(@) 3 5 <gel).

Nun konverglert aber £(m) fur m-~oco gegen 0, womit a) be-

wiesen ist. '

Um &) zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass aus (18)
£ EY (7 v41 t,(»,n%)
Pv(COS 7) ._Pvfl(cos‘ﬁ‘)—wo(’ﬁ §) —-Wo( n §)+ "

folgt. Fiir v—=n—1 ergibt sich hieraus die Behauptung unmittelbar.
Damit ist das Theorem C’ bewiesen.

§3.

Beweis des Theorems C”.

' Man kann auch in diesem Falle annehmen, dass der Punkt g,
um den der zweidimensionale Mittelwert zu bilden ist, mit dem
Nordpol p iibereinstimmt. Es ist mit den gleichen Bezeichnungen

wie in § 2 2n

: 1 » .
M v, 7; Yo (1)) = moj ioj Y. (9, 9) sm&d.’i: do

. JP,, (cos 3) sin9 d9.
1—cos7 ;

Setzen wir also

(19) J.P (cos9) sm&dS_ JP,, ) dt=Q.(cosr)

cosn
Q. (x) ist ein Polynom »-ten ‘Grades), so handelt es sich um den
Ausdruck

9 - M= v Wy — 1.
N [p, - ;S (0 )] vgoa Q (cps n |
Wir sehen hieraus, dass der Beweis ganz analog zu fiithren

ist wie in §2, mit dem einzigen Unterschied dass die P, (cos —HE—)

uberall durch die Q. (cos i) Zu ersetzen sind. Das einzige, was

wir also nachzuweisen haben, ist eine analoge Grenzwertglelchung;
3*

4
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)=t
fiir Q,.Eco’s‘ 7“) wie (14), d. h.

@) Qs t]=n+2 0 M0 +o(n3),

wo ' w; (x), Wi (x), w; (x) ganze Funktnonen sind, wo es ferner
wesentlich ist, dass wj (x) und W} (x) fiir x==0 mindestens von
der ersten bzw. zweiten Ordnung verschwinden.

Dieser Satz ist aus Satz | leicht herzuleiten, sogar mit dem
Zusatze, dass (20) in § gleichmissig gilt, wenn — & <E<§, ist,
wobei & eine positive Zahl bedeutet.

Der Beweis in § 1, 1 zeigt ndmlich, dass man das O-Glied

in (14) in der Form 320(%) schreiben kann.’) Man hat also

5

Q. (COS —5-) = _- JP (cos9)sin$ d

l—cos——_

—_—-————JP,, (cos S ) sm— d9
n
(l—cos

_ 1 ‘ w, (3) wz(J) 98
—mf (22 (=) o+

: | 1
l " n(l—cos—i—) O(m) )

___ 1 f(wo @)+ (‘9) W (%) ) (9 - ‘973) 49+

£ & n? 6n*
2T 24m2 0
&2 1
+3 & (F)
2 24 n2

n

=(2 _I__)H (\«'})-F."Wx(“"q3w2(3)_2§w°(3))'d.9+0(%). |
y |

1 .
9 Es.folgt sogar, wie man leicht sieht, £ O(F) — Herr L.KALMAR

macht mich aufmerksam, dass die Benutzung dieser Tatsache sich durch eine
geringfiigige Abdnderung des im Texte stehenden Beweises vermeiden lisst.
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Wir haben folglich

o

wi (=" [om@ar =2 [9))as,
0 0 ’
Wy (x) = %j& u;, () d9,
0

w; (x) = ; j(& w, (%) —%WO(:})J a9+ —(;—J S w,(N)d9.
0 0

Wegen Satz I sind nun w; (x), w} (x), W} (x) ganze Funk-
tionen, man sieht ferner leicht, dass w{ (x) und wj (x) an der Stelle

. x=0 von der zweiten bzw. vierten Ordnung verschwinden. lEs'
gilt schliesslich

-

Wo (X)=%J—%[&jl ] d9=2 ./1§X) ,
.0 -

womit der Satz C” bewiesen ist.
.. Konigsberg i. Pr., Mai 1928

(Eingegangen am 1. Juni 1928)



