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Uber die Umkehrung eines Satzes aus
der Variationsrechnung.

Von Jurius ScHAUDER in Wien.

Herr Haar hat fiir zweidimensionale Variationsprobleme einén
dem bekannten pu Bois Revmonpschen Lemma analogen Satz ge-
funden.!) Der Satz des Herrn Haar lautet: :

Satz: In einem einfach zusammenhahgenden Bereiche G
denken wir uns zwei messbare, beschrankte Funktionen u (x, y),
v(x, y) ?) gegeben. Wir behaupten : '

Das Kurvenintegral [udx —vdy genommen entlang einer

beliebigen geschlossenen Kurve C verschwindet immer dann, wenn
fir jede am Rande’ R des Gebietes G verschwindende, einer
Lipscuirzschen Bedingung geniigende Funktion & (x, y) die Beziehung

e aE _ _
’ U[u x5, tv (%)) 5;] dxdy=0 (1)
G ’ -
gilt. :
- Die Forderung des Verschwindens des Kurvenintegrales

kann auch wie folgt ausgesprochen werden: Es gibt eine Hilfs-.
funktion  (x, y), die einer Luscmzschen Bedingung geniigt, so

dass die Gleichungen
o 20)

u(x,)-- v y)=—"35 ' )

1) A, Haag, Ober die Vanauon der Doppelintegrale, Journal fir r. u.
a. Mathematik, 146 (1919) S. 1—18. A. Haawr, Uber das PuaTEausche Prob-
lem, Math. Annalen, 97 (1927), S. 124—158. Vergleiche auch : L. LICHTENSTEIN,
Bemerkungen iiber das Prinzip der virtuellen Verriickungen in der Hydro-
dynamik inkompiessibler Fliissigkeiten, Annales de la- société polonaise de
mathématique, 111 (1924), S. 20—28. '

?) Die Funklionen soilen auch bei der Annaherung an den Rand be-

" schriinkt bleiben.
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bestehen. Der Haarsche Satz sagt also aus, dass aus (1) die Glei-
chungen (2) gefolgert werden konnen. Dariiber hinaus wollen wir
nun zeigen, dass hier auch die Umkehrung gilt, d. i. aus (2) folgt (1).
Diese Umkehrung bleibt auch fiir beschrdnkte méhrfadh zusammen-
hdngende Bereiche richtig, wobei der Rand ganz willkiirlioh angenommen
werden kann und nicht etwa aus rektifizierbaren Kurven bestehen
muss. Der einfache Fall dieser Umkehrung, wenn die Funktionen
u(x,y), v(xy) stetig sind und G durch eine reguldre Kurve be-
randet erscheint, wurde durch Herrn Haar implizite bewiesen.?)

Die so allgemein formulierte Umkehrung ermdglicht mir dann
ohne weitere Hilfsmittel gewisse auf Herrn Haar®) zuriichgehende
Eindeutigkeitssitze®) reguldrer Variationsprobleme in der Richtung
zu verallgemeinern, dass -als- Grundbereich der zu beweisenden
Eindeutigkeit beliebige beschrinkte Gebiete angenommen werden.
koénnen. - ‘

Endlich gelang es mir ein von Herrn Rapo gestelltes Prob-
lem®) zwar nicht zu 16sen, aber doch vorwértszuriicken.

*
* ¥

Satz 1. In einem einfach zusammenhdngenden Bereicie G
denken wir uns zwei messbare, beschrinkte Funktionen u(x, y),
v(x, ) ") gegeben und behaupten :

Das - Kurvenintegral j‘udx¥ vdy, genommen entlang einer

C
ieden geschlossenen Kurve C, verschwindet dann und nur dann,
wenn fiir jede am Rande R des Gebietes G verschwindende, einer
Liescrirzschen Bedingung geniigende Funktion § (x, y) die Beziehung

3) A, Haar, Reguldre Variationsprobleme, diese Acta, I (1927), S.
224—231; vgl. insb. S. 229—230. Diese Umkehrung wurde durch Herrn Hasr
an der erwiihnten Stelle zwar nicht ausdrilcklich ausgesprochen, sie folgt aber
sofort aus dem Beweisgange. Die Methode von Haar ist aber ohne weiteres
nicht fiir allgemeine Bereiche gangbar. -

4) Als weiteres, Hilfsmittel benutzt Herr Haar eine Veraligemeinerung
eines StEINERschen Satzes iiber Minimalfidchen. :

5 L.c 3). .

6) T. Rap6, Bemerkung iiber die Differentialgleichungen zweidimen-
sionaler Variationsprobleme, diese Acta, 11 (1926), S. 147—156; vgl. insb. S. 14€.

7) Diese Funktionen sotlen auch bei Anp&herung an den Rand beschrénkt
bleiben. Die Umkehrung, d. h. die Behauptung, dass aus (2) die Formel (1)
folgt, gilt auch fiir mehrfach zusammenhingende Bereiche. '
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[ o6 9% v 5 & axay=o )

gilt. ‘

y Beweis. Die Forderung des Verschwindens des Kurveninte-
grales kann auch wie foigt ausgesprochen werden: Es gibt eine

»Lieschirzsche“®) Hilfsfunktion o (x, y), so dass die Gleichungen

u(x ) =52, v (%)= ~ 5 @

_bestehen. Unser Satz sagt also idie Aquivalenz von (1) und (2) aus,

Erstens: aus (1) folgt (2). Dies ist der unter !) zitierte .Satz
des Herrn Haar, den wir der Vollstindigkeit halber hier kurz
beweisen -wollen. Da: der Bereich G als einfach zusammenhingend
vorausgesetzt war, so geniigt es, die Gleichungen (2) nur im Kleinen
zu verifizieren. Man kann also G als das Quadrat mit den Eck-
punkten (—1,—1), (=1, 1), (1, 1), (1, —1) annehmen. '

Wir betrachten das im Intervalle (—1,4-1) vollstindige Or-
thogonalsystem der Lecenoreschen Polynome®)

Py=1, Pl(x), oo P(x), ...
und bilden '

po(x) = f (ds. ©)

Es ist bekanntlich p,(— 1)~pn(l)~_0 fiir nzl. Jede der Funk-
tionen &, , A

& n (% 1) =P () Po(¥) (mzl, nzl 4)
verschwindet am Rande des Quadrates uynd ist eine LipscHitzsche
Funktion. Da das Bestelien von (1) vora,usgesefzt war, - so
haben wir

Jj[u(x ) === 95, 4—v(\> y) ]dxa’y:O fiir mzl =1 (B

{r

Das Integral (5) kann durch sukzessnve teilweise Integration wie
folot umgeformt werden

8) Wir nennen eine Funktion *kurz eine Lirscritzsche Funktion, wenn
sie in allen Variablen einer Livscirrrzschen Bedingung geniigt:

%) Man kann auch im Falle ciner Variablen die LEGENDRESChen Poly-
nome zum Beweise des pu Bois RevMonpschen Lennmas beniitzen, wie dies
Herr AUERBACH bemerkte.
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. '}'.Em.u s 0"11 I ) —
O=‘U[u iy +v x }dxd)

4

41 41

=| [ twp.cor. ) +vP, () p. ()] dxdy =

-1

+1 +1 '
=_jp (y)dyJ(lu(s yds)P,()dx— (6)

—1 =1 .,

+1 +V g

[; m(x) dxj(jv (x, s) ds)P., o) ([y e

S
1 4+1

+ .
——[ ﬂfu(s,y)ds-i—fv(x s)ds} 7..(X)'/’,,()’)dxt13’=0
. fiir m=1, n=1.

Denken wir uns' ]etzt im Quadrate G die Funktion

e y)~[u(g,y)ds+]v(x $)ds | )

nach dem vollstindigen Ortlloconalsystem{P,n(x) P,‘(y)}entwmkelt_
(m=0, n=0), so verschwinden wegen (6) alle Koofizienten ¢, ,
dieser Entwicklung fiir m=1, n=1. D. h.

XY ~f)+v©) .
Wegen der Vollstiandigkeit folgt daraus .
e Y)=fx)+v() (8)
bis auf eine Nullmenge. Ich setze nun o o
© (X, »=| ue nds—w @) o).
woraus man sofort auf - . : :
do =1 ) - ‘ 10
x (X, Y, : (10)
fast iiberall schhesst Wenter ergibt sxch wegen (7) und (8)
o(x,y)=f(x)— ' v(x,s)ds v (1 .
und dies zieht die Gleichung ' . :
lw .
Ty_——v(x » ('2)'

nach sich. Da die Funktionen u (x, y), v (x, ) als beschrinkt voraus-
gesetzt waren, so muss bekannterweise  (x, y) stetig sein und
sogar einer Lipscirzschen Bedingung genuoen Somit ist der
Haarsche Satz bewiesen.
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Es gibt mehrere Wege, die zur Verifikation des zweiten Teiles
unserer Behauptung, fiir den Fall eines durch eine einfache ge-
schlossene reguldre ' Jordankurve berandeten Bereiches G fiihren
konnten. Nun wollen wir aber die verlangte Umkehrung fiir ganz
allgemeine einfach oder auch mehrfach zusammenhingende
Gebiete beweisen und da bendtige ich einen Satz, der in meiner
eben in den Fundamenta Mathematicae (Bd. XII) erscheinenden Arbeit
»Uber stetige Abbildungen“ zu finden ist; diesen Satz mdchte
ich zunichst angeben. ’

Vermoge der Lipschirzschen Funktionen

“’=9’(er): E:w(x,y), : (l3)
(9, v Liescarrzsche Funkiionen)
werde das'in der (x, y)-Ebene gelegene Quadrat Q auf eine Menge
in der (w,£)-Ebene abgebildet. Das Zéichen fiir diese Abbildung
sei der Buchstabe ; somit bezeichnet ¢ (A) das Bild der Menge A.
Insbesondere geht der Rand R des Quadrates in eine- Bildkurve
@ (R) tiber. Fiir einen beliebigen nicht auf @ (R) liegenden Punkt
P(w,&) mit den Koordinaten w,& kann seine Ordnung n(w,§) in
bezug auf @ (R) definiert werden n(w,&) ist eine summable
Funktion. Es gilt dann:

Jj (z?((q;g d’CdJ’:jjn (,9) ‘dw dg, (14)

wobei das rechtsstehende Integral iiber die ganzé (v, E) Ebene zu
erstrecken ist. Dies ist der eben erwidhnte Satz.

- - Ich will jetzt zeigen, dass Formel (14) auf beliebige be-
schrankte Bereiche G %) verallgemeinert werden kann.!') Wir

10) Herr Young hat in seinen Arbeiten eine andere Formel aufgestellt
{siehe z. B. W. H. Young, On a new set of conditions for a formula for an
area, Proc. London Math. Soc. 21 (1922), S. 75—94). Seine Formel lautet:

(. v)
dxdy= | wdf=| &dow; 14
B Rl L

D(R) B(R)
Die rechten Selten ‘von (14) und (14’) stimmen also iiberein; in ganz ein-
fachen Fillen hat dies schon Herr Young bemerkt. Jm Falle eines durch eine
geschlossene, doppelpunktiose Kurve berandeten Bereiches kénnte man — zum
Beweise der Umkehrung — mit der Forme! von Youxc auskommen.

11) In meiner oben erwihnten Arbeit wurde nur der Fall des_Quadrates
betrachtet. Nach den nun folgenden Ausfiihrungen kann man die dort behan-
delten Substitutionsformeln neuer Verinderlichen auch fiir allgemeine Bereiche
entwickeln. '
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betrachten also den Fall eines beliebigen Gebietes G und setzen
(13) im ganzen, abgeschlossenen G voraus. Man stelle jetzt G als
Summe einer Folge von Quadraten {Q,} dar, die sich nirgends in
endlicher Entfernung vom Rande R des Gebietes G hiufen, und
es bedeute r, den Rand von Q,. Weiter machen wir die ein-
schrinkende Annahme, dass der Rand R in eine Nullmenge
@ (R) iibergeht. Ein Punkt P(w,§), der auf keine der Mengen
®(r,), wie auch nicht auf @ (R) zu liegen kommt, besitzt in bezug
auf alle ®(r,) eine wohldefinierte Ordnung n, (v, §). Man setze'®)

n(w, _E):élnm(w,{:-); 7 (14%

die Summe rechis hat fiir fast jeden Punkt P(w, ) einen Sinn,
da fast iiberall bei festem P(w, &) nur endlich viele n,(, £) von
Null verschieden sind. Um dies einzusehen, bilde man die Funktion
N (w, &), die gleich ist der Anzahl der in G liegenden, vermoge
der Abbildung @ zu P(w,§) gehorenden Urbilder. Auf dhnliche
Weise definiere man die Funktionen N, (o,f), indem man nur
diejenigen zu P(w, §) gehdrenden Urbilder zusammenfasst, die in
Q.. liegen. Aus der Definition folgt, dass fast {iberall

N(@,) =23 N, (0,5 . ' (15)
m=1
ist. Es bestehen nun die folgenden Gleichungen und Ungleichungen
|1, (0, = No(@,8), - (16)
(9. ¥) J J ' ' : '
dxdy=|| N(0,§)dw d§"3 17
ﬂﬂ(x,y) y=||N@ydoaem  an

wo das rechtsstehende Integral {iber die ganze' (w, E)-Ebene )
“erstrecken ist. Die Ungleichung (16) folgt aus Satz Il meiner
oben zitierten Arbeit.

Da wir ausdriicklich vorausgesetzt haben dass die Funktio-
nen @,y auch am Rande R Lieschitzsche Funktionen sind, so
existiert in (17) das linksstehende Integral, also auch das rechts-
stehende ; N (w, §) ist summabel. Aus (14*), (15) und (16) folgt nun

[ (0, §|=N(w,§). (18)

12) Eine andere Art der Definition der Funktion n (o, §) als Summe der
oindexe“ der zum-Punkte P(«, §) gehbrenden Urbilder folgt aus meiner oben
zitierten Arbeit (sieche insbesondere Satz llI)

18) St. BaNacH, Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont Vaire
est finie, Fundamenta Mathematicae 7 (1925), pp. 225236, Theorem 1l und Il
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Fiir jedes Q,: gilt nach (14)

3(¢, ¥) —U o

!J a(x’ y) — o dx dy— n, ((l), g.) d(l) -d_. (lg)

woraus wir durch Summation, wegen (14), (14%), (15), (16),-(17),
. a(p,¢) —JJ . .

{J———o (x.7) dxdy==||n(w,§)dod: (20)

erhalten.

Ich mochte gleich hier eine fiir die Anwendungen wichtige
Bemerkung machen. Die Voraussetzung, dass die Funktionen ¢, ¥
auch am Rande der Lipscuirzschen Bedingung geniigen, ldsst sich
durch die folgende weniger: fordernde ersetzen:

1° @, v sind in jedem ganz im Innern gelegenen Teilbereiche
von G Lirscertzsche Funktionen,

20 @, o sind stetig im abgeschlossenen Bereiche G,

‘ as ntegra 0( (53

4° der Rand R geht in eine Nullmenge iiber.

Wir kdnnen jetzt sehr leicht den zweiten Teil unseres Satzes
beweisen. Es soll also gezeigt werden, dass aus- den Gleichungen
(2) die Formel (1) folgt Dabei geniigt es z. B., nach der eben
gemachten Bemerkung, die stetige Funktion @ (X, ) nur in endli-
cher Entfernung vom Rande als eine Lieschitzsche Funktion voraus-

2
zusetzen, aber so, dass Jf[(a_w) —{—(aw) ]dx dy endlich bleibt.
. ax ay
G
Es sei jetzt §(x, y) irgend eine am Rande R verschwindende,
sonst denselben Bedingungen wie (X, y) geniligende Funktion.
Es ist dann wegen (2), nach (20),

(o ++2E e [[-222 iy~ [ 9105, 2

da ndmlich — wegen der tiber w(x,y) und &(x ) gemachten
a(()y ‘.‘)
(%))

dx dy existiert,

dxdy existiert und

'Voraussetzungen — das lntegraljﬂ

da ¢ (R) eine Nullmenge ist.') :
Nun wollen wir zeigen, dass tiberall mit Ausnahme von @ (R)
n (o, &) =0 gilt. Denn zwei Punkte P, (w,, &), P, (wz, &), die durch

“) @ (R) ist eine auf der w-Axe liegende Strecke.



Umkehrung eines Satzes der Variationsrechnung. 45

einen M (R) ficht schneidenden Linienzug verbunden werden kon-
" nen; besitzen in bezug auf ®(R) dieselbe ,verallgemeinerie®
Ordnung: n(w,, &)=n(w,,&). Dies sieht man sofort ein (und es
ist auch bekannt), wenn ®(R) ein System von Kurven ist. Um
sich dieser Eigenschaft auch im aligemeinen Falle zu vergewissern,.
brauchen wir uns nur der Tatsache zu erinnern, dass der Bereich
G als Summe einer Folge von Quadraten {'Q,,,} dargestelit wurde,.
die sich in endlicher Entfernung von R unirgends hdufen. Fassen -
wir also diejenigeh Quadrate zusammen, die vom Rande eine

Entfernung >—’l_— haben, so bilden sie ein Gebiet G,, dessen Rand

R,, welcher aus einer endlichen Anzahl von Kurven  besteht,
gleichmissig gegen R konvergiert. Der Linienzug, welcher die
zwei festgewdhiten Punkte Py, P, verbindet, wird also fiir geniigend
grosses r auch R, nicht schneiden, also ist die Ordnung von P;
und P, in bezug auf R, dieselbe, woraus durch Grenziibergang
n(w, §)=n(w,, &) folgt. Nun ist in unserem Falle ®(R) — als
Menge betrachtet — eine Strecke. Jeder nicht auf @ (R) liegende -
Punkt lasst sich mit dem unendlichfernen Punkte durch einen
Halbstrahl verbinden, ohne dabei & (R) zu passieren. Der un-
endlich ferne Punkt hat aber offensichtlich die Ordnung Null. Das
Integral in (21) ist also Null, w. z. b. w.

Ich gebe jetzt einige Anwendungen dieser Umkenrung.-

Satz II. Vorgegeben eine mit ihren 2weiten Ableitungen stetige
Funktion f(x,y, p, g). Das Funktionensystem z (x, ), o (x, y) geniige
den Differentialgleichungen

' 8z 8z dw
fp(x ) Ay —_):_——

0x 6y. ay 22)
f (x .0z EE)~ s o
\*Voxey) T ax

im Gebiete G. Befrachten wir dann eine Schar von Lirscritzschen
Funktionen z.(x, y), die von einem Parameter ¢ abhangen am Rande
R mit z(x, y) iibereinstimmen und ist weiter

02:(x, y)  02(x, ) 4 0z, 9z
ax dx ay 8y
so verschwindet die Ableitung I'(0) der Funktion

1(e)= ij (x, ¥, %, az‘) dx dy. (24)

1

=M. ¢, a>2,

(23)
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Beweis. Es iét
, 0z, 09z 0z 0z .
0z 02\(0z. 02\ -
_ﬂ[f’( % ox 7}7)( ax _ﬁ)'*_

0z 02) (02
ax’ ayj\ay oy

6 € 0 0 & a 8 6
+jf-ﬁp(x .V:Pe; qE)(azx 0i) + qu(‘x J’;Pe, qe) (ai—ﬁ)(ﬁ_g)—*_

02,
+f;,, (x, y:pe: ‘Ie)( 0}') dxdy,

+fq(x, 7 %21 axay+ B

WO p_e(x)y)x Qe M
% liegen. Nun verschwindet das erste Integral rechts in (25) in-
folge des Satzes I. Das zweite Integral ist < konst. M 2=, Daraus
folgt ‘ :
1O =IO o gonst. Meza-1, : (26) .
woraus sich, wegen 2a >‘l, I'(0) =0 ergibt.

Bemerkung. Wir nehmen jetzt an, dass f von x, y nicht
abhingt, also die Form f(p, q) besitzt. Gelegentlich seiner Unter-
suchungen iiber die Differentialgleichungen zweidimensionaler
Variationsprobleme hat Herr Raono folgende Gleichungssysteme

L (0 ¢° —-———,f(p° °)—p'°f;(p° 0)—""‘" 10

“’z

8
0 g° 0 0) — 0 0) — .20
f@% 4¢)—af.(0° ¢°)= ,qfq(p =% 2 @
zu den Haarschen Glelchungen ‘
S q 30

0x ay

hinzugefiigt,’®) wo mit p®(x, ¥), ¢°(x, y) die Ableitungen der Ldsung
2%(x, y) bezeichnet werden und o, (x,y), w.(x,y), ws(x,y) drei
Hilfsfunktionen bedeuten. Er hat dann die Frage der Abhingigkeit
dieser Systeme aufgeworfen; ist die Funktion 2z(x, y) zweimal

15) T. Rapd : Bemerkungen tiber die Differentialgleichungen zweidimen-
sionaler Variationsprobleme, diese Acta, Bd. II (1926), S. 147—156. '
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differenzierbar, so ist die Antwort evident (vgl. 1. c. 1), insb.
S. 149) Ich werde nun zeigen: '

Falls die ersten Ableitungen —g% 02 einer HoLperschen Be-

oy
dingung mit einem- Exponenten a>% geniigen, so sind die zwei

ersten Systeme vom dritfen abhdngig. -

Herr Rapo wird ndmlich zu den Systemen 1° und 29 geftihrt,
indem er gewisse Variationsflachen z.(Xx, y) betrachtet.’®) Die Be-
dingung [I'(0)=0 ist dann mit dem Bestehen der Gleichungs-
systeme 19, 2° gleichbedeutend. Nun kann man- sich leicht tiber-
zeugen, dass in diesem Falle ‘die Variationsflachen z. (x, y) den
-im Satze Il formulierten Bedingungen geniigen. Also ist /'(0)=0
und daraus folgt 1°-und 2° '

Auch gewisse Eindeutigkeitssitze reguldrer Variationsprobleme
konnen verallgemeinert werden.'”) Nach. dem Vorbilde der Theorie
der Potentialfunktionen kann man fragen, ob die Losung fiir beliebige
beschriinkte Gebiete eindeutig bestimmt ist. Dabei muss man iiber
das Verhaiten der partiellen Ableitungen der Losung z(x, y) in der
Nihe des Randes gewisse Voraussetzungen machen. Es gilt der

Satz lll. Wenn die stetigen Funktionen z (x,y), w(x,y)

19 den Gleichungen (22) geniigen,

20 fpn>0’ fm' 'fw - ;fv >0 ist,

_ 3% 2(x,y), w(x,y) in endlicher Entfernung vom Rande Lipschitz-
sche Funktionen sind und

I s

dxdy <oo

ist, so gibt es keine zweite, am Rande R mit z (x, y) iibereinstim-
mende, Funktion 2, die denselben Bedingungen 1°, 2° 3° ger_ziigt.
Beweis. Man setze hier und im folgenden zur Abkiirzung
2 9z 9z -9z -
| T P il
und es bedeute weiter p bzw. g eine Zahl zwischen p, p bezw. g, 7.
Fiir jede von z(x,y) verschiedene Funktion z(x,y) gilt:

16) Ich verweise, was die Details anbetrifft, auf die unter 19) zitierte Arbeit.
17) Siehe A. Haar: Uber regu'dre Variationsprobleme, diese Acta Bd.
1 (1927), S. 224 -234. '
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| tﬂ’f(x TORNOY q)]dx dy—

(28)
Mf ¥ p,'q) (P— PP+ 2f, (%3, 2. 9) (P —P) (q~q) +
[4 . .
+ra (DO @—gpjdxdy.
Das zweite Infegral rechts ist positiv, da das Problem laut 2°
reguldr ist. Des erste Integral rechts verschwindet aber wegen des
Satzes I. Also gilt

ﬂ[ (, e g;)]dxdy> j | [ (o0, 2. 2| axay ) 29 |

Wire auch 2(x,y) cine Losung, so miisste auch die zu (29)
umgekehrte Ungleichung gelten, was unmoglich ist.

Es wdre sicher sehr interessant, wenn man sich von der
Bedingung 3° dieses Satzes befreien und die Eindeutigkeit der anr
"Rande nur stetigen Losungen zeigen konnte. Fiir Bereiche, die
. durch doppelpunktiose, rektifizierbare Kurven J berandet werden,
kann man den folgenden weniger reichenden Satz aussprechen:

Satz III'. Zwei stetige Losungen z und 2, die am Rande
iibereinstimmen, sind identisch, wenn ihre Differenz einschliesslich
des Randes einer Liescui-zbedingung geniigt.'?)

Beweis. Es sei {/,}eine Schaar im Innern unseres Berei-
ches gelegener Kurven, die gegen J gleichméssig konvergicren. Sei

x=x,(0), y=y.(1)

o x=x®), y=y ¥ (Oé’g?’ - 69
die Darstellung von J, bzw. von J. Man setze noch zur Abkiirzung
2—z=%;

o), YD) = w.(t); S0, () =51 @1
Den Beweis wollen wir indirekt filhren. Wir nehmen also die
Existenz zweier verschiedener,-am Rande iibereinstimmender Lo-

1 Dleser Beweis ist so gefiihrt worden, als ob ”f (r ¥ d—z dz)
ax’ Ay
exnst:erte Exislieren aber die Integrale (29) nicht, so muss man nur einen
dhnlichen Grenziibergang machen, wie beim nachfolgenden Satze IIV.
19) Wir miissen auch annehmen, dass die entsprechenden Funktionen o
stetig sind. . :
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sungen 2,z an, deren Differenz £ (x, y) eine Lipscurtzsche Funktion
ist. Es gibt dann einen ganz im Innern gelegenen Bereich T, wo
auch die Ableitungen verschieden sind. Sei G, das Innere von J,.
Dann gilt

ﬂ [f(p, O—1(p,9) dx dy=

=l O G= )+ 1,0, ) G— )] dxdy-+ o
+ H .0 (2.0 (2 —p)2 +2/n (2, 9) (P —p) @—9)+

+£(p,9) @0y dx dy.

Nun ist fiir geniigend grosse m>N der Bereich T in G, ent-
halten, woraus -

ﬂ oD —re, q)]dx dy=

(33)
éﬂf,,(p,q)(p —P)+5p9) (g — q)]dxdy+a
folgt, wenn wir
=[[ltn0.D 0—Pr+ 2. 0D G—P G+
’ (34)

+£,(p,9) @—q)|dxdy
setzen. Wir beweisen jetzt - -

it [[[7,(2, )@ — P)+£, (0, ) @ — )] dxdy=0. (35)

tip

In der Tat, es ist wegen (22), (31),
00,9
JJ 100 G=p+1,0.0 @=laxay H dxdy. @6)

Gy

Auf dieses Integral wenden wir die in Anmerkung 10) zitierte For-
mel von Younc an und erhalten wegen (30), (31)

U 38)3 dxdy —j"’ds—qu(f)d&.—f o,®E @ d.  (37)

Nun war die Differenz ; als ex_ne Lipscurrzsche Funktion voraus-
gesetzt, d. h. '
&) |=M (n=1,2,...,0=t<]1). (38)

4
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Weiter ist wegen der Stetigkeit der Funktion §
EM~51)) (39)
woraus flir beliebige -f, <t, :
y
lim f- (M dt=lim (§,(t,) —E.(t)) =E(t)—3(t) =0 (40)
t

folgt. (38) und (40) sagen aus, dass die Funktionen &, (#) schwach
gegen Null konvergieren woraus wir auf

tim Iw,,(l) & () dt=1lim [w(t)s,,(t)dt—‘ (a1

schhessen lndem wir also in (33) zur Grenze fibergehen, bekom-
men wir

im [[ /5,9~ f(p. Qlaxdy=o>0. (@)
Es ist alsq fiir gentigend grosses n | :
ﬂ f(p,9)dxdy > J f f(p,q)dxdy. . @

G
Da auch z eine Losung ist, so miisste die auch umgekehrte Un-
gleichung bestehen, was unmdghch ist.

Wien,. am 19. Februar 1928.

(Eingegangen am 22. Februar 1928)

W EO=px@® yO; «()=2[x{), y ().



