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Uber die Abschiitzung der Koeffizientensumme
Dirichletscher Reihen.

Von LAszrLé KALMAR in Szeged.

Einleitung.

Manche Fragestellungen der analytischen Zahlentheorie fiihren
zur Aufgabe, die Koeffizientensumme?).

A(X)=Da,

ﬂ<$

einer in der Halbebene o> konvergenten DirictLerschen Renhe2)

(1) a(s)= E

A n==1
”

- mit von unten beschrinkten Koeff1;1enten3) unter Anwendung ge-
wisser Eigenschaften der Funktion a(s) moglichst scharf abzu-
schiizen. Das viellejcht beriihmteste Problem dieser Art ist die.
Abschatzung der Differenz

@ () — f o

wo 7 (x), wie tiblich, die Anzahl der die positivé Zahl x nicht
ibersteigenden Primzahlen bezeichnet. Dieses Problem wurde von

1) Eine Summationsvorschrift dieser Art ist in dem Sinne zu verstehen,
dass der Summationsindex alle positiven oder nichtnegativen ganze Zahlen
durchliuft, welche die angegebene Bedingung erfiillen, je nach der Bezeich-
nung n oder m.

%) s bezeichnet eine komplexe Veranderhche, o und ¢ ihre reelle bzw.
imagindre Komponente, also s=o¢ - {i.

3) Vgl. Fussnote ).



156 L. Kalmar

Herrn pE La VaLLée Poussiv geldst,?) und zwar mit dem Ergebnis®)

x

© =

Er zeigte, dass die Riemannsche Zetafunktion; die bekanntlich fiir 6> 1
durch die DiwicHrersche Reihe

(=3 &

n=

-+ O (xea¥ios=),

du
log

definiert wird, im Gebiete

C :
) ozl— log Max (c;, [£])
(wo sie, wie in der ganzen Ebene {iberhaupt, mit Ausnahme des
Pols erster Ordnung s=1, reguldr bleibt,) nicht verschwindet, und
gleichzeitig, dass aus dieser Eigenschaft, unter Anwendung weiterer
tiefen Eigenschaften der Zetafunktion und der Hapamarbschen
Theorie der ganzen Funktionen, die Abschitzung (3) folgt. Erst
Herr Lanpau zeigte,®) dass aus diesem pe La VaiLee Poussmschen
Satze '

(5) L(s)+0 flir 6=1—

Ca

o log Max (cs, | ])

die Abschdtzung (3) auch ohne diesen tiefen Hilfsmittel, allein
durch Anwendung einiger elementaren .Abschitzungen der Zeta-
funktion und durch Heranziehung des €aucuyschen Integralsatzes
hergeleitet werden kann. Ich gebe nun eine Methode an (Satz 1),
die bei derartigen Ubergingen von den analytischen Eigenschaften
der erzeugenden Funktion a(s) zur Abschidtzung der Koeffizienten-
summe A (x), also auch von (5) zu (3), auch die Ersparung des

) CH. DE LA Varite Poussiy, Sur la fonction £(s) de RIEMANN et le

nombre des nombres premiers inférieurs A une limite donnée, Mémoires
_couronnés et autres mémoires publiés par I'Académie Royale des Sciences, des
Lettres et des Beaux-Arts de Belgique; 59 (1899—1900). No. 1., p. 1—74.

5) Es bezeichnen in der Folge -¢;, €5, ..., cso positive Zahlen, welche
nur von den in der Klammer angegebenen- Parametern abhingen; diejenige
ohne Klammer also absolute Konstanten.

" 8) E. Lanpau, Neue Beitriige zur analytischen Zahlentheorie, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, 27 (1909), S. 46—58., oder Handbuch der
Lehre von der Verteilung der Primzahlen (Leipzig und Berlin 1909), Kap. XVIif ;
S. 324—333. Vgl noch E. Laxpau, Beitrige zur analytischen Zahlentheorie,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 26 (1908), S. 169—302., ins-
besondere S. 236—244.
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‘Caucnyschen Lehrsatzes ermoglicht und daher einen vollig elemen-
taren Charakter hat.
Wire die Riemannsche Vermutung
5(6) 40 fiir 0>
oder .auch nur ’
-(6) . L(s)+0 fiir 0> 1—e _
mit einem &>0 bewiesen, wire also. die erzeugende Funktion

des Primzahlproblems (namhch logl(s) — f(L (s+u)—l)a’u oder

%gj {(s)) iiber die Gerade o=1 hinaus in einen ganzen'
Stréifen 1 —e< ag-l analytisch fortsetzbar, so wiirde”) mit wesent--
lic_her Ausntitzung der Tatsache, dass dann diese erzeugende Funk-
tion fiir 6> 1—¢ von endlichen Grdssenordnung d. h.- O(|t}*)
ist, die Abschétzung -

71 (x) = J]ogu + O (x%),

mit einem $ <1 folgen. Da man aber (6) zurzeit mit keinem >0
beweisen kann, so muss man sich mit Abschétzungen von der Form
n(x) =3 -+ O0FK) .
begnugen 'wo, wie auch im Fal1e der Abschitzung (3), mit keinem
<1 F(x)=0(x% gilt. Man bedicnt sich zur Erreichung einer
solchen Abschitzung einer Eigenschaft der Zetafunktion von ge-
ringerer Tragweite als (6) mit einem noch so kleinen £>0, SO~
zusagen einer ,Interpolation“ zwischen .der Konvergenz der erzeu-
genden Diricaierschen Reihe fir 6> 1 einerseits und (6) anderer-
seits; z. B. der Eigenschaft (5), d. h. der Fortsetzbarkeit der
beziiglichen erzeugenden Funktion in das Gebiet (4). Nt.n ist es
aber leicht zu zeigen, dass eine. Abschitzung wie etwa

A(x) = O (xe V™)
gar nicht- notwendig die analytische Fortsetzbarkeit der erzeugenden
Funktion a(s) jenseits der Geraden o=1 nach sich zieht"(vgl.
- ~ 1) E. Lanpavu, Neue Beitrige usw. a. a. O. 9), S 53—58., oder Hand-

buch usw. a. a. O. %), Kap, XXI; S. 378—388. 'Vgl. ncch H. vox KocH, Sur
la distribution des nombres premiers, Acta Mathematica, 24 (1901), p. 159—182,

log
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Satz I1.). Mit der elementaren Charakter meiner Methode hidngt es
nun zusammen, dass sie auch im Falle einer nichtfortsetzbaren
erzeugenden Funktion®) - anwendbar ist; dieselbe liefert sogar in
einem sehr allgemeinen Falle eine bis auf den Wert einer gewissen
Konstante notwendige und hinreichende Bedingung fiir die giiltig-
keit einer Abschidtzung von gegebenen Form (vgl. Satz IIL). Ich
setze ndmlich die Fortsetzbarkeit der Funkiion a(s) iiber das
Konvergenzgebiet '0>1 der Reihe (1) nicht voraus, sondern ich
wihle eine andere ,Interpolation“ zwischen der Voraussetzung der
blossen Konvergenz der Reihe (1) fiir ¢> 1 und der Voraussetzung
der Analytizitdt und der endlichen Grossenordnung der Funktion
a(s) in der Halbebene o>1—e. Diese lefztere Voraussetzung
ldsst sich-ndmlich auch, wie folgt, formulieren: Es soll der Diffe-

rentialoperator
- d

-d— E(—'l)m”“ dsm

fiir die Funktion a(s) in der Halbebene o> 1 sinnvoll sein,’d. h.
die Reihe ‘

ﬁcqwﬂhwm=é%ww

soll fiir 6> 1 konvergleren und es soll dortselbst der Operator-
'wert die Unglelchung

e *Fa(s)|=c sl
erfiillen. Meme Voraussetzung entsteht nun aus dieser letzteren
d-

dadurch, dass man den Differentialoperator e "% durch einen
»Schwiicheren®, "nidmlich

p(- ) S (0
ersetzt, wo o '
PO=3 pxn

eine fiir jedes x konvergente Potenzreihe ist, welche fiir posmves
x oo langsamer wichst, als jede Potenz von e=.

Durch Anwendung meines Satzes I. kann man, wie ich in
10. zeigen werde, eine Abschitzung von (2) von der Form

§) Dass nichtforiseizbare erzeugende Funktionen zur Herleitung asymptc-

tischer Formeln verwendet werden konnen, ‘zeigen die schonen Arbeiten von
Harpy und LiTTLEWOOD iiber additive Zahlentheorie.
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FQ (9= f +0 (e 1)

{mit a= 14)9) elementarer als bisher bewelsen Zum Bewelse von
(3) hat Herr pevra Vairge Poussiy, wie erwihnt, tiefe Hilfsmittel
dér Theorie der ganzen Funktionen herangezogen ; aber auch der.
Beweis des Primzahlsatzes selbst :

(8): | ' ()~ J-Ioou - :

-gmg bei ihm lo) und- glexchzemg bei Herrn HADAMARD“) nicht viel
billiger. Erst ‘Herr Lanoau war imstande,'?) den Primzahlsatz und
sogar auch eine Restabschitzung von der Form (7) (mit etwas,
"aber gewiss nicht bis zu 2 verkleinerbarem @<= 13) unter alleiniger
Beniitzung’ klassischer funktionentheoretischen Methoden und eini-
ger naheliegenden Eigenschaften der Zetafunktion zu beweisen.

Spiter bewies er's) durch.ebenfalls elementar-funtktionentheoretische.
Methoden auch (3), und sogar'*) auch die noch scharfere Lirr-
. 1tEwoopsche!®) Abschatzung

logu

3) Uber die Verkemerung des Wurzelexponenten . giit hier genau das-

selbe, wie fiir die zu erwihnende Lanpausche Methode; siche E. LAaNDAv,
" Handbuch usw. a. a. O..6). § 65.; S. 242—258,

1) CH. DE LA VALLEE Poussm, Recherches analytiques tur la théorie
des nombres premiers, premiére partie, Annales de la Soaété scientifique de -
Bruxelles, 20, 2° Partie (1896), p. 183—256. -

' i1) J. HADAMARD, Sur la distribution des zéros de la fonction ;(s) et
ses conséquences arithmétiques, Bulletin de la Société malhémattqae de France,
24 (1896), p. .199—220,

12) E. Lanpavu, Neuer Beweis. des Primzahlsatzes und Beweis des
Primidealsatzes, Matematische Annalen, 56 (1903), S. 645—670., oder Handbuch
usw. a. a. O. 6), Kap. XI und XII; S, 151—197.

18) Es kommt, geméss den- oben gesagten, auf einem elementar-funk-
tionentheorktischen Beweis von (5) hinaus: E. Laxpau, Uber die Wurzeln der
Zetafunktion, Mathematische Zeitschriff, 20 (1924), S. 98 ~104., 'insbesondere
§ 4., oder Vorlesungen -iiber Zahlentheorie (Leipzig 1927), Bd. 2, §. 9-27,,
wo eine. Verallgememerung von (3) (fiir die Primzahlen einer anthmehcchen
Progression) ‘mit denselben Methoden bewiesen ist.

14) E. Lanpau, Uber die &-Funktion und die L-Funktion, Mathemahsdte
Zeitschrift, 20 (1924), S. 105—125,, oder (allgemeiner) Vorlesungen usw. a, a 0.18),
Bd. 2.. S. 31—47. -

15) J. E. LirrLEwoop, Researches in the Theory of the RIEMANN ¢-Func-
tion, Proceedings of' the London Mathematical Society, 1. 20 (1922), Records
of proceedmgs at meetings p. XXII—XXVIII, insbesondere p. XXV, wo die
wesentlichste analytische Hlllsmlttel dieser Abschitzung ohne Bewels aus-
gesprochen ist.
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T

2

Ausserdem hat Herr- Lanoau den Beweis des Primzahlsatzes (8)
in solchem Maasse vereinfacht,’®) dass man selbst ohne Arwen-
dung des Caucnvschen Integralsatzes und sogar ohné den Begriff
einer analytischen Funktion auskommnit. Was aber die Restabschit-
zung betrifft, gelangt man auf seinem Wege gewiss nicht zu (7),
dessen funktionentheoriefreien- Beweis ich in 10. kurz skizzieren
werde.

I. Ein Satz iiber Dirichletschen Reihen.
1. Es sei dauernd
P(x)= E_jop,,. x"

eine nicht identisch verschwindende, fiir jedes x konvergente Po-
tenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten; welche fiir positiv-reelles
x-+oo'") mit jedem positiven & die Bedingung-

© Px)=0(e)
~erfdllt.
Hilfssatz 1. Ist
af)= 3 >
n=1 N

eine far 6> 1 absolut konvergente DiricaLersche Reihe, so ist der
Differentialoperator
. d . @ o dm
P(—‘Eg)-— > (- Pugen

m==0

in der Halbebene 6> 1 fiir die Funktion a(s) sinnvoll, d. h. die Reihe

. d o ,
— — —_ 1) (m)
Pl~L)aw=3 1rpame
ist fiir 6> 1 konvergent,; ferner wird der Operatorwert, d. h. die

16) E. Lanpau, Uber die Bedeutung einigen neuen Grenzwertsitze der
Herren Haxoy und AXer, Prace Matematyczno-Fizycznych, 21 (1910), S. 97—1717.,
insbesondere Satz XVIIl; und Sobre los niimeros primos en'progresién arit-
mética, Revista Matemdtica Hispano-Americana, 4 (1923), 56 S.

‘17) Die Abschitzungen und asymptotische Formeln sind im Folgenden,
wenn nicht anders angegeben wird, fiir positiv-reelles x -~ oo zu,verstehen.
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Summe -der obigen Reihe fiir o> 1 durch die DiriciLersche Reihe

P(»—E)a(s)= i a, P(log n)

. n=1 n®
dargestellt.
Beweis. Die Doppelreihe
2 a,p, log™n
(10) | 2 __p_g_
m=0n=1 - n®
ist fir 6> 1 absolut'konvergent da
a lo n| & & |a,|p,log”
2 2 Pm a,p. log™ n B NN |a.|p - g'n
m=0n=1 m=0n=1 [fl

in der Anordnung :

E ’anl 2 p,,.log"'n= ilaan(logn)

n=| n° m=0 =1 - n°
wegen
|a |P(lou'n) la,| " Dogn ~{ la,]
n t=] =O =O n
n° ( ne ) (n'/’ (‘H"l))'

konvergiert. Also ist die Summe der Doppelreihe (10). jeder der
beiden konvergenten Reihen '

& a,log™ n '

S 3 E (=P a® (3,

2 b a,P(logn
323 g 2&

gleich, . '
Hilfssatz I. Die DlRlCHLETSChB Rethe
b,
b(s):,.= P

sei in der Halbebene o> 1 absolut'®) konvergent und erfii]le dort-
" selbst eine Ungleichung

(11 b@)|=alsf (x>0
Dann ist fur ganzes K>« :
E b,log¥ —-O(x)

Beweis. Bekannthch”) gilt fiir jedes >0

‘ 13) Die absolute Konvergenz ist zwar gar nicht nolwendig, es genligt
aber fiir meine Zwecke, allein diesen Fall zu betrachten.
19) Vgl. z. B. E. LANDAU, Handbuch usw. a. a. O. ), S. 268.
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1+5+c0d

’ ‘x - K!
(12) ngzb Iog =t f <o b(s)ds,
' 1+9-00i
daher ist wegen (11)
, c7x1+7]
”gzb log™ - |. T |1+x—xdt§

akK! .., j
= 2 x i |l+tl|l+K u’

hieraus folgt durch 17-»0

: +o '
c,K! J ‘dt ‘
2 X ) It E="

n=<gz.-

Hilfssatz Ill. Es ist

P(x+1)=0(P(x),
P’ (x) =0 (P (x)).

Beweis. Wegen (9) ist spezlell
P(x)= E Do X™ < CyeYs®

A - .
fir x>0, also umsomehr
gz

PoSta . (m=0,1,2,..).

Setzt man hier x=:3m, so folgt

\.pméég(;ﬁ) - (m>0).
Daher ist fiir x=1
Pat)=-3 pux+lt 3 palx+is

| m ] e x+l m
SN (R N
1 x+l ) m
é,(l-i-?) Ep,,,x"'-i-,z CS(T) =
; m=0 m=0
gc,,P(x)—}—Cloé Cu'P(x); _
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und | - . .
P'(x)= 2 mp,x™-t 4+ 2 mp, xm-1<

=Spa T+ S csm(e x) <

m<z m>z 3 m
= E-pmx"”-l— S csm(i)s

m=0 . m=0 3 3
=P(x)+c=ci; P(x).

Hilfssatz IV. Fiir u=0, v=0 und ganzes k=2 ist
Os(utvii—ur—ku*-lv=c, (k) v:(u+v)*-3
O<k(u+ vk 1v—(u+v)'-—i—u"SCI,(k)vz(u—l-v)" 2,

Beweis. Es ist

(u+v)"—’u".—k‘i1""v=v2h22( _*’fz)uk 2-ryr,
und . , ’ , ~
T (AR

k-2

=t E (r+l)( +2)u' 2iry,

Hilfssatz V. Es sei k>0 ganz, Q(x) und- R(x) positive;
nichtabnehmende Funktionen von x, .weldze

13 CR@W=0(QW)

und ‘

(14 T QEx)=0(Q(M), R(2x)=0(R(x)) '
genz'igen ; ferner '

- by, by, ..., b, ...

‘ eine FoIge reeller Zahlen, , . _
(15) b,=—Q(n) firn=1,2,...
and '

(16) b b, logk‘% — O (xR(x))..
Dann ist B
E b, logk- ‘——— O(x¥ Q(X)R(x))

Beweis. Es sei 1= 2(x) eine spdter zu bestimmende po-
’ 11*
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sitive Funktion, welche fiir x-oco gegen Null strebt. Dann ist
wegen (16) und (14)

S - 109t EEAE 0 (x4 20 Rx 4 1) — O (¢ REY)),

n=eo+idz

> #,log* —.2.———O((xelx)R(x—lx))=O(xR(x));

‘nE=w-Az

d'aher gilt fiir x>c,., 0 <Z§—l—_un_d

2
(17) El b, log M—E b, log* —sc, xR(x),
. n=z4+dzx n=<zx
(18) E b, logk 22X ——E b, log® —<cme(r)

'Ferner ist im Falle k=2 nach Hilfssatz lV. fir lgrzgx

x+x

O<logh ——— Iog ———klog(l—}-l)log" ‘——s

=a. (k) log? (1 —l—-l)Alogk-?H;l_“
und fiir 1§n§x—,lx ('x.>1019)

x-—Aix
=
n

O<klog ]—E-l logk-1 \—z—'— togk —;:— +4-log*

éCm(k)’ng—l-—_‘_—;‘ lOg" F— .

— E b, (log —jﬁ—-—.log"%fklog(l-{—l)'l'og"""—x—)g

ﬂ x

scu()iogt(1+2) 3 Qlogs-2 XTAX -

<1 (k) Q(x) log? (1 +4) 2; Jogh-2 iﬂ;A
nS.rtlx
_ | B k,-li__ kiil- \kx—-lJC)
,.<L2ub"(klo 4log n . log n +log n =

! g X
éc"’ (k) log2 l—/l nég_-l:r Q(n) log"—z_’T é

1 X
logk-2 —
_"2"12-_—_-4 e n

< (k) Q(9) log?




Abschiitzung der Koeffizientensumme Dirichletscher Reihen. - 165

Hier ist

@®

> logk? -:—s_jlog’“z_% du= x.f VE-2e-vdy,
v s 0

n=a
" also auch

> log"-z———x:& =(x+ lx)J vE-le-tdy,

n=a+liz

Daher gilt ftir k=2, aber auch fiir k=1, da dann auf der linken
Seite Null-steht,

(19) Eb,,log x+ x+2b log" +klog(l+2.)§‘_,b logh- ‘

; gc.s(k)xQ(x) log?(! +z> scga(k)zxcz(x) log (1+4),

k- l
l——z"<§1 b log +

— klog
(20) + S Blogi=——. 3 b,logr I “

nZzx-Az n<z Az
. : 1
<'cy (k) xQ(x) log? - l—l - < ¢ (k) Ax Q(x)log—]—_—l
Endlich ist fiir x> ¢y .
' A
~— 3 blog XX 2 Qo X1 4X <

(2]) r<n=r4+dz ) <n =ztic
= AxQ(x+ Ax)logk (l —{-,l)sc%(k) AxQ(x) Iog(l—|—7),
und, da fiir x—1x<nsx

klogk- '—log] log —>log" l—log 'x—log"%go

ist,

— . k-1 X
> b,,(klog o logy

z-ArnEx

] X

= > Q(n)(klog"' ‘—log -log* —)
f{:—lm(nﬁrr - 1—

v . : x I
=kixQ(x)log*-! -

1—2°

log

Ax

—k_log——l— > b,,log“—-—!—E b,,logkig
(22) 1_1n'—l.r<u<r —Ar<n=x n

1
= kaxQ(x) log" ‘—_7§024(k)7~xQ(x) logy—
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Aus (17), (19), (21) bzw. aus (I8), (20), (22) folgt durch -

Addition fiir x > ¢y
klog (1 +74) 3 b, log"“‘%gcl,xR(x)+c25(k)i.5cQ(x)_log(}+Z)

bzw.
klog ]_ > b,log* l—-—scl,,xl?(x)-|-c‘,;¢,(/'c),2xQ(x) log l

n=x

Also 1st wegen

1 1 1 1
e =0l ol

T—4
(23) S b,10gt 1| St 5 R(X)+Ca (k) AXQ (3.
Wihit man; am gunstlgsten :
e R(x)
[e)¢3)

(wegen (13) wird dann 4-Q erfiillt), so wird

| TR(x)=le(x)=xVQ(x_) R(x),
und es ergibt sich aus (23)

S b, log*- ‘—_= O(x VQ(X)R(X))

nSzx

2 Nun beweise ich den

Satz I. Es sei die DriciLETsche Rezhe mzt von unten beschrank—b

ten Koeffizienten®®)
@24) Ca(y)=

21) Wértlich -ebenso kann man den allgememeren Fall, wo statt dieser
Voraussetzung

®, a,
n=1. n

Oz — Q(n)
gilt, wo Q(x) eine posmve monoton nichtabnehmende Funktion von x mit der
Eigenschaft
Q2)=0(Q()

bedeutet, behandeln ; und zwar mit dem Ergebnis .

A(x)=o~( xQ(x) )
| P(esplogx) Q(x) 27+

statt (26).
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in der Halbebene a>1 konvergent und erfiille dortselbst die
Ungleichung ‘

P(—%)a(s) =1 2 (=)"paa™(9) =tu|sp (x>0),

(25)
- wo
P(x)= g‘o Do X

eine sich nicht auf eine Konstante reduzierende®') Potenzreihe. ist
mit nichtnegativen Koeffizienten, welche fiir jedes x konvergtert und
fiir reelles x—~-oo mit jedem positiven &
P(x) =0 (e**)

erfiillt.

Dann gill fiir die Koeffizientensumme der Rezhe (24) mtt f jedes
<1 die Abschatzurtg : ,

: x

25). A= o O({P(cso log X) }2“"“’)“

‘Vorbemerkung. Der Operatorwert '

. d e -
. —— — — m (m)
Pl d)e@=3 —opame ;-
existiert fiir 6> 1 nach dem Hilfssatze I. und es ist ‘

e P(-Eem= 3 wPlen,

n8
da die Reihe (24) wegen
o : L, = —Cy, .
a, — |(an+csl) | |a + €5 |+|031| 4, 2¢y
ns ne ne l‘l“ na

- in der Halbebene o>1 absolut konvergent ist.
Beweis. Nach dem Hxlfssatze 1., mit b,=a, P (log n), folgt
aus (25) und (27)

S a,P(logn) log=+" % =0,
also, K==[x-1] gesetzt,

21) Es wire leicht den Beweis so zu formulieren, dass auch der Fall,
wo P(x) eine von Null verschiedene Konstante (etwa 1), ist, nicht ausge-
schiossen bleibt : Hilfssatz V. gilt ndmlich (mit den alten Beweis, aber A =1/2)
auch fiir Q (x)=¢y, R(x)=1.

!
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(28) 3’2 a,P(logn) logk_"._ =0 (x| P(log -'x‘)”}"‘z"‘x
mit k= K lst (28) m1t lrgendemem ganzen k=1 ‘(aber k< K)
schon bewiesen, so wenden  wir den . Hllfssatz V. mit diesem £,

Q(x)=cy P(log%), R(x)=1{ P(logx) }'" 2" an. Dies" ist moglich,
’ da b,=a,P(logn)=—c, P(logn), ferner wegen P(x) oo
R(x)=0(Q(x))
und endlich nach dem’ Hilfssatze III..
P(log 2x) sP(logx—l— l) = O (P(logx)),

QE2x)=0(Q (x)), R(2x)-—O(R(x))
ist. Es ergibt sich-
S a,P(logn)log-1 2 —0(x { P(log) |' '),

d. h, (28) mit k—1° statt k. Also ist”(28) auch fiir k=0 giiltig, '
d. h. es ist

Sx)= E a, P (logn)y = O(x{P(logx)‘l 2y,

also

Eine partlelle Summation ergibt'nun

19=3a S S(n)—-S(n—l)_

n=<z 2=n=x (log fl)

1 ).

_a‘(l—P(logZ))+z<§<x ()( Pogn) - P(Iog(n-{—l)))+
LS
L Ploglx+1])

@) —o —* )+
@) '({P(loox)}z*K)+
+o E ] {P(logn)}‘ a (P(i;gn)' . )

y P(log (n+1))
Hier ist B
\ 1 |
25,,%% n{Pogn) '™ (P(lo«n) P(log(ﬂ—H)))

1-2- b 1
{P(csol()gx)} 2<"2<x%(P(]ogn) P(Iog(n—f—l)))
x  P(ogx) | —0( X J
{P(culogx) P x!- P(log2) {P(elogx) 7" -

A
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\
und

N 1 1-2-K 1 1
m-m,},éx" LPlogn) | (P (logn) _ Plog (n ¥ 1)))

n+1

=x 3 {paogm:.'-”‘fr"'— |Plogtdu

v n<r . P(logu) 12 dll

®

1 - 2% x
= —1{ P du=
i J {P(IOgu)}Hz Kd { (ogu)g = %P(.caolng)}Z_

. also folgt (26). aus (29).

II. Umkehrbarkeitsbetrachtungen.

3. Der Satz I liefert eine Methode, die Koeffizientensumme
déer DirickLerschen Reihe  (24) als O(F(x)) abzuschitzen, wo
F(x)=o0(x), aber beikeinem 3 <1 F(x)= 0O (x%) ist; und zwar
untér Beniitzung ausschliesslich. solcher Eigenschaften der Funktion
a(s), welche sich auf das Berehnien derselben in dem Konver-
genzbereich o> 1 der Reihe (24) beziehen, aber nicht etwa analy-
tische Fortsetzbarkeit von a (s) jenseits der Geraden ¢ — 1 fordern.
Bevor ich die Notwendigkeit der Voraussetzungen des Satzes I.
(wenigstens in einem wichtigen Speziellfalle und in einem gewissen
Sinne) untersuche, zeige ich, dass fiir eine Abschatzung dieser Art
sicher keine Fortsetzbarkeitsbedingung notwendig sein kann.

-Satz Il. Es sei F(x) eine fiir x> | definierte positive nichtabneh- -
mende Funktion von x, welche der Relation F (x)= O(x), aber mit
keinem % < 1 einer Relation F (x)='0(x®) geniigt. .Dann gibt es
eine in der Halbebene o>\ konvergente DiricHLeTsche Reihe

< da,
(30) a(s)= 2 T
mit von unten beschrdnkten (sogar nichtnegativen) Koeffizienten, fiir
deren Koeffizientensumme die Abschdtzung ‘

A(x)= Ea =O0(Fx)

n_.x

gilt, obwohl a(s) in keinem Punkte, des Geraden o—l reguldr ist.
Beweis. Es sei die Folge

Il; 12,‘. . .,'Iv, o
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positiver ganzer Zahlen so gewihlt, dass
L=, »
Flle)2F(L)+FL)+...+F(l) firv=12,...
und ’
) A Iv+1>'pl

gelte. Das ist wegen F(x)+oo mdglich. Die DlRlCHLETSChe Relhei
F(l,
a9= S H-5 50

konvergiert sicher in keinem Punkte der Halbebene o>1, da dort.
nicht einmal das allgemeiné Glied derselben gegen Null strebt,
Es ist fir ly<x<lup '

0sSa=3 F(tv).s'2F<ty)szf(x>,

~also

;L—Fw

Wegen F (x)— O(x) ist also dle Relhe (3) ﬂir 6> 1 konvergen £
Da fiir »->oo. '
1v+l
_ L
gilt, so existiert dxe Funktion a(s) ‘nach dem Liickensatze des
Herrn WennBERG 22) nicht ausserhalb der Konvergenzhalbebene der
Reihe (30). .

4. Nun werde ich die Umkehrbarkent des Satzes I. unter-
suchen. Ich lege gar kein Gewicht auf moglichst allgemeine For-
mulierung, daher beschrinke ich mich auf déen Spezielifall, dass'-
es ftir die Funktion P(x) eine. Auschatzung o

eDE {P@ ' =0(P(enx))
gilt. Demgemiss betrachte ich eine DiricHLeTsche Reihe .
‘ , > a,
2 : —
<3~) o a(s) "2

‘22) S, WEI\NBEBG Zur Theorie der DIRICHLETSdleII Reihen (Uppsala 1920); .
S. 1-7. Verallgemeinerungen wurden gegeben von F. CARLSON und E. LANDAU,
Neuer Beweis und Verallgemeinerungen des Fasrvschen Lilckensatzes, Nadi-
richten von der Kéniglichen Geselischaft der Wissenschafien zu -Gottingen,
Mathematisch-physikalische - Klasse, 1921, S. 184—188,, sowie von O. Szisz,
Uber .Singularitdten von Potenzreihen und DiricHrETschen Reihen am- Rande
des.Konvergenzbereiches, Mathematische Annalen, 85 (1922), S. 99110,
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mit von unten beschrinkten Koeffizienten, fiir deren Koeffizienten-
summe die Abschitzung
' x
3 40=3 00 (caalogx))
gilt (was im unseren Falle eine Konsequenz einer Abschitzung
von der Form (26) ist). Dann ist die Reihe (32) fir 6>1 kon-
vergent, und zwar (vgl. die Vorbemerkung des Satzes 1.) absolut
konvergent.
Es sei ¢, eine spéter zu bestlmmende posmve Konstante

Nach dem Hilfssatze 1. ist fiir 6> 1

.P( Co 75 )a(s)—

L

Y a,P(culogn)

n3
| o =3 U —aa—ry Peloen)
(34) = 121 A ( )(P (Cs;llog ") | P (faz:zo_;g_ (l’;s‘f‘ 1) )’

Hier ist

o ’ : . n+l

© Plculogn)  P(cylog (n+l)) J sP(ca,,logu)—-c,,.P’(cs.logu) du,
' n (n+1y ustt

also, da nach dem Hilfssatze IIlI. fiir u=2
P’ (culog u) < ¢33 P(cu log u)

gitt, .
P(eulogn) _ P(eulog(n-+ 1))‘<
(35) n (n+1y =
-BI - 34 ] ’
Z(Is| + Cucts) P lc;,%f?—*—])) <cwls| P .Iofz(-nf »

fiir n>2, aber, mit geeignetem c,, offenbar auch ftir n=1. Wird.
also die Konstante cs. so gewihlt, dass die Reihe

E A(n) P(culog(n—i-l))

n=l

konvergiere, so ist fiir a>l wegen (34) und (35)
d © S
P(—ca‘%)a(s) <cxls| ziéggp(c“log(n+l))=cs7l$|.

Eine solche Wahl von ¢ ist aber, wenn P(x) wieder keine
‘Konstante ist, mbglich. Denn es ist nach (33) und (31)

(36)
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s ol LEEELY) -
! (C.u log n)
=0 (71— P(cs log n)) ' .
=C)(L {P(culogn)}“):_
n | P(ca log n)} P (cs3log n)

——O( 1 P(cszc“logn))
~ T \nlog®n  P(cslogn)

. |
also im Falle c34—- * gleich O(-,-I—I—aé—n)

Da nach dem Satze L. auch umgekehrt aus (36) fur ;edes ‘
Cis < G5 die Abschatzung

A= e )

ol | -olgiay]

folgt, so gilt der- .
Satz Ill. Es sei

™ logx

alya2)~' ,a,,,---
eine von unten beschrdnkte ‘Folge reeller Zahlen, jerner
P(x)—_ }J pmxm

eine fiir jedes x _konvergentamdztkonstante,
_ P(x)=0(e*")
A fiir jedes .€>0 und
| HPWF=0(P ()
erflillende Potenzreihe mit mdztnegattven Koeffizienten.

. Dann ist es,” damit -fiir irgendeine positive Konstante ¢, die
Abschdtzung

| . A(x)= O(P (cxl0g x))
gelle, notwendtg und hmrezdzend dass die- DiricneTsche Rethe
ay=3 2

n=1 fls
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in der Halbebene o> 1 konvergiere und dortselbst mit geetgneten
posmven Konstanten c,, und ¢y .die Ungleichung

| d
P( Co 75 )a(S) S (—l)"'%"pm a® (s) <C.IISI

m=0
erfiille. ,
Es gibt also nach dem Satze II. auch jenseits der Geraden
o=1 nicht fortsetzbare DiricHLetsche Reihen, welche eine solche .
Ungleichung erfiillen, d. h. diese Ungleichung -verlangt weniger,
als Fortsetzbarkeit der Funktion a (s) tiber die Gerade 6 =1 hinaus;
was man {ibrigens auch direkt zeigen kann. ’ '

lll. Anwendungen.

5. Es ‘'sei dauernd, wie bisher '
a,
| JORE
eine’ fiir o> 1 konvergente - DiricuLersche Reihe mit von unten
-beschridnkten Koeffizienten, ferner- »
A= Xa,
die Koeffizientensumme derselben, ) - ,
Aus dem Satze I. folgt im Speziellfalle .
P(x)=x"
Satz IV. Ist in der Halbebene >\
Ja(9)|Sculsk  (m>0, x>0),
'so gilt die Abschitzung '
,Am=okfi—ﬁ.

log2™*1lm x

- Corollar. Ist in der Halbebene o> 1 fiir jedes m>0 mit
demselben x>0
|a®™(s) | <cs(m)|sl,
so gilt
37) A(x) O( ) ﬂll‘ Jedes vZ0.

Der Satz III. ist zwar in dlesem Falle nicht anwendbar, aber
man kann doch, wie in 4.,/zeigen, dass dieses.Corollar eine nicht
nur hinreichende, sondern auch notwendige Bedingung fiir (37) liefert.
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6. Als einen anderen Speziellfall betrachte ich
P(x)=Eq(cux)  (2>1),
wo E,(x) die Mitrac-LerrLersche Funktion
. . o

(38) _ E. (X) = mgo m
bedeutet. Es gilt®3)

(39) Ea()~oe',
also - }

P~ —eV " —0(er)
filr jedes € >0; ferner '
{Pxt ~—~e c“’°=0(P(4‘."x)),

also folgt aus dem Satze I. und III. folgender
Satz V. Geniigt die Finktion a(s) in der Halbebene c>1
der Ungleichung

E. (— Cu d—)a(s) =

(40) o

1) ma(m)(S) <leS| (x >0),

so ist fiir jedes ci <_2‘[’+‘1VE:

41) " A(x) = O (xecuVoe=),
Die Giiltigkeit der Ungleichung (40) mit gewissen .cu, ¢, (und mit
" x=1) ist notwendig und hinreichend dafiir, dass die Abschditzung
(41) mit einem ¢, giiltig sei. '

7. Es sei die Funktion a(s) in das Geblet

@)  o>1— o (B>0, co>1)

fog? Max (6, TE1)

8) G. MiTTAG-LEFFLER, Sur- la représentation analytique d’une branche
‘uniforme d’une fonction monogéne; cinquiéme note, Acfa Mathematica, 29
(1905), p. 101—181., insbesondere p. 143, Formel (74). Kiirzlich hat Herr
Lipea einen neuen’ Beweis fiir die asymptotische Entwicklung der Funktion
Ee (x) durch eine allgemeine Methode des Herrn HaAr verdfientiicht: ST. LtPKa,
Ober asymptotlsche Entwicklungen der MITTAG -LEFFLERSChen Funktion Ea (x),
diese Acta,'3 (1927), S. 211-223,
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analytisch fortsetzbar und geniige dort einer Ungleichung
(43) [a(s)| < cologeo Max (cg, [1]).
Dann gilt fiir >1 nach der Caucuyschen Abschitzungsformel

wm

(44) latm (5)] < S ogeton Max (g, [£]) (m=0,1,2,..).

. Es ist, m0=|—2§+1]. gesetzt, fijr_ m=2m,,

lill’(ﬁ(m—mo)-&-I)<_m!1’(ﬂm+’/2) <
r'@+nym+1) =I'(E+)m+1)=
'mm+“2€-m(ﬁm_1/2)5111 -Bm+ls

< G ((ﬁ-i- 1) myEFOm+ih g-@Eem =
<c Ve mm B (Bm)pm |
£C511 ((B+1) )(,8*1)m+'/‘z— 2 () 1
wo der Kiirze halber ,
_ g
A RNV

gesetzt wurde; daher ist wegen (44) fiir 6> 1

| »E.e+1( Cos 7y )a(s)

2m-1

Csy'

2 ”’"rm‘n—m“ )=

Csy Cyo M

2 TEFIRTD o

mo+m’ + y
s o [Ogﬂw ﬁ(mu+"' )Max(C.s, ' t l)
E Cy9 Cso ﬂ 1 ﬂ”l, l
+m—-n10 0T ( )( ) . ( 1) .

< s (B) logs® Max (css, | £]) +
+ Cso (B) loge (f’)Max (Cuss | t|) Eq (

IA

log”»+5"’ Max (¢, | t)+

Cos y log# Max (cm, | tl)) <

. l[ca
< (B)log=® Max (ce, [t e ™

- <o (B, %) {Max (e, [ DY S a (B, s i“

» log Max (c;s) Ith

==

Csz g? . .
enn nur >— —_—— 1st. Ich wihle nun
w Cny Cy7 (ﬂ‘i‘ )R+1
] g+1
Css < Ci7’ (‘3+ )

g |
damit # <1 gewdhlt werden kann,; der Satz V. liefert dann die
Abschitzung '
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' Bl
. A(x) — O(xe— Cea Vlogz)
B+l
fiir jedes c.o<'e Jcs. Also gilt der
Satz VI.%) Ist die Funktion a(s) fiir

. Co7 - *
~TogfMax(ca, 1) F0 ce>1)

reguldr und erfiillt sie dort eine Ungleichung
la(s)| < cwlog»Max (c, |2]),

o> 1

B+l
I 47
So ist fiir jedes ¢z < ﬂ—'z- —cﬂ—p- |
. B+t
(45) A(x) =10 (xeta Vlogz),

8. Analog ergibt sich im Speziellfalle

P(x)— 2(; c%," logBIogg:;ln'2 log(m+2)

der folgende ,
Satz VII. Geniigt die Funktion a(s) in der Halbebene o >t
der Unglezdmng
¢ log3log4...log(m+2
(0<z<l),
oder aber ist dieselbe im Gebiete
log log Max (cs;, |#])
log Max (Cas, |1])
reguldr und erfiillt sie dortselbst eine- Ungleichung
@n a(s)| < ce loges Max (cu; |£]),
so ist fiir jedes 'co<|2cs bzw. €< |/scCu

| A(X) —0 (xe-ce,, Viogzlog logz )
-Man soll, um diesen Satz zu beweisen,-die sich durch ganz
grobe Abschitzung (Maximalglied statt Summe der Potenzreihe)
sich ergebende Ungleichung

P(x) > ;o (¢) e/ @+I=1022
(ftir jedes >0 und x> 1)

- ¥) Vgl. E. LaNpav, Handbuch usw. a. a. O. ©), § 242.; S. 877—879.
(1. Band.)

-

a™ (s)| <culsl*

UZ]—C“ (Ces>e)
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~und, ‘beim Nachweise, dass aus der Regularitatsforderungen und
aus der Ungleichung (47) die Ungleichung (46) folgt die ebenfalls
leicht bewexsbare Abschétzung

o

S log3.log4 . log (m+2)

xm <c x2e” S
= - m! ’
g 7 ' v+ 1
:fﬁr.w;-l ganz (,,_l_g) Sx< log('v+3)

anwenden. _ o
.9, Satz VI und VII. haben unmittelbare Anwendungen™ auf
die Primzahltheorie. Wie zuerst Herr pe La VALLzE Poussin,?3) spiter
- aber viel emfacher Herr LANDAU26) bewiesen hat, ist die Funktion
: S _A(m)— (C’ (). )
4 — —
49 ro9=3 = e T
wo A(n) die zahlentheoretische Funktion
A(n)=logp fiir n=p* p Primzahl, k> 1,
A(n) =0 sonst¥)
bezelchnet in einem Gebiet
: Cn ' -
o>1= logMax(c,s,|t|) =1
reguldr und geniigt dortselbst einer Ungleichung"
(49) | /()| < cxloges Max (css, |t|)

Daher folgt aus dem Satze VI. die von Herrn pe LA VaLLEE Poussm :
durch Anwendung tiefer Eigenschaften der Zetafunktion, spater
von Herrn Lanpau ohne diese Hilfsmittel, aber mit Hilfe des
Caucuyschen Integralsatzes hergeleitete Abschitzung

wR)=3 A(n)—x+ O (xéVioe=)

fiir ;edes e < Ven, und daher der anzahlsatz in der schérferen
Fassung '

7 (x)= fn TRAA V_)

ebenfalls fiir jedes c,e<l/c72

%) A. a. 0.9).

%) A. a. 0. B),

27) Also fiirn=1und fiir jedes n>> 1, welches durch zwei verschnedene
Primzahlen teilbar ist. .

. ' : 12
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Aus dem tieferen Harov-LirTEwoopschen Satze,?) nach wel-
chem f(s) sogar in einem Gebiet
log log Max (cis,1t|) -
o2 1—en log Max (¢, |f]) -
regular ist und einer Ungleichung von der Form (49) genﬁgt folgt
ebenso nach dem Satze VII. die Lirr.ewoopsche, zurzeit schirfeste
Abschitzung der anzahlmenge

(C,s > e)

n(x) J' logu + O (xe—cnylogz log log z )

Tdir jedes cp < Jzcn.

10. Der Umstand, dass Satz I. eine elementare Methode fiir
den Ubergang von den Eigenschaften der Funktion a(s) zur Ab-
schdtzung der Koeffizientensumme A (x) liefert, ermoglicht einen .
den Begriff der analytischen Funktion vermeidenden, also in einem
gewissen Sinne elementaren Beweis der weniger scharfen Rest-
abschatzung?®?)

.(50) ' n(x)= f

Der obige Beweis des Satzes VI. in der Formulierung, dass
aus den Ungleichungen (44) die Abschitzung (45) folgt, ldsst sich
" ndmlich leicht in einen in diesem Sinne elementaren Beweis um-
formen. Denn der Begriff der Differentiation nach einer komplexen
Variabeln tritt in den Vorangehenden nur scheinbar auf: ist

14__
+0 (xef Viesy

logu

@

a,
(S)— n=1 ns X °
eine fir ¢>1 konvergente DiricuLersche Reiche, so kann man
fir m=1,2,... die Funktion a™(s) ganz formal durch die
bekannthch ebenfalls fir 6> 1 konvergente Diricniersche Reihe
(5]) - a("')(s)= E (—'1) Z, lOngl
n=1

erkldren. Die Formel (12) kann man zur Vermeidung der komplexen
Integration natiirlich auch in der Form '
4+

"i—i(_'.l xl+i+ti
g blog" o= | e 0+ tidt

) A. 0. 0.1); siehe auch E. Lanpau, a. 2. Q. 1),
) Vgl. Fussnote Y).
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schreiben; dieselbe ist im hier in Betracht kommenden Falle x<1,
K =1 bei Lanpau, Sobre los usw., a. a. O. %), Teorema 71 ele-
mentar bewiesen. Die asymptotische Formel (39) folgt fiir den
Fall, dass « ganz ist, mit welchem man im Beweise von (49) aus-
kommt, unmittelbar aus der Identitit

1 ‘ [ 02 ) -1,
Eo(x)=— (e +e +0 4. 4e).

e=c#).
Ferner, und. das ist die Hauptsache, man kann elementar
beweisen, das die Funktion (48) fiir 6> 1 die Ungleichungen
(52) 1 f™(s)| <c ' m!loge+hMax (3, |f]) (m=0,1,2,..)

erfiillt ; daraus folgt dann nach dem Satze V., ebenso, wie in 7.,
die Abschidtzung

13
Wi(x)=x+0(xe™ Viog= )
woraus sich (50) durch partielle Summahon und ganz grobe Ab-

. schétzung ergibt.
Diesen elemen’taren Beweis der Unglelchungen werde ich
. hier kurz skizzieren. Man bedient sich zu diesem Zwecke der fiir

" 6> 1 sich durch die Anwendung der ersten Stufe der Euterschen

Summenformel ergebenden - Darstellung

. Slogrn . m! & ldgkw 1
— 1\ () — .
( l/_ g (S) El ns + w31 20 kl (S 1)m-k+l +

(53)

+J us“ (mlog'"‘u —slog™ u) du

v (w>0, ganz).
Dieselbe liefert mit o =1 fiir m=0, 1, 2,... und®) |s—1|<2

(54) - - )m') (s) — ((;‘ l)l ):Zl' ‘ <cwm),
also - o
(35) |m 5D (5) + (s — 1) £ (5) | Loy m !
und

- (56) [s—1)E(5)! = e

%) Natiirlich ist stillschwéigend immer auch o >>1 vorausgesefzt.
’ 12*
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ferner folgt aus (53) mit w=—Max(@3, [|#|]) fir®") |[s—1]>1/e

(57) |Eom (s)| < e+t m ! log™+! Max (3, |£]),
_und, ebenso, wie bei Lanpau, Sobre los usw., a. a. O. 1), Teorema 77.,
- . Gy
(58) [£(s)|= fog™ Max (3, [])

wobei man die Tatsache ausniitzt, (vgl: Teorema 65.), dass fiir
1<, <0, '
g'(02+fo—g(al+ﬁ)=Jg'(a+ti)do
ist (gliedweise Integration der gleichmﬁssig Konvergéﬁten DirichLeT-
schen Reihe von (' (s)). '
Ferner beweist man die Identitat

L) o(s)+8(s) =0,

wobei

pe)= 320 s 4109

1
ist, wie Herr Lanpau in Sobre los usw., a. a. 0. %), Teorema 51.
Daraus folgt, da sich die formalen Differentiationsregeln fiir Summe
und Produkt®?) von DiricuLerschen Reihen dus der Erklarung (51)
uumlttelbar ergeben, die Identitéit

69 OO+ (-k) 7D (10 () F L =0,

31) Es geniigt nimlich allein den Fall 1< o< 2 zu betrachten; filr

o =2 folgt wegen
. o ]ogm n
IRIOTED =
n=1

aus (53) mlt o =1 (57) und noch schirferes. . ,

32) Es handelt sich durchweg um fiir ¢>1 absolut konvergente
DiricHLETSChen Reihen; sind_

=2 pe=3

n=1 n=1

= ¢ @)

~

" solche, so ist es auch ihr Produkt

a(s)b(s)= i

n==1

CL = E an bn-

nn' ==k

Cu
e’
wobei ’

ist.
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die .man durch eine leichte Umformung auch in der Form
. ~
1) m
]((,)(m)(s) - Es )I)m“)(s- 1))+ .

]+§(k)(¢f 96~ CI e -0 @)+

+((m+ 1O (O + (=D () =0
schreiben kann. Aus (55), (56) und (60) folgt durch vollstindige
Indukiion fiir |s—1[< /e : :

(60)

o et

also wegen (34)
(61) L | Segrimb;
aus (57), (38) und (59) ebenso fiir |s—1]>1/2

g ()| Z e+ m!log'2™+D Max (3, £]),
also wegen (57)  _ '

[f0 ()| L e+ m ! log'2tm+V Max (3, | £])

fiir |[s— | |> /2, aber,. wegen (61), be1 oeelgnetem ¢w auch fiir
|s—1 | <V,

m+1 |
SCev m:

(Eingegangen am 19. Mdrz 1929)



