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P. Boutroux, Das Wissenschaftsideal der Mathematiker
-(Wissenschaft und Hypothese XXVIII), deutsch- von H. PorLaczex-
GeriNGER, 253 S., Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1927.

Das in deutscher Ubersetzung vorliegende Werk des bekannten franzo-
sischen Mathematikers wird ohne Zweifel filr die. Fachgenossen in verschie-
“dener Hinsicht "eine fesselnde Lektire sein. In historischer Hinsicht ist es in
vorziiglicher Weise geeignet msbesondere in den Geist der hellenistischen
Mathematik einen Einblick zu gewahren, andererseits wird die Auffassung
des Verfassers fiber Ziel und Methode der modernen Mathematlk vom In-
teresse sein. Freilich ist diese Auffassung recht diskutabel ; ob in der Tatdas.

oZiel ... ein widerstrebendes Objekt zu erfassen. und zu zwingen® ist (S. 190).
Ebenso wird die Sentenz: ,daher wird man nicht danach streben ein schones
Werk zu gestalten® bei manchen Mathematikern Anstoss erregen. Die Ver-
schiedenheit. der Auffassung kann die- Wertschitzung natiirlich nicht beein-
flussen ; es handelt sich ja um ein Werk, das in erster Reihe anregend sein

- will, und dieses Ziel erreicht es in vollem Maasse.
: A. H.

E. Hellinger und O. Toeplitz, Integralgleichungen und
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten (Sonderausgabe
aus der Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften), 282 S.,
Lelpug und Berlin, B. G. Teubner, 1928.

Abgesehen. von mehr oder weniger wxchtlgen Emzelresultaten, die die
Tragweite. der heranreifenden Methoden noch nicht zu iiberblicken gestatteten,
datiert die Theorie - der lntegralglelchungen und verwandter Probleme vom
Anfang dieses Jahrhunderts; nach einem kolossalen Aufschwunge, nach
Umwilzung und , Umwertung mancher klassischen. Teile der Analysis, zum
-Gemeingute geworden, ist sie schon vor mehr als einem Dezennium im Grossen
und Ganzen.zu einem gewissen Abschlusse gelangt; die reinen Mathematiker
haben jhren Platz den angewandten abgetreten. Es hat ldngst die Stunde
geschlagen, um nach -riickwirts. zu blicken, zu vergleichen und zu ordnen.
Wir alle, die diese stiirmische Entwicklung miterlebt haben, warteten mit
Ungeduld auf eine durchgreifende Darstellung und speziell auf das seit langem
angekiindigte Referat, das jetzt nun vorliegt,.

Das. Buch entschidigt uns rejchlich fiir die lange Wartezeit. Die beiden
Verfasser, die selbst jene stlirmische Zeit als titige Forscher mitgemacht und
besonders im Gebiete der quadratischen Formen von unendiich vielen
Veridnderlichen Fundamentales geleistet hatten, ‘haben nun auch die ganze
Literatur gemeinsam .durchgearbeitet, Resultate und Methoden verglichen,
Zusammenhinge entdeckt, Fehlendes nachgeholt. Das Resultat dieser mihsamen
Arbeit gliedern sie, nachdem sie das Bild der historischen Entwicklung in
einem besonderén Kapitel entwerfen, dem -algebraischen Gesichtspunkte
entsprechend, in zwei Kapitel : -Aufidsungstheorie, Eigenwerttheorie. Innerhalb
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der Kapitel ist der Stoff-derart angeordnet, dass'der methodische Zusammenhang

. der beiden grossen, gewbhnlich getrennt béhandelten Theorien, ndmlich der
Integralzleichungen und der Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
der sich keineswegs auf eine durch ein orthogonalés. Funktionensystem ver-
mittelte Korrespondenz beschridnkt, sich auch dem unbewandten Leser
aufdringe. Vielleicht wiirde dieser Zusammenhang noch klarer einléuchten,
wenn die umfassenden Begriffe der Funktionalanalysis, anstatt zuerst um die
Mitte des Buches herum aufzutreten, vorausgeschickt -worden wiren und der
Begriff der Funktionaltransformation etwas allgemeiner formuliert wiirde, so
dass er auch die Substitutionen mit unendlich vielen Verénderlichen und auch
Korrespondenzen zwischen heterogenen Dingen, wie Funktion und ihre
Fourierkoeffizienten, umfasse.

Es ist zu bedauern, dass, wahrscheinlich aus redaktionellen Griinden,
" die methodische Auswirkung auf die Nachbargebiete nur in einigen Zeilen
angedeutet wird ; einer der schonsten Belege dieser Auswirkung, der WeyLsche
Beweis des Fundamentalsatzes iiber fastperiodische Funktionen, scheint schon
nach Toresschiuss gekommen zu sein. Doch sollen diese. subjektiven Bemer-
kungen die ‘Hochschitzung, die ich dem fiir Lernende und Forscher von nun an
unentbehrlichen Werke entgegenbringe, keineswegs beeintrdchtigen.
F. R.

Maurice Lecat, Coup d’oeil sur la Théorie des déter-
minants supérieurs dans son état actuel, avec une préface de
M. A. Buu, 98+ [100] pages, Bruxelles, Maurice Lamertin, 1927.

Les déterminants supérieurs dont 'idée date dé CAYLEY et de SYLVESTER,
sont des sommes algébriques formées des produits des ¢léments de matrices
a plusieurs dimensions d’une maniére analogue comme pour les déterminants
ordinaires. La difficulté principale qu'il faut surmonter c’est la détermination
des signes, pour lesquels il n’existe pas de convention immédiate comme dans
le cas de .deux dimensions, de sorte qu’il faudra envisager a la fois plusieurs
conventions également autorisées, les déterminants qui en ressortent obéissant
a des régles de calcul analogues-a celles qu’on applique aux déterminants
ordinaires.

M. Lecar prépare un traité en trois volumes .embrassant tous les
détails et les nombreuses applications de cette théorie qu’il a enrichié lui
méme; en attendant il en donne un aper¢u sommaire dans le présent livre
qui sera suivi d’'un autre Coup d’oeil sur les applications a 1’Algébre et a la

Géométrie,
: L. Kalmar.

F. Klein, Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie,
fir den Druck neu bearbeitet von W. Rosemann (Grundlehren der
math. Wissenschaften XXVI), XII 4 326 S., Berlin, J. Springer, 1928.

Das Buch, eines der schonsten Schopfungen KrLriNs, ist der Weiter-
bildung der CavLeyschen Untersuchungen gewidmet. Der KrEiNsche projek-
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ivische Aufbau der nichteuklidischen Geometrie ist zweimal-in autographierten

Vorlesungsheften erschienen. Das vorliegende Buch entstand aus diesen teils

durch. Weglassung, teils durch Erginzung zahlreicher Stellen. Der erste Teil

enthilt eine Einfiihrung in die projektive Geometrie, Die Grundbegriffe der

projektiven Geometrie, die Gebilde zweiten Grades, die Kollineationen die

eine Gebilde -zweiten Grades in sich fiberfithren, werden hier recht ausfiihrlich

behandelt. Die engentllchen, zum  Gegenstand gehdrenden Betrachtungen
beginnen mit der Einordnung der euklidischen Metrik in das projektive Sys-

tem. Durch Ubertragung der Begriife Entfernung und Winkel auf das Imaginire’
entstehen die wichtigen Begriffe der fundamentalen Gebilde: die imagin:iren,'
Kreispunkte und der imaginidre Kugelkreis. Der sonst leicht irrefiihrende

Begriff der unendlich fernen Kreispunkte wird in einleuchtender Weise inter-

pretiert. Mit Hilfe der Darstellung des euklidischen Winkels durch ein

Doppelverhiltnis wird es ermdglicht, durch eine Verallgemeinerung dieser

Formeln den mefrischen Begriffen der euklidischen Geometrie entsprechende

Begriffe der mnichteuklidischen Geometrie einzufiihren. Zuerst wird die- ellip-

- tische QGeometrie als eine nichteuklidische Geometrie aus der euklidischen

Geometrie des Raumes abgeleitet. Nach Einfilhrung der allgemeinen projek-

tiven Koordinaten werden die verschiedenen - Massbestimmungen behandelt.

Von diesen Massbestimmungen werden die elliptische, parabolische und

hyperbotische ausgewahlt, da nur diése in der-Aussenwelt anwendbar sind,

Dann- folgt eine eingehende Untersuchung der beiden nichteuklidischen '
Geometrien. Dem Problem der Raumformen wird ein ganzes Kapitel gewid-
- met. Die axiomatische Begriindung der hyperbolischen Geometrie und die’
differentialgeometrischen Gesichtspunkte werden nur in wénigen Seiten be-
handelt. In dem Schlusskapitel wird der Zusammenhang der nichleuklidischen
Geometrie mit anderen Gebieten der Mathematik (Automorphe Funktionen.
Uniformisierung, Relativitdtstheorie) erdrtert.

Den abstrakten logischen Untersuchungen gegeniiber wird in dem Buch
auf die anschauliche Seite der Geometrie ein ganz besonderer Wert gelegt,
denn nach CLEBSCH ,ist die Freude an der .Gestalt in einem héheren Sinne,
die den Geometer ausmacht“. Der stufenweise Aufbau des Stoffes, welcher
nur langsam vom Elementaren zum Hoheren steigt, macht das Buch zu einer-
leichtverstindlichen und genussreichen Lektiire,

St. Lipka.

D. Hilbert und W. 'Ackermann, Grundziige der theore-
tischen Logik (Grundlehren der math. Wissenschaften XXVII),
VIII 4120 S., Berlin, ). Springer, 1928.

Es ist hiufig bemerkt worden, dass in unserer Zeit das Interesse fiir
die theoretische (mathematische) Logik in mathematischen Kreisen eine immer
mehr und mehr zunehmende Tendenz zeigt; besonders fordernd wirkte in
dieser Hinsicht der Einfluss der radikal-intuizionistischen Kritik Brouwer’s
und die demgegeniiberiiegende HruBeERTsche Neubegriindung der Mathematik.

Die intuizionistische Kritik hat in der Forderung der Konstruierbarkeit
aller Objekte, deren Existenz man .behauptet, €in neues Kriterium fiir die
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Wahrheit irgendeiner mathemalischen Aussage angegeben, in Anbetracht dessen
zweifellos das ganze Material der heutigen Mathematik zu priifen ist, analog,
wie nach CaucHy’s Kritik der Reihenlehre die unendliche Reihen auf Kon-
vergenz zu priifen waren. Bekanntlich gibt es gar manche wertvolle Gebiete
der Mathematik, die diese schwere Probe nicht aushalten oder wenigstens
scheint die intuizionistische Begriindung derselben zuniichst aussichtslos.

Vergleicht man aber. die intuizionistische Kritik mit der Kritik der
Reihenlehre, so entspricht der Summabilititstheorie, auf Grund deren ver-
schiedene Behauptungen von LemBNiz, EGLER u. A. iiber divergente Reihen in
einem wohldefinierten Sinne sich dennoch als richtig herausgestellt haben, die
HiLBerTsche Beweistheorie. Diese, in den letzten 7 Jahren von HILBERT ent-
wickelte und von seinen -Schiilern — darunter W. ACKERMANN — weiter-
gefiihrte Theorie hat das Ziel, die klassische Mathematik von der vernich-
teriden Absicht der intuizionistischen Kritik zu retten. Dies geschieht dadurch,
dass man zeigt, dass die ganze Mathematik auch bei Beriicksichtigung der
intuizionistischen Ansichten in einem wohldefinierten — wenn auch von der
Bedeutung, die der Mathematik durch den Intuizionismus beigelegt wird,
abweichenden — Sinne bestehen.bleibt.

- Eine {ibliche, dem axiomatischen Standpunkt entsprechende Auffassung
der Mathematlk ist die, dass eine Behauptung innerhalb einer, durch Axiome
genau umschriebenen Theorie richtig ist, wenn dieselbe eine logische Folge .
der Axiomen ist. Mittels der theoretischen Logik kann diese Auffassung zu
einer exakten — auch inluizionistisch. betrachtet korrekten — Definition eines
bestimmten Begriffes verschd:ft werden, welcher in der Beweistheorie als
‘Wahrheitsbegriff. zugrunde gelegt wird. Dass dieser Begriff von dem ent-
sprechenden intuizionistischen Begriff verschieden ist, ist nicht vom Belang :
die Hauptsache ist, dass derselbe, um die Analogie mit der Summabilitits-
theorie weiterzufiihren, durch die Epsilontik des Intuizionismus (d. h. ohne
Gleichnis ausgedriickt: finif) definiert wurde. Nafiirlich ist es eine grosse
Aufgabe der Beweistheorie, fiir jede einzelne betrachtets ,Summationsmethode*,
_ 4. h. fiir jedes einzelne befrachtete Axiomensystem zu ‘priifen, dass die wich-
tigsten Eigenschaften der ,Konvergenz“, d. h. der Wahrheit, auch bei dem
neuen Begriffe erfiillt sind. Es handelt sich in erster Linie darum, dass von
zwei einander widersprechenden Aussagen nicht beide wahr sein- konnen,
d. h. um die Widerspruchslosigkeit der zugrunde gelegten Axiomensystemen ;
-ohne dieselbe steht nicht einmal fest, dass-nicht etwa eine jede Behauptung

als wahr erkldrt wird.

’ Intuizionistische Forschung und Bewelstheone sind daher ‘nicht Schip-
fungen enigegengesetzter Wellanschauungen: sie erginzen sich vielmehr.
Beweisbarkeit und Nichibeweisbarkeit eines Satzes stellen intuizionistische
‘Wahrheiten dar; und umgekehrt, es wird die Bedeutung ciner Konstruktion

. fiir ein Objekt, fiir welches bisher nur ein formaler Existenzbeweis vorhanden
war, von niemandem abgesprochen. Die Beweistheorie benutzt die intuizionis-
tische Arithmetik, gibt aber dafiir ,Sdtze vom TaAuBER —HarDyschen Typus*
in grosser Anzah!, d. h. Sitze, durch welche in sehr allgemeinen Fillen aus
"der formalen Bewecisbarkeit einer mathematischen Aussage ihire intuizionis-
dische Richtigkeit gefolgert werden kann. Es kann sogar der Fall-sein, dass
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bei einem gewissen Axiomensystem der Wahrheitsbegriff der Beweistheorie
sich mit dem Wahrheitsbegriffe des Intuizionismus deckt. Die Frage, ob das
bei einem gegebenen Axiomensystem der Fall ist, hdngt eng mit der Méglich-
keit eines Entsdheidungsverfahrens zusammen, durch welche man jeden ge-
gebenen Satz in diesem Axiomensystem entweder beweisen, oder widerlegen
kann. HiLBERT hat schon lingst die von vielen angenommene, aber auch von
vielen umschrittene Vermutung aufgestellt, dass es in der .Mathematik kein
Ignorabimus gibt, Auch dieses Problem lisst sich durch die HiLBERTsChe Be-
‘weistheorie exakt formulieren und angreifen.

_Die Darstellung der Ergebnisse der Beweistheorie ist einem besonderen
Werke von HiLBERT und BERNAYS vorbehalten; das vorliegende Buch dient
in erster Linie zur Vorbereitung dieses Werkes. Fragen, die sich auf ein -
spezielles mathematisches Axiomensystem beziehen, werden. daher im vor-
liegenden Buche nicht behandeit, sondern es wird das Gebdude der theore-
tischen Logik in jener Form dargestellt, in welcher es in der Beweistheorie
Anwendung findet. Zwei Kapitel behandeln die Arithmetik der theoretischen -
Logik : den Aussagenkalkiil und seine Umdeutung als Prddikaten- und Kias-
senkalkiil; dann folgt wieder in zwei Kapiteln die ausfiihrliche Entwicklung
des tiefsten Gebietes,. der Funklionentheorie der theoretischen. Logik: des
Funktionenkalkiils in engerer und weiterer Formulierung. Hier wird auf das
héchste Problem der theoretischen Logik, auf das logische Entscheidungs-
problem eingegangen, das die aut spezielle Axibmensys(eme beziehende Ent-
scheidungsprobléme als Spezialfille enthiit.

Das Buch ist tibrigens auch unabhingig vom spiter zu er<chemenden
‘HiLBERT—BERNAYSschen . Werke ein abgerundetes Ganzes; der erweiterte
Funktionenkalkill, welcher, nach Beseitigung der logischen Paradoxien mittels
der Typentheorie, zu einem anderen, WHITEHEAD—RUSSELLSChen Aufbau der
Mathematik fiihrt (welche mit'dem radikal-intuizionistischen Standpunkte diber-
haupt nicht vereinbar ist), wird eben wegen der Vollstindigkeit behandel,
da die Beweistheorie ohne denselben auskommt. Vermdge der klaren Dar-
stellung des Buches wird dasselbe gewiss das beliebteste Lehrbuch der
theoretischen Logik.

Dem HiLBerT—BeERrRNAYsschen Werke sehen wir mit grosser Erwartung

entgegen.
L. Kalmar.





