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Uber die gleichmissige Verteilung nichtganzer
positiver Potenzen mod 1.

Von Paun Csinraa in Budapest.

~ Wir bezeichnen mit @ und p reelle und positive Zahlen,
mit n eine natiirliche Zahl und beweisen in Anschluss an eine

filihere Arbeit') mit Hilfe einer schonen Methode von WeyL?)
dass die Zahlenfolge

: 9.=4q,(a, p) = gebrochener Teil von an?
bei beliebigem reellem und positivem @ und nichtganzem p das
Intervall (0, 1) gleichmissig dicht ausfillt.

Fiir p<1 ist dies ein Resultat von Fejtr?) Seine miindlich
gestellte Frage beantwortend beweisen wir, dass der Fall p=1
auf den Fall p<1 zuriickfiihrbar ist. Das Wesentliche dieser
N_‘ﬁgiichkeit sehen wir in der Tatsache, dass die Folge Q,=an”
sich fiir grosse n wie ein Polynom verhilt.

1. Von einer reellen Zahlenfolge Q,sagen wir, dass sie das
Intervall (0,1) mod 1 gleichmissig ausfiillt, wenn fiir beliebige
reelle 3,y mit 0==p<y=1

(1. 1) tim 2D g

ist, wo N, (8, y) die Anzahl der » bedeutet, fiir welche
g = gebrochener Teil von Q,=7, v=n

ist.

1) Uber die Verteilung iterierter Summen von positiven Nullfolgen mod 1,
diese Acta, 4 (1929), S. 151—154.

?) H. Wevr, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math.
Annalen, 77 (1916), S. 313—352.

3) G. PoLya und G. Szead, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis
(Berlin 1925), S. 72., Aufgabe 175.
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Wir bentitzen nach Haroy und LirrLewoop die Bezeichnung
e(x)=einiz,
Nach einem beriihmten Satze von Weyr?) ist fiir das Bestehen
der Gleichung (l1.1) notwendig und hinreichend, dass fiir jedes
positive ganze [

(1.2) lxm—lEe(lQ)]

ist.

Mit anderen Worten: fiir die gleichmdssig dichte Lage der
Folge Q, mod 1 ist (1.2) notwendig und hinreichend. Hieraus
folgt sofort das

Lemma. Wenn die Folge Q, mod 1 gleichmdssig liegt, so
liegt auch die Folge 2Q, oder allgemeiner die Folge [Q, mod 1
gleichmdssig dicht, wo [ eine beliebige positive oder negative ganze
Zahl 0 bedeutet.

Sei P,(») ein Polynom vom Grade k in » und sei « der
Koeffizient von #* in P, (»); dann ist nach WeyL, 2"' = K gesetzt,

.3 |Se@on zen S S

ryor "1

E e(k!Ral)

wo rechter Hand r,, r,,...,7,—; ganze Zahlen und R=nrr,...r,_,
bezeichnen, und wo die Summation auf alle ganze |r,|=h—1
und auf eine Folge konsekutiver positiver ganzer Zahlen 2=/ zu
erstrecken ist.

2. Satz. Wir bezeichnen mit s, eine Folge reeller Zahlen fiir
welche erstens
2.1 lim (Sp-1—s$,) =0

n—auw

zweitens fiir jede positive ganze Zahl 1

(2-:2) 8N lim —- 2 e(ls,)=0

gilt.
Wir setzen
S=8 +8 +...+s,
(2.3) SP=sP+sP0+... 4@
;.flk) — s(ll—l) +S(2L-—l) + ... _*_S(I.—l)
und behaupten : fiir ein beliebiges festes k und fiir eine beliebige



Verteilung nichtganzer Potenzen mod 1. 15

positive -oder negative feste ganze Zahl 150 folgt unter. diesen
Annahmen
(2:4) s ' hm — E e(Is¥)=0.

Kurz : aus der Voraussetzung (2. 1) und aus der gleichméssig
dichten Lage mod 1 von s, folgt die gleichméssig. dichte Lage
mod 1 von sP.

Zum Beweise konnen wir /=1 setzen, da nach dem Lemma
des §1. mit den s, auch die /s, mod 1 gleichmdssig dicht liegen
und aus der Gleichung

E e(s¥) T®
(2.5) lim 2=l — lim ——=0
n=e n n=o n

durch Vertauschung von s, mit s, die Gleichung (2.4) folgt.
Wir wihlen jetzt eine (grosse) positive ganze Zahl h und

eine (kleine) positive Zahl £<%, ferner eine positive ganze Zahl

N=N(h,¢) so, dass fiir n>N

3
(2- 6) lsn+1_3n|<7ﬁ’+‘2—
ist und schreiben
() o N+h N+2h n
=2 e = SESESi e 3L
v=1 N+1 Nth+1 N+mh+l

—TO4 U+ Up+.. .+ U, + U n—(N+mh)<h.
Es ist |U*| < h; folglich ist

vfk) . |Ul'+|URI+"'+lUm|
——| = lim sup - 3

n=auow

2.7 lim éup

n=0uw

3. Setzen wir
@1 sy =s+ (AT (P s

so folgt aus (2.3) und (3. 1), dass :
587,580, 1< (A7) Ma sz =l foves =Sen

und weiter nach (2. 6), dass

(3.2) |s®,—s®, |_/(ﬂ.+l/{( 2) hff? :_,_i_ fiir v=N, A=h.
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Aus (2.3) folgt namlich fiir s%,, ein dem (3.1) &hnlich
gebauter Ausdruck, wo statt (""*’I’c‘ 2]3.,“ eine lineare Funk-
tion der Grossen S,.2,...,S,+4 figuriert; die Koeffizienten dieser

" linearen Funktion sind alle positiv und haben die Summe ('Z +}/{‘_ 2] ;

Aus (3. 2) folgern wir weiter

e (s) —e (s <28, — 58l < 222,
und fiir =N+ (u—1)A
h
(3.3) U, — Ul=| 3 () —e(H) =
h
= 3 le(R)—e(sa)l= 278 h—2ne

Aus (2.7) und aus mh<n in Verbindung m1t (3. 3) folgt,

dass
(k) EIU I E Uw le
lim sup =lim sup = +11m sup =1 = =
/]. ‘E“le + 2n£
= LA CUD hey
also, da & beliebig klein angenommen werden kann, ke
w A
(3.4) lim sup |——|=lim sup“’—‘n—.

4. Durch forgesetzte Anwendung der Caucny—Scuwarzschen
Ungleichung gewinnen wir die Ungleichung

@ | Sivi| sm 3 jus
%) w=1
Nach (3.1) ist s,,, ein Polynom k-en Grades in Z und 4,
hat >+ zum Koeffizienten.

k!
Nach (1. 3) ist also

4.2) |U;|K;’-(2/l)K"k2---E|§8(Rlsv+x)|=
=(2h)1\'-k(‘\:;+5u+§u/)’
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wo die Summation fiir alle |r,|]==h—1 und fiir eine Folge kon-
sekutiver Zahlen 24 mit 0==2=Ah zu erstrecken ist; =’ bedeutet
eine Summation iiber alle Wertsysteme r,, deren Produkt R=0;
2" eine Summation iiber alle Wertsysteme r;,, deren Produkt R
zwar nicht verschwindet, fiir welche aber |1 —e(Rs,+1)|<¢,
3" bedeutet endlich eine Summation {iber alle Wertsysteme r;,
fiir welche |1 —e(RSve1)|> &

Statt | > e (R4s,,1)| setzen wir in 2" und X das grossere ft

und in X" das grossere —i—

3" erstreckt sich hochstens auf (2h—1)"*(k—1) Wert-
systeme; es ist also
(4. 3) |3 | = @h)* 2 h(k—1).

3" erstreckt sich auf p, Wertsysteme, deren Anzahl wir
spater abschitzen. Es ist
4. 9) | 3 | < poh.

3" erstreckt sich auf weniger als (2h—1)""" Wertsysteme.
Es ist

(4 5) IEIHIS(zh)k—l._?Z_.
Aus (4.2), (4.3), (4.4) und (4.5) folgern wir
kpk-1 :
(4.6) |U;,|”g(zh)“‘[z"""(/c—l)h*"+ Z ’: +pth.

(3.4) und (4.1) kombiniert gibt
%) K E-1 m .
I up (l_Tn_) L S

n=0oo nll w==1
und weiter nach (4. 6)
c mE-1 k-2 k-1 2"11"" = »
= (2h) s [m (2 “2(k—1)h"" +—£—)+h lewJ;

nk

wieder in Betracht gezogen dass mh< n, ergibt sich dies weiter
2K_2 2K—k m

4
(4.7). = T (k—-1+-?)+—nﬁ:rw2 Do.

=]
m

5. Wir wollen jetzt lew abschitzen. Zu diesem Zwecke

2
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bemerken wir, dass, wenn [e (Rs,.1)—1|<¢, so gibt es eine ganze

Zahl S von der Beschaffenheit, dass |S— Rs,+1 l<—;—.
Es ist fir #>2, 2=h, nach (2.6) und weil |[R|<h" ™,

A-1
RS"‘RSH-A: S_RSV+I+R E_ (Sv+u 0 sv+;:+1) =

1 1 2¢
+R lk+‘ __18(—7‘—+_)<'—"-

Es gibt also wenigstens

G.1) h };_‘l Do

Zahlen Rs,, » <n, die einer ganzen Zahl ndher liegen als %

Aber nach dem Lemma des § 1. liegen alle Folgen Rs, mod 1
gleichméssig. Also, wenn nur n geniigend gross ist, ist fiir jede
einzelne Folge die Anzahl der Rs,, die einer ganzen Zahl ndher

als % liegen, die also mod 1 in einem Intervalle von der Ldnge g
enthalten sind, hochstens 2.%:1.

Nach (5. 1) ist also, weil es hochstens (24)°"' Folgen gibt,
m k+2
(5.2) h>S pe= —27£h""n.
w=1
6. Die Abschidtzung (5.2) in (4.7) eingesetzt ergibt
: |T,f")|)"'/ 2] 4] D
lu:l:iup( - =—7 A(k—lH-TA +

Daraus folgt, wenn wir zuerst & gegen oo und dann & gegen 0
konvergieren lassen, dass

E,
T

Das ist die Gleichung (2.5), und damit haben wir den Satz des
§ 2, bewiesen,

Man sieht leicht, dass die Voraussetzungen dieses Satzes fiir
die Folge s®=(Q,=an? bestehen, wenn p mcht ganz ist und
wir k=[p] setzen.

(Eingegangen am 1. Juli 1929.)



