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Uber den transfiniten Durchmesser von linearen
Punktmengen.

Von M. FEKETE in Jerusalem.

(Auszug aus einem Briefe an Herrn Friepricn Riesz.)

1. Es sei M eine beschrdnkte abgeschlossene lineare (nicht
leere') ) Punktmenge, die im Intervalle a=x=b (—oo<a<b<)
enthalten ist. Man teile dieses Intervall mit Hilfe der Punkte
X1, X2y ooy X1 (@<X1<X2< ... <X,-1<b) in n abgeschlossene
Teilintervalle (a, x1), (X1, X2), . .., (Xa-1, ) und bezeichne die trans-
finiten Durchmesser®) der Durchschnitte M,, M,,..., M, von M
mit diesen Intervallen der Reihe nach mit d,, d,, ..., d,. Sie haben

1) Ist M leer, so hat die unterfolgende Frage eine triviale Losung.

?) Es sei M eine beliebige beschrinkte und abgeschlossene nicht-
lineare Punktmenge in der komplexen 2-Ebene. Dann ist der transfinite
Durchmesser von M gleich dem Grenzwerte, gegen welchen die Folge der
sDurchmesser® d,, ds, ..., d,,... fiir n > oo konvergiert. Hierbei bezeictinet d,

die (g)-te Wurzel aus dem Maximalbetrag des Ausdruckes I7(z; — z;), wih-

1=i<k=n
rend 2;, 2,...,2, Unabhidngig voneinander die Punktmenge M durchlaufen.
Vgl. meine Note: Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen
‘Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Zeitschrift, 17 (1923),
S. 228—249; insbes. § 1., S. 230—232. Fiir eine andere Definition des trans-
finiten Durchmessers s. auch § 2. und § 3. der angefiihrten Note, S. 232—237.
Vgl. auch die folgenden Aufsitze: a) G. Szead, Bemerkungen zu einer Arbeit
von Herrn M. FERETE usw., Math. Zeitschrift, 21 (1924), S. 203—208; b) G. POLYA,
Uber gewisse notwendige Determinantenkriterien usw., Math. Annalen, 99
(1928), S. 687—706; c) M. Fexere, Uber den transfiniten Durchmesser ebener
Punktmengen. Erste Mitteilung. Erscheint demnichst in Math. Zeitschrift. Der
transfinite Durchmesser der leeren Menge ist definitionsgemiss gleich 0;
vgl. a. a. 0. 2) b) und o).
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die Frage gestellt, ob die Summe
0,—= 0,404 ...40,
einen Grenzwert besitzt, wenn n ins Unendliche wdchst, derart, dass
Max (x; —a, Xo— X, ..., Xu-1 —Xu-2, b—Xu_1)=m,
gegen O konvergiert.
lch beantworte diese Frage mit Ja und zwar zeige ich, dass

(1) lim -0, — &~

n-» oo 4
my >0
ist, wobei w das (LeBescuesche) Mass®) von M bezeichnet.
2. Die Richtigkeit von (1) folgt aus dem

Hilfssatz'): Es habe die beschrinkte abgeschlossene lineare
(nichtleere®)) Punktmenge M vom Masse w den transfiniten Durch-
messer 0. Dann ist

ol
b= 4
In der Tat, bezeichnet w;, das Mass von M; (i=1,2,...,n), so
ist nach dem Hilfssatze und wegen fundamentaler Eigenschaften
des Masses
!‘2 ’tn _;u_
=
Andererseits gibt es zu jedem €>0 ein 11>0 so, dass, sobald das
System der Teilungspunkte x;, x,, ..., X, von (a, b) die Bedingung
m,< 7 erfiillt, die Summe der Ladngen [;, derjenigen Teilintervalle

) o= +2

At AT

8) Die Messbarkeit von M (in LeBescurschen Sinne) folgt aus den
Voraussetzungen. Auch die spiterhin definierten Mengen M; sind messbar
(nach LeBescue) und jedesmal, wenn im Folgenden iiber Mass gesprochen
wird, ist Mass in LEBesGUEschen Sinne zu verstehen.

1) Dieser Hilfssatz ist in einem Satze des Herrn G. POLyA enthalten.
Vgl. seinen: Beitrag zur Verallgemeinerung des Verzerrungssatzes auf mehr-
fach zusammenhingende Gebiete, Sitzungsberichte der preussischen Akademie
der Wissenschaften, Phys.-Math. Klasse, 18 (1928), S. 228—232; Satz 1., S. 229,
Ubrigens leuchtet aus der Definition des transfiniten Durchmessers sofort ein,
dass auch umgekehrt, aus dem fraglichen Hilfssatze das POLyAsche Ergeb-
nis folgt. Aus diesem Grunde kann seinem spiter folgenden selbststindigen
einfachen Beweise ein gewisses Interesse zugewendet werden.

%) Fiir die leere Menge sind sowohl transfiniter Durchmesser als Mass.
per definitionem gleich 0; also besteht in diesem Falle 6= u/s.
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(xi,-1, Xi,), die mit M einen nichtleeren Durchschnitt M, liefern,
das Mass g von M hichstens um & {ibertrifft; fiir solches Punkt-
system gut
On=0;+0+...+0;,+... =
©®) !

da ja der transfinite Durchmesser der Punktmenge M;, den trans-
finiten Durchmesser des sie enthaltenden Intervalles (x;,-i, x;,) nur
unterbieten kann und der letztere gleich dem Viertel der Linge [,

des Intervalls ist.) Die Beziehungen (2) und (3) zeigen, dass bei

geniigend dichter Einteilung von (a, b) durch die Punkte x,, x,, ..., X, -1
die Relation

0=o __.“_L_.ff_e_

= Yn 4 = 4
besteht, wie es behauptet wurde.

3. Um den Beweis von (1) zu Ende zu fiihren, will ich noch
den oben formulierten Hilfssatz beweisen. Zu diesem Zwecke
bemerke ich zundchst, dass die Menge M vom transfiniten Durch-
messer J sich durch eine Lemniskatenfliche L, iiberdecken ldsst,
deren transfiniter Durchmesser =d ¢ ist, wobei ¢ eine beliebig
vorgegebene positive Grosse bedeutet.”’) Der Durchschnitt dieser
Lemniskatenfliche mit dem Intervalle (a, b) besteht aus endlich
vielen von einander getrennten Strecken, die ihrerseits die gegebene
Menge M enthalten, folglich ist die Summe [/ der Lingen dieser
Strecken =pu. Die Punkte der genannten Strecken bilden eine
Menge M., deren transfiniter Durchmesser offenbar = d--¢ ist.
Aus den beiden letzten Behauptungen folgt

St
0= 4

Denn schiebt man die Strecken, ohne Anderung ihrer Aufeinander-
folge, auf der x-Achse nebeneinander, so erhdlt man eine einzige
Strecke (von der Linge [=u), deren transfiniter Durchmesser den
transfiniter Durchmesser von M, offenbar nur unterbieten kann,

6 Vgl. a. a. 0. 2), § 4. S. 237—240.

7) Vgl a. a. 0. 2) § 2 und 3, S. 232—237; s, insbes. S. 234, Fuss-
nole 4), Bemerkung 2.
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andererseits ist der transfinite Durchmesser einer Strecke®) vomn
der Lange [ gleich //4. Folglich muss

I
: T g=ote
bestehen.
Nun kann &< 0 beliebig klein vorgegeben werden; so gilt
auch d=p/s. W. z. b. w.9)
Brindisi, den 9. November 1929.

(Eingegangen am 12. November 1929.)

8) Der hier angewendeten Beweismethode bediente ich mich bereits:
in meiner Note a. a. O. 2), ¢) bei Herleitung eines speziellen Falles des eben
bewiesenen Hilfssatzes, wonach jede beschrinkte und abgeschlossene lineare
Punktmenge, deren transfiniter Durchmesser =0 ist, notwendigerweise vom
Masse Null ist.



