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Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem.

Von LAiszrO KanLMar in Szeged.

Einleitung.

Vorliegende Arbeit enthilt eine Untersuchung iiber das Ent-
scheidungsproblem (erster Stufe) der mathematischen Logik, d. h.
iiber das Problem, ein Verfahren aufzufinden, durch welches man
von einem beliebigen Zihlausdruck entscheiden kann, ob es einen
Individuenbereich gibt, wo derselbe erfiillbar?) ist und, wenn ja,
wie dann ein solcher Individuenbereich beschaffen sein soll.?) Ob-
wohl dieses hochst tiefliegende Problem noch sehr weit von einer
Losung steht (gewisse Griinde lassen es sogar vermuten, dall eine
vollstindige Losung desselben unmoglich ist?)), so liegt doch eine

1) Statt Erfiillbarkeit kann man hier auch nach Allgemeingiiltigkeit fra-
gen; oft wird das Entscheidungsproblem in diesem Sinne gefafit. Beide
Fassungen sind einander ,dual“ und bekanntlich gleichwertig. Wird im fol-
genden doch eine Unterscheidung der beiden Fassungen des Entscheidungs-
problems béndtigt, so werden wir fiir die Fassung des Textes das Wort
Erfitllbarkeitsproblem gebrauchen.

%) Diese schirfere Fassung des Entscheidungsproblems wurde von
Berxays und ScuoxriNker formuliert: P. BErxays und M. SCHONFINKEL,
Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, Math. Annalen, 99
(1928), S. 342—372, insb. S. 344. — Indem man von dem trivialen Fall eines
leeren Individuenbereiches systematisch absieht, kann die fragliche Beschaf-
fenheit des Individuenbereiches nur in einer unteren Abgrenzung seiner Kar-
dinalzahl bestehen, vgl. a. a. O., S. 344. — In der Terminologie schliefen
wir uns an die angefiihrte Arbeit, oder an das Werk: D. HiuseErT und
W. ACKeRMANN, Grundziige der theoretischen Logik (Berlin, 1928) an.

3) In der Tat wiirde die allgemeine Losung des Entscheidungsproblems
nach K. Goper, Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme I, Monatshefte fiir Math. und Phys., 38 (1931),
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Reihe von interessanten Ergebnissen betreffs dieses Problems in
der Literatur vor. Diese Ergebnisse sind hauptsichlich von zweier-
lei Art: 1) zum Teil beziehen sie sich auf die Losung gewisser
Spezialfille des Entscheidungsproblems; 2) zum Teil bestehen
sie aber aus gewissen Reduktionssiizen, d. h. aus Sitzen, welche
die Lisung des Entscheidungsproblems auf die Losung eines Spe-
zialfalles desselben zuriickfiithren. Die Untersuchungen in den
beiden Richtungen verlaufen natiirlich parallel; die Ergebnisse
erster Art sollen eben den Weg fiir die Untersuchungen in der

zweiten Richtung zeigen.

So lafit sich das Entscheidungsproblem fiir endliche Indi-
viduenbereiche, deren Kardinalzahl eine gegebene Anzahl nicht
tibersteigt, durch ein sehr einfaches klassisches Verfahren®) l6sen ;
andererseits darf man sich, vermdge eines LOWENHEIMschen Satzes®)
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit auf hochstens abzdhlbare
Individuenbereiche beschrinken. Fiir Zdhlausdriicke, welche aus-
schlieBlich Funktionen eines Argumentes enthalten, wurde das
Entscheidungsproblem von LOWENHEIM (a. a. O. °), Satz 4,
S. 459—462) und BEHMANN') geldst; andererseits ldsst sich nach
LOWENHEIM (a. a. O. ?), Satz 6, S. 463—470) das Entscheidungs-
problem auf den Spezialfall zuriickfiihren, dall der gegebene Zihl-
ausdruck ein bindrer ist, d. h. nur logische Funktionen von hoch-

stens zwei Argumenten enthdlt.
Fiir Zihlausdriicke von gewissen speziellen Formen wurde
das Entscheidungsproblem durch die Untersuchungen von BERNAYS,

S. 173—198, die Tatsache mit sich bringen, da gewisse Axiomensysteme, die
man bisher als vermutlich widerspruchsfrei betrachtet hat, einen Widerspruch
enthalten.

) Vgl. z. B. W. ACKERMANX, Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zihl-
ausdriicke, Math. Annalen, 100 (1928), S. 638—649, insb. S. 640.

5) L. Lowexnent, Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil, Math. Annalen,
76 (1915), S. 447—470, insb. Satz 2, S. 450—456. Vgl. auch Ti. SkoLey,
a) Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Beweis-
barkeit mathematischer Sitze usw., Det Kgl. Norske Videnskapsselskaps Skrifter,
Mat.-Naturv. Klasse, 1920, No. 4, 36 S., insb. S. 3—10; b) Uber einige Grund-
lagenfragen der Mathematik, Skrifter det Norske Videnskops-Akademi, Oslo,
Mat.-Naturv. Kilasse, 1929, No. 4, 49 S., insb. S. /3—28, wobei derselbe Satz
einfacher und von verschiedenen Gesichtspunkten aus bewiesen ist.

) H. Bemmaxw, Beitrdge zur Algebra der Logik, insbesondere zum
Entscheidungsproblem, Math. Annalen, 86 (1922), S. 163—229, insb. S. 186—210.

I
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SCHONFINKEL, ACKERMANN und SkoLEm gelost. Bekanntlich?) kann
man jeden Zahlausdruck auf eine Normalform bringen, so dafi am
Anfang ein System von unverneint nebeneinandergestellten Klam-
merzeichen steht. Wir denken im folgenden jeden Zihlausdruck
auf diese Normalform gebracht ; das voranstehende Klammerzeichen-
system nennen wir nach GODELY) das Prdfix von . BERNAYS
und SCHONFINKEL?) haben nun zunidchst gezeigt, daf in Hinsicht
auf das Erfiillbarkeitsproblem diejenigen Zihlausdriicke als die
einfachsten zu betrachten sind, welche ein Prifix von der Form

(1) (Ex)(Exz) ... (Ex,)(3) (1) ... ()

besitzen (m oder n kann auch Null bedeuten), bei denen also
kein Allzeichen vor einem Seinzeichen steht; fiir solche Zihlaus-
driicke 146t namlich das Erfiillbarkeitsproblem eine hochst einfache
Losung zu. Ferner haben sie eine Losung des Erfiillbarkeits-
problems fiir den wesentlich schwierigeren Fall der Zdhlausdriicke
mit einem Prifix von der Form

() (Ey)
erbracht.’”) Sodann hat ACKERMANN (a. a. O. 1), S. 644—649) die
Erfiillbarkeitsfrage fiir den allgemeineren Fall eines Prifixes von
der Form

(2) () (En) (Ey.) - - (EY.)
oder noch allgemeiner

(Ex)) (Exs) ... (Ex,) (0) (E2)(EZ) ... (Ez,)

erledigt; fiir den Fall (2) hat SKOLEM,'') unabhingig von ACKER-
MANN, eine einfachere Losung gegeben.

Es erhebt sich nun die Frage, ob man nicht einen, diesen
BERNAYS —SCHONFINKEL — ACKERMANN — SKOLEMschen Resultaten ent-

7) Vgl. z. B. HILBERT—ACKERMANN (a. a. O. 2)), S. 63—65.

8) K. Goper, Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionen-
kalkiils, Monatshefte fiir Math. und Phys., 37 (1930), S. 349—360.

) A.a. 0.2),S.359—360; hier wird die duale Formulierung angewandt.

10) A. a. 0. 2), S. 360—370 (in dualer Formulierung); vgl. auch ACKegr-
MANY, a. a. O. ), S. 641—644.

1) Ti. Skorewm, Uber die mathematische Logik, Norsk Matematisk
Tidsskrift, 10 (1928), S. 125—142, insb. S. 135—136. Vgl. auch das Referat
von SkoLeM iiber die in der FuBinote 4) angefiihrte Arbeit von ACKERMANN,
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, 54 (1931), S. 57, wo cine
Vereinfachung des AckeErmAxNschen Losungsverfahrens angegeben wurde.
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sprechenden Reduktionssatz im obigen Sinne aufstellen kann.
Ein solcher Satz sollte also besagen, dafi man sich beim Erfiill-
barkeitsproblem ohne Einschrinkung der Allgemeinheit auf Zdhl-
ausdriicke mit einem Préfix von einer gewissen speziellen Form
beschranken darf. Ein derartiger Satz wurde in der Tat von SKOLEM
(a. a. O. °) a), S. 4—6) bewiesen, indem er gezeigt hat, dah es zu
jedem Zihlausdruck Y einen anderen A’ gibt, so dal das Prifix
von A’ die Form

©) () (x2) 2o () (EV)(ER) - - - (E))

besitzt und daff ¥ dann und nur dann in einem Individuenbereich
erfiillbar ist, falls dasselbe fiir U’ gilt.

In der vorliegender Arbeit wird ein anderer Satz dieser Art
bewiesen. Ich zeige namlich, dab man sich beim Erfiillbarkeits-
problem auf Zihlausdriicke beschrinken darf, deren Prdfix die Form
“4) (Ex)) (Exy) ... (Exn-1) (00) () (EX) (3 () - - (1)
besitzt. Dies diirfte insofern nicht ohne Interesse sein, indem das
Prifix (4) viel nidher an der — in Hinsicht auf das Erfiillbarkeits-
problem giinstigsten — Form (1) steht als das Prafix (3); das
letztere konnte man ja, da es in einem gewissen Sinne das
Gegenteil von (1) bildet, als die in dieser Hinsicht ungiinstigste

Prifixenform bezeichnen. .
Ausfiihrlicher: wir werden ein Verfahren angeben, welches

zu jedem Zihlausdruck 2 einen anderen Zihlausdruck ¥ mit den

folgenden Eigenschaften konstruieren ldbt:

a) Y besitzt ein Prafix von der Form 4).

b) Ist 9 in einem Individuenbereich I erfiillbar, so ist auch
Y erfiillbar in einem (anderen) Individuenbereich K, welcher durch
A und 7 eindeutig bestimmt ist, und zwar derart, dall zu einem
endlichen / ein endliches K gehort.

¢) Ist B in einem [ndividuenbereich / erfiillbar, so ist I in
einer gewissen Teilmenge von / (als Individuenbereich) erfiillbar,
also auch (vgl. Fulinote *)) in / selbst. :

Dadurch wird das Problem der Erfiillbarkeit von U in der
Tat auf das entsprechende Problem fiir Y zuriickgcﬁihrt.‘ Denn
die Losung des letzteren kann — gemdll den ”ol)en crwalmtc'n
Ergebnissen von LOWENHEIM, BERNAYS und SCH()ITJFINKEL (vgl. die
Fubnoten ?) und %)) — nur eine der folgenden drei Formen haben.
% iiberhaupt in keinem Individuenbereich erfiillbar;

Entweder ist
15
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oder ist B zwar in keinem endlichen, wohl aber in jedem unend-
lichen Individuenbereich erfiillbar; oder aber gibt es eine endliche
Anzah! Z derart, dafl ¥ in einem Individuenbereich dann und nur
dann erfiillbar ist, wenn die Kardinalzahl desselben -4 ist. In
den beiden ersten Fillen gilt dasselbe fiir 3 ; und im dritten Fall
ist A gewil in jedem Individuenbereich erfiillbar, deren Kardinal-
zahl == Z ist; es bleibt daher nur die Erfiillbarkeit von A in den-
jenigen Individuenbereichen zu untersuchen, deren Kardinalzahl
< /7 ist und dies fiihrt ja, wie schon erwidhnt, auf ein geldstes
Problem.

In I. werde ich die Konstruktion von ¥ angeben. Sodann
werde ich in II. diese Konstruktion derart modifizieren, daff auch
folgendes bestehe:

d) Der zu einem bindren Zidhlausdruck A gehtrige Zidhlaus-
druck ¥ ist auch selbst bindr.

Hierdurch wird das Erfiillbarkeitsproblem auf den Spezialfall
von bindren Zihlausdriicken mit einem Prifix von der Form (4)
zuriickgefiihrt; A darf man ja nach einem oben erwdhnten LOWEN-
HEIMschen Ergebnis als binidr voraussetzen. Die (wesentlich ein-
fachere) Konstruktion in I. erfiillt die Forderung d) nicht, da sie
auch mit einer gewissen dreigliedrigen logischen Funktion operiert ;
und, falls man ¥ nach dem LoweNHEIMschen Verfahren nach-
traglich in einen bindren Zdhlausdruck iiberfiihrt, so verliert sein
Prifix die Form (4).

1. Es sei ein Zdhlausdruck 2 gegeben; wir werden einen
Zihlausdruck W konstruieren, welcher die in der Einleitung for-
mulierten Eigenschaften a), 6) und ¢) besitzt. Wir diirfen voraus-
setzen, dall 2 ein Prdfix von der Form (3) besitzt; sonst wiirden
wir das anzugebende Verfahren auf den aus A durch das in der
Einleitung erwihnte SkoLEmsche Verfahren entstandenen Zahlaus-
druck anwenden.!?)

12) Die Voraussetzung, daB das Prifix von I die Form (3) haben soll,
dient nur zur formalen Vereinfachung der Schreibweise. Die Konstruktion von
B kann man auch ohne diese Voraussetzung ausfiihren; vgl. die Konstruktion
in 11, wobei die fragliche Voraussetzung nicht mehr gestattet ist. Zur prak-
tischen Ausfiihrung der Konstruktion von 3 empfiehlt es sich, den Umweg
iiber das SkorLemsche Verfahren zu ersparen.
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Es sei also A von der Form
(x.");”(Eyl')'ll a (Fh F.’v 90889 }:ly xl: -\.’.!x oL o 01y .\',,,; yn ".'r 2, "yu);
dabei wurden statt (x,) (x.)...(x,) bzw. (Ey,)(Ey,)...(Ey,) die

om

Abkiirzungen (x,))', (Ey.); angewandt; dgl. weiter unter (yuu)i i
statt (y1) (M12) - () 020) 022) oo 020) =+ o (D) Du2) « o (uw):
Hier ist a ein aus den logischen Funktionszeichen F,, F,,..., F
und aus den Individuenvariabeln x,, x,,..., X, ; Vi Vo, ..., p, durch
Einsetzung (der Individuenvariabeln in die Leerstellen der Funk-
tionszeichen) und durch die Operationen —, & V, ~ des Aus-
sagenkalkiils aufgebauter Ausdruck.

[st A in einem Individuenbereich [ erfiillbar, so gibt es n
Funktionen: 3, == (6, %0, sy X2y 5= oy (g, Xg S 030 03) TN
V.= ,(x,, x,,...,x,) von je m Argumenten, die in / definiert
sind und Elemente von / als Werte annehmen'?), so dali bei ge-
eigneter Definition der logischen Funktionen £, F,, ..., F, in [/

die Aussage

(5) u(F’y F".’) Lok el | frl; '\‘l‘ '\"-” 2e® 'lxm; ,jl (xl’ x'-" vt "x‘“)’
s (X, Xy s X3 )P EE (0 St )

fiir alle Werte von X, Xs,..., X, aus [/ richtig ist.)

2. Es bezeichne /7, fir p=1,2,...,m die Menge der ma-
thematischen Funktionen (vgl. Fufinote '¥)) von g Argumenten
iiber /; I, bezeichne / selbst; ferner sei K==/I -1 -+L-+...+1,.

Fiir endliches / ist auch K endlich.')

15) Solche Funktionen nennen wir mathematische Funktionen (Individuen-
funktionen) iiber 7 (im Gegensatz zu den logischen Funktionen (Satzfunktionen)).
14) Diese Formulierung der Erfiillbarkeit des Zahlausdruckes 9 im
Individuenbereich 7 wurde zuerst von Skoreym fiir Untersuchungen iiber das
Entscheidungsproblems verwertet (a. a. O. ?), a) und b)), obwohl schon das
von Lowexnem (a. a. O. ?)) angewandte Scuropersche Verfahren der ,Aus-
fiihrung“ von logischen ,Summen“ auf denselben Gedanken beruht. — Wir
wenden ohne Bedenken das Auswahlprinzip an; vgl. hierzu aber die Aus-
fiilhrungen von SKOLEM, a. a. 0. %) b), §4 (S. 23-29), welche sich auch auf
unseren Fall iibertragen lassen. ’
15) Bezeichnet ¢ die Kardinalzahl von [/, dann hat K die Kardinalzahl
T R ,""+_,,+z"". Wir lcgcn gar kein GC\Yicht darauf, diese l_(ardmal-
zahl moglichst zu vermindern. Ubrigens konnte eine wesentliche Verminderung
derselben einerseits durch Identifizierung der Elemente von /[y--/i+ L+
~+ ... 1,1 mit gewissen Elementen von l,:,. andererseits durch. Beschrin-
kung auf gewisse spezielle (durch die #, bestimmte) Funktionen erzielt werden.
| 15%



L. Kalmar

e
(5%
x

Wir definieren nun die logischen Funktionen'’) ,, ®,,
M®.,..., M, (mit einer Leerstelle) und Y (mit drei Leerstellen)
folgendermalien in K. ,(x) sei dann und nur dann richtig, falls
x zu /, gehort (u==0,1,2,...,m); ¥ (y x,7) soll dann und nur
dann eine richtige Aussage sein, falls x ein Element von /, # ein
Element von einem der /,,/,,...,1,, etwa von /,, ist und I das-
jenige (eindeutig bestimmte) Element von /,., ist, fiir welches
die!beiden’ Elemente./s (xx 727, Mexaui)sund (€ 0} x50 S i)
(von 1) fiir alle Werte von X,, X,,...,X,; aus [ identisch sind.'?)

Dann gilt, /, wie immer (vgl. Fufinote 2)), als nichtleer vor-

ausgesetzt,
(6) (Etym, (1)
und

M (@)@ (Ew)li'l' . () &, () » (@, 1 () & (1, W)

wobei das Summenzeichen die Konjunktion der entsprechenden
Glieder andeuten soll; in (6) und (7) sollen sich die Klammer-
zeichen tiber K erstrecken.

3. Ferner gilt, wenn man die Funktionen 7, auch mit y,,
bezeichnet, die Aussage

(8) ..-\-f ., (Ir0)-

Setzen wir die in / definierten logischen Funktionen F,, F,,..., F,
nach K durch die Festsetzung fort, dali sie an jeder neuen Stelle
eine falsche Aussage reprdsentieren; dann gilt, fiir beliebige Ele-
mente X, Yo (0=1,2,...,m; v=1,2,...,n)aus K, die Aussage

wm ) " "

| D) (X & \‘ > Yyite=1y Xty Voue ‘ MY
(g) ~.”.-1’m‘(\.) ey Py | w() =1 Xy ) !)‘

E 0 (F} 5 Fa iy 6y X5 o 017 X N g Va5 V)
In der Tat, aus dem Vorderglied von (9) folgt, daf die x, Ele-

18) ®,, &y, ..., b, ¥ sollen von den in Y vorkommenden Funktions-
zeichen Fy, Fs,..., F; verschieden sein; desgleichen weiter unten &, ®,,..., ®,, »
D5 O oty Diorap Xy n Xan O

17) Die Identitit zweier Elemente einer Menge werden wir iiblicher-
weise durch das Gleichheitszeichen andeuten. Im Falle -1 soll natiirlich
statt £(xy, Xy 000 X, _1) einfach ¢ stehen.
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mente von / sind und dall die y., diejenigen mathematischen
Funktionen von m—u Argumenten iiber / bedeuten, fiir welche

bei beliebigen 81,425+ - Su ausi/

Voie (S t; Spayod vy Su) == 0 (65 X, 0 0TS YRS 11275555 Sm)
gilt; insbesondere sind die y,, Elemente von / und zwar ist fiir
V=1,2,..., 0

Vom =1y (X,, Xo's siw by X...) ’
also gilt nach (5) die Aussage
Qs ooy B s e e o 2 Vs Wy v 7 Ve
Daher gilt

[ Eyeodt et (e | ’ \ @ (3e0) &
(10) i l( _CD‘.(x,,)& >3] 2 W (o ,,x,,,),,,)).

I > Q (Fl,li.,...,[",;x,,x._.,...,x,,,;yl,,.,yz,,,,...,y,.,,.)lg >

wobei die Klammerzeichen sich wieder iiber K erstrecken.

4. Also gilt bei der obigen Definition der logischen Funk-
tionen £, F,,...,F und 0, ®,d,,...,®,, ¥ in K die Kon-
junktion der Aussagen (6), (7) und (10); diese Konjunktion 1463t
sich aber auf die Normalform

(ED) (Evo)y (1) () (EW) (xa)y (Pesdi v 3[00 (&

m

& X[, ) &0, () (@01 ) &B (@0, W) | &

(1) -
& 35  ®, (y.(.>&[( \mu(xu)& SIS 2 (o 1,x,,,).,,))

i\ (le F.,.. E, Xp, Xgyeon y Xy Yimy Vomy oo ,y,.,,,),;

bringen.')

Betrachtet man nun £, Foy ..o £, @, @y, @, ..., ,, ¥
wiederum als Zeichen fiir variable Funktionen, so wird (11) ein
Zihlausdruck ; wir nennen denselben . Dann besitzt B offenbar

13) Vgl. Goper, a. a. 0. %), S. 351, Hilfssatz 4.
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von den in der Einleitung formulierten Eigenschaften a), 0), ¢)
die erste; und die Eigenschaft ) wurde eben bewiesen. Es bleibt
daher nur der Beweis der Eigenschaft ¢) tibrig.

5. Es sei nun der Zihlausdruck ¥ in einem Individuenbe-
reich / erfiillbar. Dann kann man also die logischen Funktionen
F, F ..., F M, 8, d,... @, U derartin [ definieren, dali (6),
(7) und (10) je eine richtige Aussage reprdsentieren, falls die Klam-
merzeichen sich iiber / erstrecken. Es sei L die Menge derjenigen
Elemente ¢ von /, fiir die @, (f) besteht. Wir zeigen, dafl der Zahl-
ausdruck A im (wegen (6) nicht leeren) Individuenbereich L er-
fiillbar ist.

Wegen (7) gibt es eine mathematische Funktion w= v (u, )
tiber 7, welches, falls u eine der Aussagen M, (z), M, (v), ..., d,, (v),
etwa M, (u) erfiillt und ~ zu L gehort, der beiden Aussagen
-1 (p(u,r)) und W (u, v,y (u, v)) gentigt. Ferner gibt es wegen
(10) solche Elemente y,, (»=—1,2,...,n) von I, welche die Aus-
sagen

(12) B (V10)y B (Y20)s « - -5 B (Pao)
erfiillen und so beschaffen sind, daf}, so oft x,, x,, ..., x,, Elemente
von: Lisind ‘und ypai (== 1,2+ « 1, M3 ¥ =31, 2, .25 1) derart aus
I gewihlt werden, dall die Aussagen :
(13) a8 (Vi3 Xy Vak) (Em 168, . o, Mova=), 25k 54.01)
samtlich richtig sind, so gilt auch die Aussage
(P ES s s s X ot s X et Vims Vw15 s Vot )
Man wihle nun der Reihe nach fiir »==1,2,...,n

J’m o l»h\ (yl'“v xl)l y"'.’ = l;h (yl‘ly x.’); L) yt'm =3 l:’, (}’r. m=1y xm ;
dann gelten wegen (12) die Aussagen
@1 (1), Bu2(Ve2), -, Bo(Pom) (r=12,...,n)
und auch die Aussagen (13) sind erfiillt. Insbesondere gelten die

Aussagen mo (,Vl ul)y mu (y2m)| v ey m‘. (J’n m) ; d. h. yl ny y2mp s 00y }’u "
sind Elemente von L. Wir haben also n mathematische Funktionen
iiber L definiert:

}'1 m == 'r" (' ) 'r')('/' (ylo ] xl): X._.) LRCRCH | xm) = (X., X2,

Apire
Yo =P (e et (W (Pios X:1); X2) e ey Xp) =1 (X1, X3, .05/ X,

)
)

J'u "— ',h (' oS8 'l" (l:h (ynu, xl)y x.’) 2 4%, ) xm) b "T“ (xh x'.') L J 'YUI)Y
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derart, dal fiir beliebige Elemente x,, x,,..., x. von L die Aussage

Qa (Fl, F~_n, ey I:I; '\.Iv r\"_u, . 'vx,u; Ul (Xlr X3, . . *y x.u))

» My Xy o9y X, 00 (X, Xay'e o %))
giiltig ist. Daher ist der Zahlausdruck ¥ im Individuenbereich L
erfiillbar, wodurch auch die Eigenschaft ¢) bewiesen ist.

6. Es sei ein bindrer Zihlausdruck gegeben; wir werden
einen Zihlausdruck ¥ konstruieren, welcher wieder bindr ist und
auch die Eigenschaften a), b), ¢) besitzt. A ist von der Form!?)

o )L BN W (Xt o 1 (E Ve 0 1 5 oA Ko Yo B U Vo et 110 By
F'.’; ¢ o0y By Xl) x‘.') LY | x“'/,; yl)er e 00y }'nk),

wobei a einen aus den ein- und zweistelligen logischen Funktionen
Fi, Fy,...,F, und aus den Individuenvariabeln X, x,, ..., X, ;
Vi, Y2y ooy Y, durch Einsetzung und durch Anwendung der Ope-
rationen -, & \/, » aufgebauten Ausdruck bezeichnet. (Im Falle
my==0 bzw. n,==n, | soll (x,)" bzw. (Eys)ui_,+1 wegbleiben
und auch an den iibrigen Formeln weiter unten sollen evidente
Modifikationen angebracht werden.)

Es sei 3 in einem Individuenbereich / erfiillbar; dann gibt

es n, mathematische Funktionen iiber /:

=0 (X, Xy, X)), Yo == M0 (X0, Xayee e Xy
A ..,}'u. =N, (xl; X2, .. ¥ xm,) )

Yn+1== Wy +1 (X| yXayeeay xu'_')l Yn+2== Un, r:-)(‘xl y Xayeees x'"'—')'
Oy = (X ety X ) >

)’“A' =] +1 — '2”1*1 .1(X,,.\‘,,.... x”:‘), }’n‘. =] +2 = 1/‘",§~|‘2(xl’x‘l)"‘)xlllk))
greey J’n‘ — A’/‘u‘ (xly x‘.’) “eey Xm‘,);

so da, bei einer geeigneten Definition der logischen Funktionen

19) Wir diirfen jetzt nicht mehr voraussetzen, daB das Prifix von I die
Form (3) besitzt ; denn das in der Einleitung erwzih.nte SI:IOLI-:MSf:he Verfahren,
welches 9 in einem in Bezug auf die Erfiillbarkeit gleichwertigen Zdhlaus-
druck mit einem Prifix von der Form (3) iiberfiihrt, hebt den bindren Cha-
rakter von Y[ auf. (Und die Lowexnesche Konstruktion, wclclgc wiederum
zu einem bindren Zihlausdruck fiihrt, zerstort die Form des Prifixes.)
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£, F, ..., Finl, fiir alle Werte von x,, x,, . . ., Xu, aus / die Aussage

(14)

besteht.*’)

7. Bezeichnen wir wieder, fiir #==1,2,..., m,, die Menge
der mathematischen Funktionen von @ Argumenten iiber I mit /,;
ferner bezeichne 1,: fir w==1,2,...,m, die Menge aller geordne-
ten Paare (#, x), wo # zu /, und x zu / gehort. Endlich sei, ab-
weichend von der Definition von K in I, K=/+/0-+L+4...+

LT o s o S e o
Die logischen Funktionen ID.,,CD,.,tD.;. (e=1,...,m) (von

einem Argument) und X,, X,, Q (von zwei Argumenten) seien in K
wie folgt definiert. @, (x) bestehe dann und nur dann, falls x zu 7,
gehort (wobei /, wieder / selbst bezeichnet); @, (x) soll dann
und nur dann bestehen, falls x ein Element von I,', ist. X, (w, n)
sei dann und nur dann richtig, falls # zu einem der /., w zum
entsprechenden /, gehort und zwar von der Form (7, x) ist
(x Element von /); X,(w, x) bestehe dann und nur dann, falls x
ein Element von /, w ein Element eines der /, und zwar von der
Form (#, x) ist, wobei # zum entsprechenden /, gehort. Endlich
soll Q(w, £) dann und nur dann eine richtige Aussage reprdsen-

tieren, falls w ein Element (%, x) von einem der 1, ist (also % Element
von /,, x Element von /) und ¢ dasjenige (eindeutig bestimmte)
Element des entsprechenden /, - ist, fiir welches die beiden Ele-
mente 59 (X; X1y Xayo s Xt 1) UN0 °C (17 X5, » 0y Xu=t) von il i4ir “alle
Werte von x,,X,,...,X,.-; aus [ identisch sind.

Dann gelten die beiden Aussagen

(15) (Et) m, (1)

und

A (S B L Xy Xy e L X M (5 X P Xt )y
sty My (ry Xayonsy Xmg))

i

@O Ew > (0.0 &w,0) -
(16) i - (), () & X, (W, @) & Xz (w, 1)) | &

&), () - (@1 (1) & Q@ W)},
wobei die Klammerzeichen sich iiber K erstrecken.

20) Vgl. FuBinote 4),
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8. Es gilt ferner die Aussage
S o G0 el O N Y G S

Ny, iy iy iy "y, .
(z"l.”l I, 1 (z"z.”'_')”l il 1 Latate (z";{ e )u,:. 1+, 1

"

k& Ny { &
SN g, 06| Yoee
\ { Yy "yt I fLu
k n, "y
(I & DN ST I, i AU &
=1 py==n, _1+1 W,= 1

& XZ (Z,-z!,z, '\‘."7.) & Q(z:'z_uz, }’.-z,,z))l €
’(I(FI,F_),...,I:I; X,,x._.,...,x,,.‘; )’1“,,,-.-,)’,,,,"“

SRTE St NSRS (8 "';.-)s g

(n, bedeutet 0, die Klammerzeichen erstrecken sich wieder iiber K).
Wihlt man ndmlich der Reihe nach 7y, %2y« ., 4, fUF Yyo, Va0,- .-,
Yug0, SO werden zunéchst fiir
n=L12,..,n;r=m+1, m+2,...,05 ...;
yee= M), ie=i 2,00 G
bzw. Aussagen
mm;(}'l'.o)» mlﬂ:()""-.-“)r ceey @y (y"“’)
erfiillt. Es seien ferner x, (x=1,2, ..., m) und Yuu,2ru,
(x=1,2,..0k; vy=n;2i+1, M1 20000 My e 1,2,..., my)
solche Elemente von K, welche die Aussagen
mﬁ (x.") ; Xl (zl’,,,"x; Yoy, - l)’ X'-! (z"z-”z’ x-"x)’ Q (z"”‘””’ y"”‘””)
erfiillen, sonst aber beliebig sind. Dann gehoren die x, zu /;
ferner ist 2, , mit dem geordneten Paar (v, u,-1, Xa,) identisch;
endlich ist y, , diejenige mathematische Funktion von m,—u,
Argumenten iiber /, fiir welche bei beliebigen Su,+1, Su,+2,+- -, Su,

aus /
}’.-z_uz (s'"z+ 1y S_uz+2, v.6 ¢y s”'z)‘—__:
=1, (1) Xay oo ns Xuuys Suy+1s Suy42y- 00y s”'z)

besteht; insbesondere ist also fiir 2= -1, My +2,...,
(x=152:7..'0) A

J’.-, 1y v ’ll'x (xl) X2y 000y x"'?.)'
Daher gilt dann wegen (14) die Aussage

A (Fry Fayovoy Fry Xuy Xayowoy X3 Yimir ooy Yimys
(]8) y Leiethis'y J'n;‘_”l,m“ --'Jyn;‘ml)-



234 L. Kalmar

. 9. Hieraus folgt, daff die Konjunktion der Aussagen (15), (16)
und (17), oder, auf Normalform gebracht (vgl. Fulinote 1)), die
folgende Aussage erfiillt ist:

(E) (Ey.o) () () (Ew) (x,)1"
(Jl"llﬁ );“' 4 'l“l (y".'.”_')::;"i 1, 'I“I oo 0 (y"; My )::i_’ 1+l ']“‘:

(z"x.”l)l,i" 'l"‘ (2"’):"| } 1, ;“-. I (z“; Ny );:1 1 ‘-l,ll"k I m” (t) &
&> ;l‘m,, (u)&m,.(r‘)) >
=1

(D () & X, (w, 1) & X (w, ")) l &

& |ED:, (1) »‘(D',, l(w)&Q(u,w)) z&
G5k (y..z‘,)&)l >, (x) &

=1 vy, o+l

N

” m

7 7

k 3
S N DY ) y
& s Pk i (X,(z,-z,,x,J.-z.,:z l)&

% vy g+l =1

& Xa(2o. i+ %0 2) R Q@oonsd Viwl))

-

L\ (Fl. Fg...., E; X,. X«_....., X'"I.-; )'lmln-.. "y“““k)gz .

Diese Aussage fassen wir wieder als einen Zdhlausdruck auf, indem
wird A AR Fr e O 3 2o h'eh, D2 X X0, Q
wiederum als Funktionsvariable betrachten. Dieser Zdhlausdruck
— wir nennen ihn ¥ — besitzt offenbar die Eigenschaft a) und
nach dem eben bewiesenen auch die Eigenschaft 8); auflerdem
ist er auch binir.

10. Um auch die Eigenschaft ¢) fiir den Zdhlausdruck ¥ zu
beweisen, nehmen wir an, daf derselbe in einem Individuen-
bereich I erfiillbar ist. Daraus folgt, dal die Aussagen (15),
(16) und (17) bei geeigneter Wahl der logischen Funktionen
Fi, Fly ooy Fri @y, @ ), 50, D, ;5 D358 @i, X, Q' rich?
tig werden; die Klammerzeichen erstrecken sich dabei iiber /.
Wegen (15) ist die durch die Aussagenfunktion @, (f) charakteri-



o
w
o

Beitrag zum Entscheidungsproblem.

sierte Teilmenge L von / nicht leer. Wir zeigen, dafl der Zihl-
ausdruck ¥ im Individuenbereich L erfiillbar ist.
Wegen (16) gelten die beiden Aussagen

m,

() () (Ew) }_ (@ (1) &, (1)) > (D2 () & X, (v, 1) & X (w, )|

und

(1) (Ew)li; ', (u) > (m,.. L (W) &Q (1, w) H .

Es gibt also eine mathematische Funktion ¢ (i, ¢) derart, dal,
falls u eine der Aussagen @, (1) («==1,2,...,m,) erfiillt und ¢ zu
L gehort, die Aussagen @, (¢ (1, 1)), X (¢ (, ¢), ), Xo (g (1, 0), )
gelten, ferner gibt es eine mathematische Funktion % (1) derart,
daB, falls fiir u eine der Aussagen M, (u)gilt, dann auch die Alfs'
sagen @, (x (1)) und Q (u, x (u)) erfiillt sind. Wegen (17) gibt
es gewisse Elemente y,,=y, (r==1,2,..., n,) von [/, fiir welche
die Aussagen

m"" (J,l)’m“'l(}‘7)) seey mm,(}’n,);m"'g(}”‘l‘ l)'m"'k'(J"'l t 2)' eoes mm-_- ()’..._.),

P Rt By cD'”L'(y"k l")' mm;‘()’u;'_l"z) vvvv my. )n‘,

richtig sind und die auch die folgende Beschaffenheit haben..Wenn
X1, Xz, . . ., X, beliebige Elemente von L sind, wenn ferner die Ele-
mente  y, . (1'7 =n._ .+ 1, nz_!+2, oy R E == L2...,m;

%

#=1,2,..., k) von [ so gewihlt werden, daff die Aussagen
xl (z"z!'y s Jl‘_7' ."7 5 l)) X2 (z"Z"'Z’ X.uz). Q (Zrz /lz) }'pz [Ix)

erfiillt sind, dann gilt fiir diese Elemente auch die Aussage (18).
Nun kann man zu beliebigen Elementen Xi, Xu, ..., Xing \'I'on' L
solche y, , finden; nach dem Vorangehenden geniigt es nidmlich
r AN 4 y
hierzu der Reihe nach .
o . — @(Vy 1, X, pilg == (2ot
Zp 1= (y,.zo, Xi); Yo :.:-,((z,.z,), 2y 2 ([‘(),Z| ), Y " 2 'x')'
] e g

z‘_y m,, e (/ (yluz.mz—l' xmz)u )l'z moes y 4 (Z,-z ‘"7.)
' ., n, fiir 2] 2 BN )

y v v ey

W, =n,_+1, ny 2.
zu wihlen. Wegen (19) gilt dann der Reihe nach

m:"y (z'.y l)’ m“',, 1 (y‘,% ‘), [D:"Z -1 (z"z 2): mlux -2 (’y"z 2))
5 > ; yooeey cDl (ZA'zmz), mn ()"‘z"'z))
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d. h. die durch die Festsetzungen

Vo, = 2(g (o 2 (Gl By X))y X)) ooy X)) ==
=, (Xi X5, s X,,,z)

werden n, mathematische Funktionen iiber L definiert, welche die
Aussage (14) erfiillen. Damit ist die Erfiillbarkeit des Zihlaus-
druckes A im Individuenbereich L und somit die Eigenschaft ¢)
bewiesen.

(Eingegangen am 22. Dezember 1931.)



