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Elementare Sitze iiber die Abgrenzung der
Wiurzeln einer algebraischen Gleichung.

Von Lupwie BERwALD in Prag.

Im Folgenden wird eine Anzahl elementarer Sitze bewiesen,
die sich an bekannte Cauchysche Sitze {iber die Abgrenzung der
Wurzeln einer algebraischen Gleichung anschlieBen. Uber die
behandelten Fragestellungen, die (mit Ausnahme der des § 3) auf
andere Autoren zuriickgehen, orientieren die Einleitungen der ein-
zelnen Paragraphen. '

§ 1. Uber einen Satz von A. Cohn.

- .- -1, Nach .CaucHy!) liegen -bekanntlich alle Nulistellen eines
Polynoms - - - :

fR)=a,+az+a22+...+a,z",

M) @40, |ao) +|@s|+. .| an1] > 0)
in dem Kreisbereich
() lz|<p,

wo p die einzige positive Wurzel der Gleichung

@) |al+la]z4la] 24 Hlana |t —g =0
ist. Herr COHNZ) hat diese Aussage durch den Satz erginzt, daB
mindestens eine Nullstelle von f(z) der Ungleichung

@ 2|2 (2—1) )

1y A. L. Caucry, Sur la résolution des équations numériques et sur la
théorie de l'élimination, Exercices de Math. (1829); Oeuvres, (2) 9, S. 87—161.

2)-A. Conx, Uber die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen Gleichung
in einem Kreise, Math. Zeitschrift, 14 (1922), S. 110—148, bes. S. 143 f. -

V2 v=1,2,..., n) bedeutet im Folgenden stets den positiven Wur-
zelwert. Das Gleiche gilt allgemein fiir gebrochene Potenzen positiver Zahlen.

14



210 L. Berwald

¢
gentigt, und daB in (4) das Gleichheitszeichen wirklich auftreten
kann. :

Herr COHN beweist seinen Satz mit Hilfe eines Satzes von
GRACE!) liber die Nullstellen apolarer Polynome. .Der Satz kann
aber viel einfacher bewiesen werden. Wir fiihren den Beweis so-
gleich fir den etwas mehr aussagenden

Satz I. Sind z,,2,..., 2, die Wurzeln der Gleichung
G G+a;z+a2t+ ... +a,z2"=0,

' (a.#0, |ao|+|a|+ ... +|aa-1|>0)
und bedeutet p die positive Wurzel der Gleichung
(6) |a| +]a,| 2+ as] 22+ . . . +|@n-1] 2* ' —|an| 2 =0,
so gilt ‘

In- (7) steht in der zweiten. Ungleichung das Gleichheitszeichen
fiir die Gleichungen (5) mit lauter gleichen Wurzeln und nur fiir
diese.

Beweis. Die erste Ungleichung (7) folgt aus dem ange-

fiihrten Satze von CaucHy. Zum Beweise der zweiten bezeichnen

wir die k-te -elementarsymmetrische Funktion von n Zahlen
X1, X3, ..., X, mit Ix,x,...%,. Dann ist, wenn p die angegebene
Bedeutung hat,

(lzll+|z,|;t-..+|zn|+p) _

=((Izll+p)+(lz,|+p)+...+(lznl+p) )”2
. n —

‘ =(zl+p).(zl+p) ... (2]+p) =

(®) =|al.lzl... |z +p 2|4l 2] |2aet]+. .+

_ +p* 2z |2 ze-klF. A=
=|212y...2,|+plZ225. . . Zn-a|+. . .
+p 222 Zak|+. . A pr=
2 n~1
Lot ol |l bt el e

Die erste Ungleichung (8) ist die Ungleichung zwischen dem

arithmetischen und geometrischen Mittel von-n .positiven Zahlen ;

4) J. H. Grace, The zeros of a polynomial, Proceedings Cambridge
Phil. Soc., 11 (1900—1902), S. 352-337.
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die ubngen sind evident. Wie aus (8) selbst hervorgeht, gllt das
Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn 2z, =2z,= =2,.
Aus (8) folgt unmittelbar (7).

Da das arithmetische Mittel von n nichtnegativen Zahlen
nicht groBer ist als die groBte der Zahlen, so ist damit auch der
Satz von CoHN bewiesen. Ein direkter Beweis des Satzes von
ConN ergibt sich aus

(Iz.l+p)"=(lal+ p) . (12l +p) ... (lznl+p),
wo 2z, .die absolut grofite Wurzel der Gleichung (5) bedeutet.
2. Setzen wit in (5) |au| . |a,| >0 voraus, so ergibt sich durch
Anwendung des Satzes I auf die Gleichung

Z"-f(%)Ean'*'an—lZ"}'an-Zzz"'- o +b°2'"=0,

deren Wurzeln die reziproken Werte der Wurzeln von %) éind:
111 )
—_ 2—1
e PR e e Ea)
wo - die positive Wurzel der Gleichung
|@a] 4|1l 24 .. . F|a| 22V —a,] 22 =0

ist. Es gilt also
Satz I'. Sind 2, 2,,.. ., 2, die Wurzeln der Gleichung

f@=a,+az+az+...+a,22=0, (|a).]a,|>0)
und bedeutet q die einzige positive Wurzel der Gleiciung

. (9) . 'ao'—lallz—lailiz?__..,; ..__Ianlznzo’
so ist '
(1) . g=< n 9

. ] == n *

ﬁf+l_zlgT+"‘+Tz—nT V2—1
In der zweiten Ungleichung (10) steht das Gleichheitszeichen fiir
die Gleichungen f(z)==0 mit lauter gleichen Wurzeln und nur fiir
diese.

Bemerkung: Haben z, 2, ..., 2, dieselbe Bedeutung, wie
im Satze Y, und gilt - °
1) n v a

i =
Tt V2—1
so ist S

(12) |as)—|a|a—|as|ai— ... —|a@|a*=0  (A=0, 1,...,n).
14*

(@a>0)
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~ Denn aus (10) und (11) folgt a<g¢. Nun ist die linke Seite
der Gleichung (9) fiir 2>0 eine monoton abnehmende Funktion
von z. Sie ist fiir z=¢ Null, also fir z==a nichtnegativ. Um-
somehr gilt (12). : :

§ 2. Eine Fragestellung von St. Lipka. -

3. Den Ausgangspunkt der Untersuchung des Herrn LiPkA®)
bildet - der . wohlbekannte, aus dem Satz zu Beginn von Nr. 1
leicht ableitbare Satz von CAucHy,') daB alle Nullstellen des Po-
lynoms (1) im Krelsmnem

Max (|a -
(13) |Zl<’+ X(I 0‘ I‘II;I| "a 1|)
hegen Sle gehbren also erst recht dem Kreisinnern
|a a @n_
an. Herr LiIPkA stellt nun die’ Frage, wann alle Nullstellen des
Polynoms (1) schon im Kreisinnern

|aol +las] 4. .. il
a,| !

(14) |z|<1+

(0§k<1;—1_)

liegen v{md’ leitet einé hinreichende Bedingung daftir ab.%) Eine
Verscharfung seines Satzes ist enthalten in dem folgenden
Satz Il. Es seien z,, z,..., 2, die Wurzeln der Gleichung
(15) fA=a+az+a2*+...+a,2=0 (a,%0)
geordnet nach wadchsenden Absolutbetragen : '
o] =lal=. .. =|2.-1] =]z,
und k eine ganze Zahl,
| . O0=k<n—L

Wenn )
(16) T nl_k-—l =" 1 P

I—Zk_+|_l+m +"'+I;t:—| (mk-ﬁ_ l)ﬁ

5) St. Liega, Uber die Abgrenzung der Wurzeln von algebraischen
Gleichungen, diese Acta, 3 (1927), S. 73—80.
% a. a. O, Satz [, S. 73.
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oder wenn

n—k—1 . .a
lznkl

: 1 1 )
Eal Taal Tt mar V- .

n-k-~1
.o : l n-k n-1
IZ];+||.IZ)‘+21...lzn_llng, (o<a<( V——l) )

so liegen alle Wurzeln im Kreisinnern
- a a a
(18) . lzl<1_+ l ol+l lllj‘l +| Isl
Die Unglelchung (16) ist insbesondere erfilit, wenn hbch-
stens k Wurzeln (ndmlich 2, 2;,..., 2,) im Kreisinnern

1
2] <— %

=

liegen. Ersetzt man hierin die rechte Seite durch die fiir O<k<n—2 -

(17)

groBere, fir k=n—2 ebenso grofe Zahl n—_,:,'!———, so ergibt

y2—1

sich der Satz des Herrn Lipka.
Beweis:”) Wir sefzen zunichst nur

(19) Akl o2 @0

le+|| T Taesal l2k+z| Tt lzn 1l J2—1
voraus und schreiben f(2) in der Form

f(2)=g(2) h(2),

wo

( 2D =0.(—2)@—2)...@—z) (—2)=
_ao+alz+a222+ +ak+1zk+l

V B@)=(2—21401) @ —2Zis2) - - . (F—2n-1) = ,

. SR A T AR R YT A At S ARLEN

so daB die absolut groBte Nullstelle von g(2) mit der absolut

groBten Nullstelle von f(2) identisch ist. Dann ist || >0 und

(2|) a‘u‘. a;cﬂo+alt l/gl+ +aoﬂy, (,‘:0’ lr RIS | n)

wobeli

(20) 4

7) Der Grundgedanke des Beweises riihrt von Herrn Lipxa her.



214 . ~ L. Berwald

@,=0, wenn ¢>k+1; 8,=0, wenn ¢>n—k—1,
und : '
Qi1 =0ny Bn-x-1==1.

Aus (21) folgt

: |“OI-|ﬂo|=‘;l‘10|s
CARA RGN AESAP
(22) |aal-|ﬂo|—laxl-lﬂ1|—|“0|-|ﬂz(§|ani:

..................................

|“v|-|ﬂo|—l¢u-1|-|ﬂxl— —lazl |8, - 2|—
. —Ial, 'n‘gv l—laol Iﬂvlélavlr
wobei O<v=<k<n—1 sei. Nach der Bemerkung zum Satze I’
ist wegen der Ungleichung (19)

(23) |8l —|8|a—|B|a® —...—|&|a* =0 (£=0,1,...,n—k—1).

Wir multiplizieren die Ungleichungen (22) der Reihe nach mit

1,a,a%...,0" und addieren. Dadurch ergibt sich

] |Bola” +|@-1| (18] =B @) @~ +. .. +

L el (|l —18)a—]Gld—. .. —|Bla) =

=laol+lala+. .. +a|a” O=v=<k).

Wegen (23) sind die Koeffizienten von |e.|,|ew_1],..., |e| alle

nichtnegativ. Die. Ungleichung bleibt daher richtig, wenn wir die

Summe auf der linken Seite durch.den ersten Summanden ersetzen.

Wir erhalten so:

(24) la.,lslp,l(|a.,|+|a" ,|+|a.. 2'—{- +'ﬁl) O=v=<k).
) Wenn nun

(25) IBl=1, (&la=1, (Bla=1,..., |Bld=1,

so ist ‘

|| s|ao)+|a]+. .. Hal =gl +lal+.. .+, (Osvs_‘-k)
und daher auch
(26)  Max(laol, |al, ..., |&a]) S|a]+@|+. .. +la). -
Nach dem oben angeftihrten Satze von CAUCHY liegen alle Null-
stellen von g(2) und daher auch von f(2) in dem Kreisinnern
(2) T

k+l|
also wegen (26) und ai4;=a, auch im Kreisinnern (18).
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Die Bedingungen (25) reduzieren sich auf

l- 1 (a=1),
28) 4] =121s1] - |20s2] .. |2 lleax( a)'_ 1 0<acn.
Wir zeigen jetzt, daB-fir '
nek-1 okl
@) P s B

die Ungleichung (28) aus der Ungleichung (19) folgt Diese- erglbt
ndmiich wegen der Ungleichung zwischen dem geometrischen
und dem harmonischen Mittel positiver Zahlen
Bl == |2ks1] | Zra2], | Zao| = . A
(30) 2 : nl__k___] ' }n-k-lg( ¢ n—k-l-
Tzea| Tartl T Tzl |Zital +oF o Iz»—ll y2— ‘J
Nun ist 0<k<n—1. Flir a=1 ist daher die rechte Seite von
(30) nicht kleiner als 1, also (28) stets eine Folge von (30) Fiir
0<a<1 folgt (28) aus (30) dann, wenn

n-k-1 :
‘__a___’ 1

. 4ﬁ—k-l - ah
- V2—1 - |

woraus sich fur a die Ungleichung (29) ergibt. Fdr die Werte
von a, welche der Ungleichung (29) gentigen, 148t sich die
Ungleichung (19) durch (16) ersetzen. Filr die Werte von a>0,
fiir die (29) nicht gilt, ist Max (l,—é;):-‘%:-

Damit ist Satz II vollstdndig bewiesen.

4, Dem letzten Satz ﬁhnllch ist

‘Satz Ill. Es seien z,, 2,, ., y 2, die Wurzeln der Gletdmng

@) f@=atazta+...+ar=0 (a.%0)
geordnet nach wachsenden Absolutbetrigen :

lalslalz. . slaalslal,
und k eine ganze Zahl,
‘ O=k<n—1.
Wenn o
—k—1 _ 1
(32) 1 = " X!

|2s+2l—+ |7k+3| tot |7| [”-k_l;_f— l)»_l
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oder wenn
; . n—k—\ a
{ 1 Z n-k-
ot Tt T i—1

(33)

)
] n-k-1
| ' foas i)
l |2k+21.'2}(+3l...lznlg—, 0<a<( v__l

s0 Ilegen mindestens k+1 Warzeln im Kreisinnern

(34) . l2|< 14 ‘ao|+|alll+l +Iak|
' : S a

Die Ungleiéhung (32) ist insbesondere erfiillt, wenn hochstens
k+1 Wurzeln (namlich z,, za, ..., 2x+1) im Kreisinnern
‘ 1
12| < p

(T

liegen.
Der Beweis des Satzes I 148t sich fast wortlich ebenso
fiihren, wie der des Satzes II. Nur hat man jetzt f(2) gemis

f(z) %gx (é) h(@)

zu zerlegen, wo

g{(g)_'_é‘d,,(z-—zl) (z—2) .. (Z‘-'Zk+1)-

o =t ezt ezt +ak+x2"+‘
h@= (2-2x42)(Z—233) ... G—Z)=

' =h+B2+HEF . A Bur2 k" 2—}-2" *-

Der einzige wesentliche Unterschied gegenuber dem Beweise des
Satzes 1l liegt darin, daB jetzt nicht mehr die absolut groBte Null-
stelle von g,(2) auch zugleich die absolut gréfite Nulistelle von
f(2) ist, sondern nur die absolut grofite unter den &£ -+1 Nullstel-
len 2, 2,..., 241 von f(2). Man kann daher nur von diesen
Nullstellen aussagen, daB sie im Kreisinnern (34) liegen.

5. Im Falle k=0 lassen sich die Voraussetzungen des
Satzes 11 weitgehend abschwidchen, Man erhilt so einen Satz
der fiir j==n in folgendem Satze enthalten 1st:

Sind z,, 24, ..., 2, die Wurzeln der Gleichung (31), geordnet
nach wadisenden Absolutbetragen, und gilt

EANEA RN P BT A -3 I U=12...n

gl
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so liegen mmdestens J dieser Wurzeln zm abgesdzlossener Krets-
innern

lzl=
l2l=12

(alsb erst recht im Kreisinnern |2|< 14 | )

Denn aus 1= 2. |2]...z-1].|241].. . 2] folgt.
lei§|Zﬂ.|22"_,.|2j_1|.[zj|.}zj+ll...._Iznlz IIZOII ]

Aus Satz 111 ergibt sich (fiir k==n—2) der Satz von FEKETE,?)

dafi die Glezdwng (31) im Kreisinnern
@] +1af+. . - an-s

- fail
.mmdestens n—1 Waurzeln hat, ferner folgende Verscharfung eines
Satzes von LiIPKA :f)

Die Gleichung (31) hat mindestens k+1 Wurzeln im Innern
des Kreises um den Nullpunkt vom Radius

2| <1+

Q=Max‘ 1 _, lGOI'f‘lalH‘ A ’
s A n-k-1 T L a.l
(-
wobei k eine ganze Zahl bedeutet,

O=<k<n—1.

Mindestens eine Wurzel der Gleichung-(31) ]iegt-'also stets im
Kreisinnern
|z|<1+ i‘“'l

§ 3. Eine verwandte Fragestellung.

6. Der zv Beginn des § 2 angefiihrte Satz von CAUCHY legt
die Frage nahe, wann alle Nullstellen des Polynoms (1) sa‘zon zm
Kreisinnern

8).Vgl. Lipka, a a. O.,.S. 78. L
1 e
% Lipka, a. a. O, Satz I, S. 77. Dort steht —,——— an Stelle

k

(=T

von
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(36) 12| < 1 + Max (o], {lgxll o @)

liegen. Hieriiber beweisen wir das folgende Gegenstiick des Satzes II
bei dieser Fragestellung:
Satz IV. Es seien z,, z,,. .., 2, die Wurzeln der Gleichung

f@=a+az+a*+...+a2"=0 (a,+0)
Zeordnet nach wachsenden Absolutbetrdgen :
lal=|al=<...<|z.-1|=]zl,
und k eine ganze Zahl,

(0sk<n——l)

O<k<n—1.

Ferner sei z, die einzige positive Wurzel der Gleidzuﬁg ’

n—k-}l n-k-1 ..
37 z""—( y2— 1) 4224+ 1)=0,
so dap : : ‘ :

n-k-1
n-k-1 no1

n-k-
o< 'Vf—ls( V——l) =
o n-k~1 n-k—l n-k-
S2< 1.+( y2— 1) V’sz
wo das erste Gleichheitszeichen nur fir k=0 und k==n—2, das
2weile nur filr k=0, die ubrzgen nur fiir k——n—2 gelten,

(38)

Wenn
n— k—l 2
(39) =
|Zk+ll+lzk+2| + SR P |2n 1] V——l
oder wenn ,
2 n-k-1 ’

1 1 1
(40) '|?k+|l+|zk+z +ot [Za—1] V_2——-'-1
. \|2k+1'!-lzk+2! Jza- 1|21+ + 5+ + g (O<a<z,)
so liegen alle Waurzeln von f(z)=0 im Krelsmnem

' , Max (|ai|, la\]. ..., |a
Die Ungleichung (39) ist insbesondere erfiillt, wenn hochstens
k Wurzeln im Kreisinnern

2
2| < o ——

y2—1

liegen.
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‘Beweis. Wir setzen zundchst wieder nur die Ungleichung
(19) voraus, zerlegen f(z) wie beim Beweise des Satzes II
und erhalten bei Verwendung. derselben Bezeichnungen wie dort
wieder die Ungleichungen (24). Nun ist wegen a>0 fir O<v=k

|an- 1]+lav 2i+ ATl ]ao]

lavH" =
é(l+(lz+ +.. + ) Max(la‘;l,[all,__'_,(a”[)_é_'

‘ 1 ' '
| g(l‘-]- ‘—5-+;2-+-. .o+ -&7). -Ma)f (]qol, lay], - ..y [.a,,l).
Die Ungleichuhgen (24) gehenvalso in

. ,
{a.,(s ] (1+ + +...+7),-Max(|ao|, {al, ... lad)
O=v=k -
ﬁber, so daf
Max (||, [@], . lakD_S_

(42) ! (1+ LA +-‘—) Max (lau), 1@ . 1)

| '—'8;]- e T . [AEN L o19 ST XY k._
ist. Somit wird | |

(43) Max(|a), |ai], ..., |@|)=Max (|ao, la], . lanl)

sobald

|ﬂol= leHl . |2k+2‘ ‘Zn 1| =14— + + +

d. h. sobald auch die zweite Unglelchung (40).-m1t a>0 gilt.
Dann liegen wegen (43) und ax;y;=a, nach dem Satze von
Cauchy (§2, (13)) alle Nullstellen von: £(@2), also auch von f(z)
im Kreisinnern (41).

Wir zeigen jetzt, daB filr a=z, die zweite Ungleichung (40)
“aus der ersten folgt. Aus dieser erhilt man nimlich auf gleiche
Weise wie im Beweise des Satzes' Il wieder

: L a n-k-1'
18| = (m——] :
' 1
Hieraus folgt die zweite Ungleichung (40) dann, wenn

an—k—l 1 1 . l
)”-k-lglﬁ'?"‘?“}‘...ﬁ“—af (a>0)

(44) ==
(-
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In.(44) ist, wenn wir darin a als verdnderlich ansehen, ftir >0
die rechte Seite eine monoton abnehmende, die linke eine mono-
ton zunehmende - Funktion von a. Die klemste positive Zahl -a,
“die einer Ungleichung der Gestalt (44) genugt, ist daher die em-
zige positive Wurzel 2z, der Gleichung

1

@ e (1 et )

d. h. der Gleichung (37).

Wir leiten jetzt die Ungleichungen (38) ab. Verkieinern (bezw.
vergrofern) wir die rechte Seite von (45), so erhalten wir eine
Gleichung, deren einzige positive Wurzel kleiner (bezw. gréBer) als

oist. Nun istfir 2>0 und k>0 - Kleiner, fir 2>1 .l—'—l=z £
: . z
groBer als die Summe rechts in (45). Somit ist die Wurzel
nok-1 nokl
( V2 — 1) der Gleichung
- _ nok-l o Yn-k-1 -
(45) Zn-k-l=( V’z"_ 1)- —

fiir 0<k<n—1 Kleiner als z,, fiir k=0 ebenso groB; .die po-
sitive Wurzel {, der Gleichung

. n-k-1 n-k-1
47 zn—k—l__zn-k—2=( VE__ 1)
groBer als z,. Es ist {,> 1, da flir 2>1— n_—-l!ftl— die linke

Seite der Gleichung (47) monoton zunimmt und fir 0 <2< 1
negativ ist. Anderseits bestdtigt man leicht, dafi
n-k-1 n-k-1 n-k-
'cogl+( Vi—l) < V‘sz
wobei das Glelchheltszexchen nut filr k=n—2 gilt.

7. Das Gegenstiick des Satzes III bei der gegenwdrtigen
‘Fragestellung lautet :

Satz V. Es seien z;, 2y, .., 2, die Wurzeln der Gleichung

48) f@)=at+az+a;2?+.. . +a,2*=0 (a,$0)
geordnet nadi wacdhsenden Absolutbetrigen :
|2 =2]<. .. =|2.- ,|§;zn
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und k eine ganze Zahl, .
O=k<n—1.
Ferner sei z, die einzige positive Wurzel der Gleidhung
n-k-1 n~k-1 .
(49) z"-l-—( Vf-—l), L@+ 1)=0
Wenn

60) I . B
)2k+zl+|2k+31+ -t 124 J2—1
oder wenn
g n—k—1 a
i = TR ,
61 { Tl it |z| o Vz-1

Ze2 - 2] - |2|21+ + gt A+ w(0<a<zo)

so liegen indestens k+- 1 Wurzeln von f(z)-—O im Kreisinnern _

(52) lzl<1+lvmx(laf’l e, ,[a,,l);'-

!a i
Die Unglelchung (50) ist msbesondere erfillt, wenn hbchstens

k+l ‘Wurzeln 1m Kreisinnern .

2
lzl<$k_-r°*—

Vf—l‘

Der Beweis ist ganz analog zum Beweise des Satzes V.
- Nur ist jetzt f(2) so zu zerlegen wie es beim Beweise des Salzes ll[
geschehen ist.

8. Aus Satz V folgt schlieBlich noch:

Dig Gleichung (48) hat mindestens k+1 Wurzeln im ‘Innern
des Kretses um den Nullpunkt vom Radius

liegen.

' M al, .. laDy
’=M3X,W12—°_ 1+ = (a, llaxl lk‘m,
, V——-l
wobez k eine ganze ‘Zahl ist,
Osk<n—1

und 2, dze positive Wurzel der Gleichung (49) bedeutet.
" Prag, Anfang Juli 1933.

(Eingegangen am 11. Juli 1933, .



