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Ober -Divergenzerscheinungen.-der ‘Lagrangeschen
Interpolationspolynome.

Von Ghza GRi‘JNWALp" in S‘zeged.

Einleitung. 4

PauL DU Bois REYMOND hat das erste Beispiel einer stetigen
(und nach 2z periodischen) Funktion angegeben, deren Fourier-
sche Reihe an gewissen Stellen divergiert!). ‘Einfachere Beispiele
‘stammen von SCHWARZz?) und LEBESGUE®). Die einfachsten, expli-
zite angegebenen, Funktionen dieser Art hat FEJER konstruiert?).

1) P. pu Bors-Reymonp, Untersuchungen iiber die- Convergenz und

Divergenz der Fourier'schen Darstellungsformeln, Abhandlungen der math.-
phys. Classe der K. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 12 (1876), I1. Abt.,
S. I—XXIV und 1—102. NepEr wies.darauf hin, da die du Bois-Reymond-
sche Konstruktion einer stetigen Funktion, deren Fourierreihe dberall dicht
divergiert, nicht stichhaltig ist (L. Nepeg, Uber stetige Funktionen mit iiberall-
dicht divergierender Fourierreihe, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, 30 (1921), S. 153—155), so daB das erste Beispiel einer solchen
Funktion von FEJER stammt. . )
‘ ?) Das Schwarzsche Beispiel steht bei A. Sacas®y, Versuch einer .Ge-
schichte der Darstellung willkiirlicher Funktionen einer Variablen durch trigo-
‘nometrische Reihen, Zeitschrift fir Math. und Phys., 25 (1880), Historisch-
literarische Abt., Supplementheft, S. 220—276, insbesondere S. 271.

3) H. LeBEsGUE, Legons sur les séries trigonométriques (Paris, 1906),
S. 84—89. '

4) L. FEJER, @) Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter Fourier-
reihe, Journal fiir die reine und angewandte Math., 137 (1909), S. 1-5;
b) Eine stetige Funktion deren Fouriersche Reihe divergiert, Rendiconti del
Circolo Mat. di Patermo, 28 (1909), S. 402—404; c) Lebesguesche Konstanten
und divergente Fourierreihen, Journal fiir die reine und angewandte Muth,,
138 (1910), S. 22-53; d) Sur les singularités des séries de Fourier de fonc-
tions continues, Annales de I’Ecole Normale Supérieure, (3) 28 (1911), S. 63—103.
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Bei der Konstruktion stetiger Funktionen mit divergenter Fourier-
reihe spielen nach einer wichtigen Bemerkung von LEBESGUE die
Grofien

zn

1. sm(ﬂ—i—‘/z)t _
Q"_Z_no ! Sln'/z (n=12..)

eine entscheidende Rolle; man nennt diese GroBen die Lebesgue-
schen Konstanten. FEJER hat gezeigt’), daB dieselben wie logn
ins unendliche wachsen; genauer, daB

‘ & 4
(1 logn = nt?

(> c0).

Man kennt auch stetige Funktiomen, deren Fourierreihe an
unendlich vielen Stellen divergiert (und zwar so, daB die Partial-
"summen nicht beschrinkt sind); man kann sogar abzdhlbar un-
endlich viele Divergenzstellen (bzw. Unbeschranktheitsstellen) beliebig
vorschreiben (s. die unter *) angefilihrten Arbeiten von FEJER).
‘Solche Funktionen kann man, unter Benutzung der Relation (1),
auch mit Hilfe der bekannten Methoden zur Verdichtung der
Singularitaten®) konstruieren. STEINHAUS hat gezeigt’), daB sobald
die Menge der Unbeschrdnktheitsstellen der Fourierreihe einer
stetigen Funktion iberall dicht liegt, dann besitzt sie sogar in
jedem Intervall die Mdditigkeit des Kontinuums. Von NEDER stammt -
schlieilich ein Beispiel einer stetigen Funktion, deren Fourierreihe
auf einer Punktmenge divergiert, die perfekt (also ebenfalls von
der Michtigkeit des Kontinuums) und nirgends dicht ist®). Die -
Frage, ob es eine stetige Funktion gibt, deren Fourierreihe iiberall,
oder wenigstens auf einer Menge von positivem Maf divergiert, .
blieb aber bisher ungeldst.

Die Partialsummen der Fourierreihe stehen in weitgehender
Analogie mit den zu den Tschebyscheffschen Abszissen gehorigen

9 a a 0.9

€) Vgl. z. B: S. Banace und H. Steingaus, Sur le principe de la con-
densation de singularités, Fundamenta Math., 9 (1927),.S. 50—61.

7 S. in der Dissertation von L. NEDER, Zur Konvergenz der trigono-
metrischen Reihen, einschiiefilich Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise
(Gottingen, 1919), S. 26.

8 a. a. 0. ).



1

Divergenzerscheinungen der Interpolationspolynome. 209

Lagrangeschen Interpolationspolynomen®). Diese Abszissen sind -

(k—1)n
2n

die Nulistellen des Tschebyscheffschen Polynoms n-ter | Ordnung

@) x{" = cos (k=1,2,...,m)

3) T, (x) =cos (n arc cos x). ,
Falls kein MiBverstindnis zu befiirchten ist, werden wir bei x{
(und auch bei den entsprechenden weiter unten zu definierenden
Ausdriicken) die oberen Indizes fortlassen. Auch schreiben wir x,
in der Form K

. 2k—1
xé:C0519k., '3‘7‘:'3',(‘):—. —2n——n
Es ist offenbar 1 >x>x>...>x,>—1.

Es sei . _
mn T k+18ind, T,(x)
(4) Ik (x)_‘lk( )(x) - (x_xk) T,: (xk) _—('—1) IT _x;z:’

ist dann f(x) eine im Intervall —1 =x=+1 definierte Funktion,
so liefert die Lagrangesche Interpolationsformel

© LW=LIf0)=2 fxLe 7

dasjenige Pdlynom vom hochstens (n—1)-ten Grade, welches an
den Stellen x, ) X+ oy X, Mit f(x) tibereinstimmt. Die ‘Polynomfolge

(6) Lf(x), LlfXx), ..., LIf(x), ...

nennen wir die zu den Tschebyscheffschen Abszissen gehorige.
(Lagrangesche) Interpolationsfolge von f(x).

In der Untersuchung der Divergenzmdglichkeiten der Folge
(6) spielen die Funktionen :

L3

(7) ()= 2 |L()]

. . k=1 \
dieselbe Rolle, wie die Lebesgueschen Konstanten bei- der analo-

9) Wegen dieser Analogie haben einige Forscher die Fouriersche Reihe
und die zu den Tschebyscheffschen Abszissen gehorige Lagrangesche Inter-
polation parailel untersucht. S. z. B. G. Faser, Uber stetige Funktionen (zweite
Abhandiung), Math. Annalen, 69 (1910), S. 372—443, insb. § 9, wo interes-
sante Tatsachen iiber die Frage der Aquikonvergenz bewiesen werden.

14
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gen Frage fir Fourierreihen. In' § 1 werden wir die Abschidtzung
' 1
® 4,(x) = — | T.(x)|logn—c, (x)

herleiten, wobei wir mit c,(x), ca(x), .. ., ¢(x) nur von x abhingige
positive Zahlen bezeichnen. Daraus folgt, daB die Folge 4,(x),
A4(x), ..., 4,(x),... in keinem Punkte x beschrdnkt ist!®), da sonst
die Folge Ti(x), T3(x),..., T,(x),... gegen Null konvergieren
wiirde. Nach einem Satz von HAHN!!) ergibt sich also, daB es zu
jedem Punkt x, im Intervall —1<x=<+41 eine im selben Inter-
vall stetige Funktion f(x) gibt derart, daf die Interpolationsfoige
(6). von f(x) fir x=2x, divergiert und sogar nicht beschrdnkt ist.
Durch die bereits erwdhnten Methoden zur Verdichtung der Sin-
gularititen kann man sogar fiir jede im Intervall —1=x<+1
gelegene abzdhlbare Punktmenge E eine fiir —1<x=<+41 stetige
Funktion konstruieren, so daB die Folge (6) in jedem Punkte von
E divergiert, bzw. unbeschrankt ist.

Wir werden nun in dieser Arbeit viel mehr beweisen, ndm-
lich die oben erwihnte, auf das Vorhandensein einer Divergenz-
menge von positivem MaB beziigliche, fiir die Fourierreihe einer
stetigen Funktion ungeloste Frage bei der zu den Tschebyschefi-
schen Abszissen gehdrigen Lagrangeschen Interpolation in posi-
tivem Sinne beantworten. Wir werden sogar den folgenden Satz
beweisen : _

1. Es gibt eine im Intervall —1<x=-+1 stetige Funktion
f(x), deren zu den Tschebyscheffschen Abszissen gehirige Lagrange-
sche Interpolationsfolge im Intervall —1<x<+1 fast iiberall -
divergiert, ja sogar fast iiberall unbeschrdnkt ist.

Die Funktion f(x) werden wir bis auf eine unbekannte Kon-
stante (von der nur die Existenz bewiesen wird) effektiv angeben.
Wir werden ndmlich zunichst folgenden Satz beweisen:

1. Man kann zwei im Intervall ~~1<x=<-1 stetige Funk-
tionen g(x) und h(x) angeben, so dap, fiir eine beliebige Stelle
Xo3F=—1 des Intervalls, entweder die zu den Tschebysdheffschen
Abszissen gehdrige Lagrangesche Interpolationsfolge von g(x), oder

1% Das gleiche habe ich auch fiir Interpolation an den Nulistellen der
Jacobischen Polynome bewiesen. .

1) H. Haryn, Uber das Interpolationsproblem, Math. Zeitschrift, 1 (1918),
S. 115—142.
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die entsprechende Interpolationsfolge von h(x). fir x=Xx, eine un-
beschirdnkte Zahlenfolge ist.

Aus diesem Satz werden wir dann Satz | herlelten, indem wir
zeigen, daB es eine reelle Zahl 2 gibt derart, da f(x) = g(x) + 2A(x)
die im Satz I behauptete Beschaffenheit besitzt.

Zum Beweis des Satzes II bendtigen wir anstatt (8) eine
scharfere Ungleichung, die wir in § 2 beweisen werden. Diese

- Ungleichung bezieht sich auf die Summe, die aus (8) entsteht,
indem man diejenigen ,Grundfunktionen“- /,(x) weglift, die zu
Abszissen x, gehoren, welche bei einer dquidistanten Einteilung des
Intervalls —1=<x=-+1 im selben Intervall wie die Stelle x, oder
in einem Intervall rechts davon liegen. (Der Einfachheit halber
werde ich nur die Glieder mit ungeradem Index behalten, da diese
konstantes Vorzeichén besitzen.) Die Abschitzung gilt nicht nur
in n, sondern auch in der Anzahl m der Teilintervalle gleichméaBig;
dieser Umstand bewirkt es, daB wir einen Divergenzsatz filr sdmt-
liche Stellen des Intervalls (—1, + 1) erhalten. DaB wir statt einer
Funktion zwei Funktionen g(x), A(x) auf einmal zu betrachten
haben, kommt davon, daf§ in der erwdhnten Ungleichung (ebenso
wie in (8)) der Faktor |7,(x)| auftritt, und dieser wird fiir ge-
wisse x und n klein.
. In § 3 beweisen wir einige weitere Hilfssitze ; die Konstruk-
tion von g(x) und hA(x) und der Beweis der Satzel und I bildet
den Inhalt von § 4.

§ I. Untere Abschéitzung der Summe der absoluten
Betrdge der Grundfunktionen.

Wir betrachten zunichst die Summe (7) an einer Stelle x
mit x,<x=1, die von X, X;,..., X, verschieden ist. Es sei »
/der kleinste Index mit x,<x; da sind, fir jedes k und.
x—x,=x—cos , fiir k= positiv ist, so folgt aus (4) fiir k=1,
v+1,...,n

T, (x)l sin 9,
@)= X —cosd,
also
|IT.(0)| $__sind,
©) A (X) = n k=Zv X—cosd,

14*
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Nun is aber, wie man aus

, d [ sind |  sq_
(x—cosd) Fg(m)_cosﬁ(x—-cosﬁ)—sm I =

=xcos3—1=<0_

. in 9 . . .
entnimmt, —x—_s_lzo—g- eine abnehmende Funktion von &; also ist

N < sin &, J sin 3
n %, =

=i X—CO0s X— cos&

=log(x+1) log(x——cosﬂ,,)z

, 1
=log m—ﬂog(x—{—l)l_log pa—y —G(x).-
Hier ist abér, falls »>1, O<x—x,;<x,,-1—x,,<3,,—3,‘_‘1:_%

(dé fiir n=a> g=0die Ungleichung cos #—cos @ < @ — 8 besteht,
wie z. B. aus der geometrischen Bedeutung des Kosinus
hervorgeht) ; das gleiche gilt auch fir »==1, da dann x—x, <

gl—x1§8;—0<—:-.. (In diesem Falle konnte man auch eine

viel schirfere Ungleichung beweisen.) Also gilt wegen (9) und
I T.() =1

L@z 1T [los & — a2 17, logn — (),

d. h. Ungleichung (8) mit _cl(x):—ly;—(cg(x)—i—logn). Diese Un-

- gleichung gilt offenbar auch fiir X==X1, Xay + o0y X,
Nun sei —1 <x<x,=<0; dann ist
IT(x)l sind,
£(x) | = s T—x

_l];(x)l 5 sind,

A X) =
(%) n = cosd—x"'
sin & . . . .
da ————— eine wachsende Funktion von + ist, so gilt.
cosd—x : iR
Sn
T~ sin 3, sind

A s g—x _0 Coss_xd&:log(l'—x)—l»og(cos&n—x)g

1 —n

x, + 1 =log -
)

=log =log ] 5 =log

cos 4, —x X, —



Divergenzerscheinungen der Interpolationspolynome. 213

wegen x,,—xgx,,+|§n—3,,<—jll; d. h. die Ungleichung (8)
gilt auch jetzt -
Herr SzEGO hat mir freundlicherweise mitgeteilt, daf man

(8) auch ohne Integralabschidtzung, durch Vergleich mit der har-
monischen Reihe, beweisen kann.

§ 2. Untere Abschidtzung der Summe geeigneter
Grundfunktionen.

Es sei —1 <x=+ 1; zerlegen wir das Intervall — 1 < x <+ 1
in m gleiche Teile und rechnen wir jedem Teil den rechten End-
punkt hinzu, den linken aber nicht. Es sei x im (u+ 1)-ten Teil-
intervall enthalten (von links gerechnet; u=0,1,2,..., m—1).
Wir betrachten diejenigen ungeraden Werte von k, fiir welche x,
im ersten, zweiten, ..., oder u-ten Teilintervall liegt. Wir nehmen
an, daf es solche Werte von k gibt; dazu geniigt es, daf x, und
x,_1 zum ersten Teilintervall gehdren, x aber nicht; also, dafl

2 B
n-1 — : N
14X,y m<1+x

Wegén 14 Xp 1 =cosIp.1—COSAETT — 8 <% geniigt es also,
wenn m die Ungleichung

=

_ T+x ~M=73
erfiillt, was -wir voraussetzen werden.

Es sei also 27+ 1 der kleinste ungerade Index, fiir welchen
X2y4+1 in einem der ersten u Teilintervallen liegt und betrachten
wir die Summe 1

%]

Asm)= 2 k(X))

egen (4
b2 .w gen () sind2i1 Tu(X)
n X —X2k41-
fir die betrachteten Werte von k dasselbe Vorzeichen wie 7,(x)
besitzt, ist zugleich

‘n-1 n-1

= 5]
10 aem=| > St L@\ > )

=, Xx—cosdy,1 I

Lk s1(X) =
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Durch dieselbe Abschdtzungsmethode, wie im vorigen Pa-
ragraphen, erhalten wir
n-1]
I
T.(x sin & sm&

o my= T S _Sees o 7 >|f

=, x—cos '32k+

vt
- : —LI-T(x)l(lo —1——-c2(x))'
- 2ar g X—X2v+1 ’

. T 6 2
nun ist aber »>0 (da x, wegen 1——x,<191:2—r7<7gH
gewil im letzten Teilintervall liegt), also
0<x’—x2v+l:(x_x2v—l)+(x2v—l—x20+l)<
‘ 2 2 2= 2 9 5

<7n—+32v+1—"92v-1——E+T<F+°H—§F,
daher gewinnt man wegen {7, (x)|< 1

A(x; m)z |T(x)|(log c,(x)')gz—l—lT,,(xHlogm—cs(x)f

2

~ Wihit man G(x)= (cg(x)+log5) so, daB c3(x)22 logl+x

ausfalle, so gilt diese Ungleichung auch fiir m < 1_*2_ falls dann
unter 4 (x m) Null zu verstehen ist; also gilt ftir —1 <xs+l

mg—B—

(1) 3,006 m) 2= |T, (x)| log m—c3(x).

Diese Ungleichung ist unser Haupthilfsmittel beim Divergenzbeweise.

§ 3. Weitere Hilfssdtze iiber Tschebyschefische Abszissen.

Eine Tschebyscheffsche Abszisse n-ter Ordnung, d. h. eine -
Nullstetle von T,(x), ist zugleich eine Tschebyscheffsche Abszisse
3n-ter, 5n-ter, ..., (2v+ 1) n-ter,... Ordnung. In der Tat ist

2k—1 (2k—1)(2'u+1) 2K —1

S TS S T I D "

mit A
K=Qv+ 1) k—w,
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und flir 1<<k=n ist

l<v4+1=2v+1)—rv=Fk s(2v+ l)n-—vs(2fu+ 1) n.
Daraus ergibt sich sogleich der

_ Hilfssatz 1. Es seien &,&,...,& Tschebysc/zeffsche Abs-

zissen und zwar bzw. ni-ter, ny-ter, ..., n.-ter Ordnung, wobei
n, N, ..., 0 entweder simtlich ungerade, oder simtlich gerade aber -
nicht durch 4 fteilbar sind'?). Es sei n die kleinste gemeinsame Viel-
Jache von ni, ny, ..., n.. Dannsind §,8,,...,§ sdmtlich Tscheby-
scheffsche Abszissen n-ter Ordnung.

In der Tat, n ist offenbar eine ungerade vielfache sowohl
von n,, wie auch von n,, ns, ..., n,.

Hilfssatz 2. Es seien &,&,..., & verschiedene Zahlen
und zwar sei & eine Tschebyscheffsche Abszisse n,-ter Ordnung
(s=1,2,...,1), wo ny, n,, ..., n, entweder simtlich ungerade, oder
sdmtlich gerade aber nicht durch 4 fteilbar sind. Es sei n die
kleinste gemeinsame Vielfache von ny, n,,..., n.. Es seien ferner
Ty Moy - o+ e beliebige Zahlen mit 0<n, <\ fir s=1,2,...,1
Dann gibt es ein Polynom P(x)von hochstens (2n—1)-tem Grade, .
welches fiir —\<x=<+41 der Ungleichung 0< P(x)=<1, ferner
den Interpolationsbedingungen P(&)=mn, P(&)=mn, ..., PE)=1;
genligt.

In der Tat, &, Ez, ..., & sind laut Hilfssatz 1 Tschebyscheff-
sche Abszissen n-ter Ordnung. Es seien ..y, §r42,.. ., §: die iib-
rigen Tschebyscheffschen Abszissen n-ter Ordnung und es sei

Ner1==Npys=...=17n,=0. Dann geniigt fiir —1=x=<1 die
durch die Bedingungen _
(12) PE)=mn, P&G)=m,..., PE)=m,

bestimmte Fejérsche Treppenparabel, d. h. dasjenige Polynom von
héchstens (2n—1)-tem Grade, welches die Bedingungen (12),
ferner die Bedingungen

PE)=PE)=...=PE)=0

erfiillt, laut einem Satze von FEJER'®) auch der Ungleichung
O0=P(x)=<1; also gilt fiir P(x) die Behauptung des Hilfssatzes 2.

12) Offenbar gilt die Behauptung allgemein, wenn ny, i1s,...,n, den
gleichen Parititsgrad haben; daher gilt dasselbe auch fiir Hilfssatz 2.

13) L. Frsir, Uber Interpolation, Nachrichten der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gébttingen, 1916, S. 66—91, insbesondere Theorem lil, S. 7_§.A_;r
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Hilfssatz 3. Es seien n und n’ teilerfremde ungerade
Zahlen. Ist § eine Tschebyscheffsche Abszisse zugleich von n-ter
und m'-ter Ordnung, so ist §=:0. Ist & eine Tschebyscheffsche
Abszisse zugleich von 2n-ter und 2n'-ter Ordnung, so ist entweder

- 1 -
E=_—, oder E== ——.1
2 P
In der Tat ist im ersten Falle (wegen (2))
E— cos 2k—1 os 2k —1 .
=S T e 2n’

(Igk=n; l=sk<n’),
also ist
' 2k—1 2K —1
2n  2n
ein echter Bruch; auf reduzierte Form gebracht ist sein Nenner
ein gemeinsamer Teiler von 2n und 2n’; daher ist der Bruch

gleich % , also

{
E:cos—%—nzo.

Im zweiten Falle ist

k=1 2k—1_
4n “4n

(1=k<2n; 1<k <2n),

&=cos

also ist '
2k—1 2k —1
4n ~  4n’
wiederum ein echter Bruch mit einem Nenner, der gemeinsamer
Teiler von 47 und 4n’ ist und offenbar nicht 2 sein kann; daher

ist der Nenner 4, der Bruch selbst —i— oder —%—, also -
£ = cos A oder t;* cos 3 n —:——‘—l_
) 47 ¥z - 477 Ty

4y Hilfssatz 3 istim bekannten Tatsache enthalten: haben n und n' die
gleiche Paritdtsgrad, so ist eine gemeinsame Nullstelle von T,(x) und- Ty (x)
2ugleich eine Nullstelle voan Ti(x), wobei d den gréfiten gemeinsamen Teiler
von n und n' bedeufet. '
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§ 4. Konstruktion von stetigen Funktionen mit
divergierender Interpolationsfolge.

Es sei 6, das Maximum der durch (7) definierten (stetigen)
Funktion Z4,(x) fiir —1=<x=<1 und e(n) der groBte unter den
‘Werten ¢,, a,, ..., 0,. Dann ist offenbar ¢(1)<e(Q)=<...=<o(n);
ferner ist, wegen 4,(x”)=1, ¢(n)=0,=1. Fir eine beliebige
Funktion f(x), die fir —1<x=<1 der Ungleichung —1<f(x) <1
geniigt, gilt wegen (5) fiir »<n und —l1<x=<1

LU@IIS 3 B0 =) = 0.5 0@

Es sei nun py, p,, ..., p,,... die (wachsend geordnete) Folge
der Primzahlen von 5 an, d. h. p,=5, p,=17, p;=11,... Wegen
>3, p,>6 und pry,>p.+6 gilt aligemein'®) p,>3r. Es sei

ferner my, m,,...,m,,... eine Folge natiirlicher Zahlen, die fiir
r=2 die Ungleichungen

(13) logm.>4"0(2p2m, _,)

und .

(14) P, Z=4PpiDs - . Prm,_,

erfilllen. Die Existenz einer solchen: Folge ist klar; in der Tat, es
sei etwa m,=—1 und, falls m,., bereits bekannt ist, m, die
kleinste ganze Zahl, die den (offenbar fiir geniigend groBe m,
giiltigen) Ungleichungen (13) und (14) geniigt. Ersichtlich ist
m<m<...<m.<..., sogar m.>2m,_y.

Wir definieren. nun zwei Polynomfolgen P,(x), P:(x),...,
P.(x),... und Qi(x), Q:(x),..., Q- (), ... wie folgt. Wir teilen das
Intervall —1<x<1 in m, gleiche Teile (der rechte Endpunkt
wird jedesmal dem Teilintervall zugerechnet, der linke aber nicht).
Wir - nennen Abszissen erster Art diejenigen Nullstellen von un-
geradem Index des Tschebyscheffschen Polynoms p. +i1-ten Ord-
nung, die im ersten Teilintervall (von links) liegen, ferner diejenigen
Nulistellen von ungeradem Index des Tschebyscheffschen Poly-
noms p, ,»-ter Ordnung, die im ersten oder zweiten Teilintervall

15) Die Ungleichung p.,, =p, +6 folgt daraus, daB von den sechs
konsekutiven Zahlen p,, p,+ 1, p,+2, p.+ 3, p,+ 4, p.-+ 5 héchstens zwei
Primzahlen sein konnen. Statt der Primzahlen konnte py, po,..., pr,... eine
beliebige wachsende Folge von je zwei teilerfremden ungeraden Zahlen sein,
fir die die Ungleichung p, > 3r gilt.
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liegen usw., allgemein diejenigen Nullstellen von ungeradem Index
Pm +u-ter Ordnung, die im ersten, zweiten, ..., oder u-ten Teil-
intervall liegen (=1, 2,..., m,), aber jedesmal die etwaige Null-
stelle 0 ausgenommen. Alle fibrigen Nullstellen der Tschebyscheff-
schen Polynome pn -ter, pm i1-ter, pm _+2-ter, ..., pam -ter Ordnung,
darunter auch O, sollen Abszissen zweiter Art heilen. Laut Hilfs-
satz 3 sind die Abszissen erster Art von den Abszissen zweiter
Art vérschieden; also konnen wir laut Hilfssatz 2 ein Polynom
P,(x) bestimmen, welches fir —1<x<1 der Ungleichung
0< P (x) <1 geniigt, an den Abszissen erster Art den Wert 1,
an den Abszissen zweiter - Art den Wert 0 annimmt und dessen
Grad (wegen (14)) hochstens

2P, P41 - -+ Pome—1 < P,y

betragt. Analog nennen wir Abszissen dritter Art diejenigen Null-
stellen von ungeradem Index des Tschebyscheffschen Polynoms
2pm +u-ter Ordnung, die im ersten, und zweiten, ..., oder u-ten

Teilintervall liegen (x==1, 2, ..., m), die etwaiger Nulistetlen + V]—_z_

. jedesmal ausgenommen ; alle iibrigen Nullstellen der_Tschebyschéff—
schen Polynome 2pn -ter, 2pm s1-ter, 2pm sa-ter, ..., 2pam -ter

Ordnung, darunter auch _—l:%, heiBen" Abszissen vierter Art. Die
Abszissen dritter Art sind laut Hilfssatz 3 von den Abszissen
vierter Art verschieden; also konnen wir laut” Hilfssatz 2 das Po-
lynom Q,(x) derart bestimmen, -dab es fir —1<x<1 der Un-
gleichung 0< Q,(x) <1 geniigt, an den Abszissen dritter Art den
Wert 1, an den Abszissen vierter Art den Wert 0 anmmmt und
sem Grad hdchstens gleich

4pmrpm,.+l . Dem, — ]< p,“,*}
ausfillt. Setzen' wir '

(15) “n=1, % =002 Pp2m,_ 1) fiir r_2 3,-
und bilden wir die beiden Reihen
Y. . 4‘?’. x m . x
16 g@H=3 h(x)=29—,(—).
r=1 27, r=1 2 T, -

Wegen 0<P,(x)<1, 0<€Q,.(x)<1 sind fir —1<x<1 beide
Reihen gleichmafiig konvergent, die Funktionen g(x), h(x) stetig
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im Intervall —1 <x<1 und es giit
0<g(x)<1, 0Lh(x)L.
Betrachten wir nun_die zu den Tschebyscheffschen Abszissen

gehorigen Interpolationsfolgen )
an - Lilg()) L[gX)]-..., L[gX] -,
(18) Li[h(x)], L[r(X)], ..., L.[A(¥)], . ..

von g(x) bzw. h(x). Es sei x eine beliebige feste Zahl mit
—1<x<1. Wir zeigen, dab eine der Folgen (17), (18) divergent,
Jja sogar unbeschrdnkt isi. _

Teilen wir das Intervall (—l +1) in m, gleiche Teile (die
Teilpunkte solien jedesmal dem von ihnen links gelegenen Teil-
-~ intervall zugezdhlt werden); ‘es sei x im (u,+1)-ten Teilintervall
enthalten (y,—O 1,2,...,m—1) und es sei n,= pm 44, So er-
halten wir eine (naturllch von x abhangxge) Folge ny, ny, ..., n,,...
von natiirlichen Zahlen. Wir betrachten die Teilfolgen

Lo [g(®), Lulg@] ..., L, [g()), -
bzw. '
f Lan [1(%)], Lang[R(X)], ..., L2n [R(X)], - .-
von (17) bzw. (18).

Es ist wegen (5) und (16)
(19) L, [g(x)]_Z‘ o8 L [Ps (x)]—E + 2+ 3,

1

fecd

(20) Loy, [h(x) =2

Lz,, [Q,,(x)] —2’+2'+23',

wobei
r-1 1 , T or-1 1
El = t Lnr [F)8 (x)]’ zl = s L2 By, [Q" (x)]’
=1 2'7 = 20
1 1
== 2= L2n [Q-()],
= D> — L Ps ®) 3= 2 — L2, [Qs ()]
s=r+l 2’z s=r+1 Ts
Nach Konstruktion sind aber fiir s=1,2,...,r—1 die Polynome "

P (x), Qs(x) von hochstens pm < pm, < N tem Grade; daher ist

Lo [P0 =Pufx), Lon, [Q(]=Qux),
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und also
r-1 r-1

@) 0g5=3 0 comcn, 0ox=31 2B <<
s=1 8 v s=1 8

Andererseits ist fiir s>r+41 wegen n,<2n,<'2pg.,.r§2p2,,.8_1
und (15) '

L [P £ 0@P2m,_ ) =) |L20, [Qe(x)] | S 0CP2m,_}) =7,
also ,
e ) ) - 1
(22) PARDA A S
: s=r+l 2

Endlich ist wegen (5)

Lo [P (0] = 2 ™ () Pr (™),
2n,

Lo [Q-(0)]= 2 1™ (x) Qr(xi"").

Nach Konstruktion von P,(x), Q.(x) st aber P, (x4 ))—1 oder 0
und Q,(xiz" ))—1 oder 0, je nachdem x") eine Abszisse erster

oder zweiter Art, bzw. x{2") eine Abszisse dritter oder vierter Art
ist; also ist L, [Pr(x)] bzw L, [Q:(¥)], abgesehen eventuell von

(2n,) =+
gehdrlgen
7z eeorieen)

Glieder gleich einem Summe, deren absoluter Betrag nach (10) durch

einem bzw. zwel (zu x5 =0 bzw X

l,.r(xT; m,) bzw. 22,.,'(x; m.) angegeben und wegen mr<—p§" =

n, 2n,
= 3 < 3

Falle u, =1 An (x; m,) = Aa, (x; m.)==0 definiert wurde). Da aber
_ nach einem Satze von FEJER!S) fiir jedes k und n

| (x) < V2

durch (11) abgeschitzt wird (man beachte, da8 im

be;steht, SO ist _
1L, 1P| Z 5 1T, (] 108 me— e4(0) — V2,
|L2o, [Q (11 2 5= | Ton, ()| log m, — (1) — 22,

16) L. Feskr, Lagrangesche Interpolation und die zugehodrigen konju-
gierten Punkte, Math. Annalen, 106 (1932), S. 1—55, insb. Formel (28)."
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also wegen (13), (|5) und 27,21
IEI> — | T, (%) 2" — cu(x),

|22 !> 71 T2n, (9127 —cux)
und endlich wegen (19), (20), (21), (22)
[ Ln, [g(x)]l> — |70, ()] 27— (%),

(Lon, (RN 2 3] T, ()] 2" —65(0).

,  Wiren nun beiden Folgen (17) und (18) beschrinkt, so
wiirde. hieraus
- Ty (x)—»O T2, (x)~0 (r—+o0)
folgen was wegen (3)
cos (n, arc cosx) 0

und - :

cos (2n, arc cos x) = 2 cos® (n, arc cos x)— 10
.bedeuten wiirde, was ersichtlich unmdglich ist. Somit haben wir
. .die den Folgen (17), (18) beziigliche Behauptung und damit den
in der Einleitung ausgesprochenen Satz Il bewiesen.

Um. Satz 1 zu beweisen, betrachten wir fiir jedes reelle 4
die zu den Tschebyscheffschen Abszissen gehorige Interpolations-
folge der Funktion fi(x) = g(x)+Ah(x). Es sei E; die (Borelsche,
- also meBbare) Menge derjenigen Punkte x, —1<x<1, fiir wel-
che diese Interpolationsfolge beschriankt ist. Fiir 2<tu sind die
Mengen E; und E, fremd; in der Tat, wiirde x, ein gemeinsamer
Punkt von E; und E, sein, so wiirde im Punkte x, sowohl die
Interpolationsfolge von. fi(x), wie auch die von f.(x) beschrankt
~ sein, also auch die Interpolationsfolgen der Funktionen

Sl lfy(x) uf;.(X) _ Si)—fu(x)
gt =5 =E h =502
die sich aus den lnterpolatlonsfolgen von fi(x) und f.(x) linear
zusammensetzen ; dies wiirde aber dem Satz Il widersprechen.
Also .gibt es hochstens abzidhlbar viele Mengen E; von positivem
Mag, und so gibt es einen Wert von 4, fiir den E; eine Null-
menge ist. Damit ist auch Satz I bewiesen.

(Eingegangen am 20. Februar 1935.)



