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Uber die Gesamtheit der charakteristischen Funk-
tionen im Hilbertschen Funktionenraum.

Von BELA V. Sz. NAGY in Szeged.

Einleitung.

Bedeute 9t ein endliches oder unendliches Intervall auf der
x-Achse. Die monoton wachsende Funktion a(x) erzeuge auf M
einen Lebesgue—Stieltjesschen MaB- und Integralbegriff.

Wir betrachten den Hilbertschen Funktionenraum &, aller
solchen auf P definierten Funktionen f(x), welche in Bezug auf
diesen MaBbegriff meBbar sind und fiir welche

Jir@rde

endlich ist. Die Dimension von £, kann endlich oder abzahlbar
unendlich sein. Es ist wohfbekannt, daB der, abstrakte gleichviel-
dimensionale Hilbertsche, Raum $ eineindeutig, linear und iso-
metrisch auf €, abbildbar ist. Unter der Isometrie dieser Abbildung -
versteht man bekanntlich Folgendes: Sind ¢, und ¢, irgend zwei
Elemente von § und sind ¢,(x) und ¢,(x) die ihr entsprechenden
Funktionen in £,, so gilt

@ 9) = [ 9:.(x) 72 00) da ().

Diese Abbildung ¢~ ¢(x) nennt man auch eine Verwirkli-
chung des abstrakten Hilbertschen Raumes durch -den melir kon-
kreten Funktionenraum £,.

Ist m eine (im zugrunde gelegten Lebesgue — Stieltjesschen
" Sinne) meBbare Teilmenge!) von M, so gehort die charakteristi-

1) Unter einer mefbaren Menge werden wir nur eine solche verstehen,
die ein endliches MaB hat.
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sche Funktion von m, d. h. die Funktion

fx) =

fiir x€m
fiir x€W—m
zu .
Es kann nun die folgende Frage aufgeworfen werden :
Welche notwendigen und hinreichenden inneren Eigenschaf<
ten’ muB eine  gegebene Teilmenge § von § besitzen, damit § °
derart durch ein @, verwirklicht werden kann, daB § bei dieser
Verwirklichung gerade in . die Gesamtheit der charakteristischen
Funktionen aus &, tibergehe.
Bevor wir eine Antwort auf diese Frage geben, fiihren wir
eine nfitzliche Bezeichnung ein. Gilt fiir beliebige zwei Elemente

¢, und ¢, aus $ die Gleichung (q1, ®.) = (p1, 9:) =|@[% so
schreiben wir

P <.
Es gilt also immer ¢ <¢. Haben die Beziehungen ¢, <¢, und
¢, <¢, gleichzeitig statt, so folgt leicht, daf ¢, gleich ¢, ist.

§ 1. Die Bedingungen und ihre Notwendigkeit.

Sei V) eine gegebene Teilmenge des endlich- oder abzdhlbar
unendlichviel-dimensionalen abstrakten Hilbertschen Raumes . Das
allgemeine Element von © werden  wir .mit ¢, die Elemente von }
aber mit kleinen lateinischen Buchstaben (f, g, h usw. und Indizes)
bezeichnen. Damit es eine solche Verwirklichung von § durch ein
&, gebe, welche §) gerade in die Gesamtheéit der in &, enthaltenen
charakteristischen Funktionen iiberfiihrt, ist notwendig und hin-
reichend, dap fiir § die folgenden Bedingungen erfiillt seien:

I. b spannt'  auf, d. h. es liegen die Lineafausdriicke der
Elemente f von Yy in © iiberall dicht;

Il. Der Unterschied f—g ist dann und nur dann in Y ent-
halfen, wenn g <f gilt ;

lIl. Es gibt zu jedem Elementenpaar f g ein solches Ele-
mentenpaar h, k, fiir welches f+-g=h-+k und h<f, h<g;

~IV. b ist abgeschiossen im Sinne, daf der Limes jeder kon-
vergenten ,,monotonen“ Folge f, (f, <f.,..) zu b gehort. '

‘Beweis der Notwendigkeif. Nehmen wir nun an; daB b bei
einer Verwirklichung von 9 durch ein &, in die Gesamtheit der
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charakteristischen Funktionen iibergeht. Da die charakteristischen
Funktionen offenbar £, aufspannen, mub auch I giiltig sein.

Es sei nun f<g und es seien f(x) und g(x) diejenigen
charakteristischen Funktionen, in welchef und g iibergehen. Dann ist

[10 g0 da) = (f, ) =1t = | If(x) P da(x),
also i} ‘
[ 79 86 da() =] f9 da(o).
;m m .

Es muB also

‘ f(x)(1—g(x))=0
gelten, woraus f(x) < g(x) folgt. Ist umgekehrt eine charakteristi-
sche Funktion g(x) groBer als eine andere, f(x), und sind g bzw.
f ihre Entsprechenden, so mufi offenbar f< g gelten.

‘ Die Notwendigkeit von II folgt also daraus, daf g(x) —f(x)
dann und nur dann eine charakteristische Funktion ist, wenn
f(x)=<g(x) gilt. Es gehdren ferner mit irgend zwei charakteristi-
schen Funktionen f(x) und g(x) auch inf {f(x), g(x)} =A(x) und
sup{f(x), g(x)} =k(x) zu der Gesamtheit der charakteristischen
Funktionen und es gilt f(x)+g(x)=h(x)4+k(x). Es mubB also
auch III notwendig gelten. _

Ist endlich die monoton wachsende Folge f,(x) von charak-
teristischen Funktionen im Quadratintegral-Mittel konvergent, so
ist ihr Limes offenbar auch eine charakteristische Funktion, woraus
auch die Notwendigkeit von IV folgt.

§ 2. Einige Folgerungen aus den Bedingungen I—1V.

Wir setzen im Folgenden voraus, daf fiir eine Untermenge
b des Hilbertschen Raumes $ die Bedingungen [—IV erfiillt sind.
Die Aufgabe dieses Paragraphen ist einige Folgerungen dieser
Bedingungen zusammenzustellen.

. Gehort mit zwei Elementen, f und g, auch die Summe f-+ g

2u h, so ist f<f+g und es gilt f1 g d. h.: (f, £)=0).

Dies ist eine unmittelbare Folgerung von Il und der Defi-
nition des =-Zeichens.

2. Sei' h das durch die Bedingung 111 dem Elementenpaar
f, & zugeordnete Element, das wir kurz auch mit f. g bezeichnen
werden. Es gilt dann
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0<|rP=I|f.gF=(/, 2)

Da ndmlich f und wegen Il auch g—f.g zu § gehdren und
da ferner wegen HI auch f+(g—f.g) zu § gehdrt, so muB nach
1gelten: f] g—f. g, also (f,2) = (f, f. g), woraus wegen f. g <f
die Behauptung folgt. '

3. Ist f<g und g<h, so ist auch f<h.

Beweis. Es gilt einerseits

GB)—fF=0Uhr—N=(rh—8)+(/,g—f)=0
(da h—g und g—f wegen Il zu § gehdren und da das innere
Produkt zweier Elemente von § nach 2 stets =0 ist). Andrerseits
gilt ebenfalls auf Grund von 2

I[fE=U D =IfP~If-bE=|fP—-(ff- = f—f. B)=0
(da f und f—f.h zu § gehdren). Aus den beiden gewonnenen
Ungleichungen folgt tatséchlich

| [fP=(,h), w. z. b. w.

4. Das zu den Elementen f und g gehorige , Produktelement“
f.g (siehe 2) hat noch die folgende Eigenschaft. Gilt fiir ein be-
liebiges h gleichzeitig h<f und h<g, so gilt auch h<f.g. Aus
dieser Eigenschaft und aus den durch Bedingung 1l erforderten -
Beziehungen : f.g<f und f.g<g folgt auch, dap f.g eindeutig
durch die beiden Elemente f und g (ohne Rucksxdzt auf ihre Reihen-
folge) bestimmt ist.

Beweis. Sei?) hy=h—h.(f. g) und hy=f. g+h1, infolge
der Bedingungen [I—III gehdren ja diese zu §.

Aus h <f, h <g folgt,-daB auch h, <f, h, <g gilt. Es folgt
ndmlich aus h=~h,+h.(f.g) und aus 1, daB h, <h ist. Infoige
3 ergibt sich dann auch die Richtigkeit von A, <f und von h, <g.

Aus hy=f.g+h, folgt nach 1 die Beziehung f.g 1 h,. Es
gilt daher

(hey N=(.2N+ (h, )= If g|2 +|h1|2 = If g+ h1|2 == |h2|2» 4
woraus sich A, <f ergibt. Ebenso 14Bt sich auch die Beziehung
h, < g rechtfertigen.

Aus 2 gewinnen wir aber

— P =If. P ~1hl =, ) —(f; hz)—(f,g hy) 2 0.

?2) Da die eindeutige Bestimmtheit der ,Produktelemente“ noch nicht
sichergestellt ist, legen wir in diesem Beweis eine beliebige (aber durchwegs

dieselbe) Erklarung von f.g und h.(f.g) von den etwa moghchen mehreren
zugrunde.
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Es muB also hy==h—h.(f.g) gleich Null sein. Also gllt tat-
sachlich h=~h.(f.g)<f.g, w. z. b. w.

. Wire nun f.g nicht eindeutig definiert, d. h. kdnnte es
gleich k,, aber auch gleich k, sein, so miBte nach den soeben
Bewiesenen gleichzeitig k, <k, und k, <k, gelten, was nur fiir
k, =k, moglich ist.

5 Ist f<g, so gilt f.g—f.

Dies ist eine leichte Folgerung aus 4.

6. Es gilt immer f.(g.h)y=(f.g).h.

Beweis. Es folgtaus f.(g.h)<g.hund g.h<g, g.h<h
wegen 3: f.(g.h)<g und f.(g.h) <h. Da auch’

f-(g-B)<f

gilt, so muB nach 4 auch f.(g.h)<f.g, f.(g. h)<h ‘und da-
her auch f.(g.h) <(f. g).h richtig sein. Ebenso lieBe sich offen-
bar auch die Beziehung (f.g).h<f.(g.h) beweisen; es gilt
also notwendig f.(g.-h)=(f.g).h.

1. Ist f, 1 g, und f,<f,, §,<g, so gilt audh f, | g,.

Beweis. Aus f,. £ </, <f, und f,.g,<g,<g, folgt we-
gen 3 und 4 f,.8<f,.g. Danach 2 |f;.&af=((,&)=0
gilt, muB tatsichlich (f;, &) =|f.. &= (f;- £, 0)=0 sein.

8. Es gilt f.(g+h)y=f.g+f.h, vorausgesetzt, daB audh
g+ h in Y enthalten (also (vgl. 1) g_| h) ist.

Beweis. Aus f.g<f, f.g<gund g<g-+h (Ietztere Be-
ziehung folgt aus 1) ergibt sich nach 3 und 4

f.g=<f.(g+h.
Ebenso gewinnt man:
f-h<f.(g+h).

Da nach 7 auch f-g1f.h gilt, so bekommen wir

If-(g+h)—f.g—f.hP=|f.(g+ WP +If. gP +If. A —
—2(f.(g+h),f.8)—2(f-(g+1), f.- W +2(f.& f. h) =
=|f-(&+hP—If gl—If .=
=(heg+hH—(,8)—(, =0,

woraus schon die Behauptung folgt.

9. Ist die Folge f, ,monoton wachsend“ (d. h. f,<f..,) und
ist die Zahlenfolge |f,| beschrdnkt (dies ist z. B. immer dann der
Fall, wenn es ein g gibt, so daf f,<g fiir jedes n gilt), so kon-
vergiert f, gegen ein Element aus .
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Beweis. Aus der Relation i <k folgt wegen 2’ stets
[P — AP = [k[*— (b, k) = (k— h, k) =0,
also
| T L .

Ist also f, < g fiir jedes n, so bleibt |f,| unter |gi:

Ebenso folgt fiir m=in: |f,|<|f.]. Die beschrankte, monoton
wachsende Zahlenfolge |f,] konvergiert, also gilt mit beliebig
gegebenem &> 0 und fiir gentigend -grofe m und n (m=<n)

' Ifn—fm|2=lﬁ'|2—2(,ﬁ-’fm)+|fm|2
=|fP=21fP + /P =1L =1/ =5,
woraus wegen der Bedmgung IV f -f folgt.

~ § 3. Eine Aufspaltung von § in paarweise
‘orthogonale Teilrdume.

1

Es sei f,, fi, fs, . - - eine endliche bzw. unendliche Folge von
Elementen aus B, die zusammen § aufspannen (es gibt ja wegen
der Separabilitit von $ und wegen der Bedingung | eine solche).

Wir definieren eine andere Folge durch -

&=h &=h—& -:fzy e Bv=fo— (“;:g.“) i

Damit diese Definition einen- Sinn habe, muf gezeigt werden, daf§
Zg,‘ zu § gehort. Fiir » =1, 2 ist dies offenbar der Fall. Nehmen

wir an, daB Zg,. zu % gehort, dann ist wegen der Bedingung
Il auch
2> & ='Zgu+g?=. > Gutfo— (Zg#)fv
pv+l py p<y By
in § enthalten. Damit ist die Behauptung durch volistindige In-
duktion bewiesen.

Aus'1 folgt auch g, | > g, d. h. >'(g., &)=0. Da
#<v Ay

(845 8)=0, muB (gu, &) =0 fiir p+» sein.
Sei & ein beliebiges Element aus §. Man sieht leicht auf Grund

von 8 durch vollstindige Induktion ein, daB /. Zg”—Zh 8u

Hlv

'gilt. Nach 1 ist also £ Zg,,-<h. Z gu. Da auch h. Zg,. <h
n<y p<v+l p<y

ftir jedeg », so bekommen wir aus 9:
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Zh.g,‘-;h’ fir V00,

u<v

: Da nach 7 auch h.gul g fir udx gilt, so ist fiir »>x%
(h_ Z h. 8ur gx)=(hr gx)— Z (h - 8uy g,,)=
n<vy u<v

=(hg)—(h.g,&)=(Mg) —|h. & =0.
Aus der Stetigkeit des inneren Produkts ergibt sich daher fiir
jedes x h—H ] g., also auch h—h | Zg”. Wegen
u<v

2 =gt S gu=fot| 28— (2 &)/

p<v+l1

und 1 ist f, < Z Zu, also gilt wegen 7 auch h—Ah' | f, fir
pv+l -
jedes ». Da die Folge f, vollstindig ist, muB somit die Gleichung

*) h=f_z'=;h.gﬂ

gelten.

Bedeute nun. 9, diejénige abgeschlossene lineare Mannig-
faitigkeit in @, welche durch die Elemente f mit der’ Exgenschaft
f<g, aufgespannt ist. Da g, | g, fiir u$v, so ist wegen 7 auch
Hu 1 H». Da nach (*) jedes Element h in der Form

h=2h mit h,<g,, also h€9,,

darstellbar ist, so miissen die 9, (infolge der Bedmgung I) den
ganzen Raum 9 aufspannen.

Sei h, die Menge derjenigen Elemente von §, die in 9, liegen.
Aus (*) folgt leicht, daB fir jedes Elemerit f von §, die Beziehung.
f<g. gilt. Wenn wir statt  und § diese §. und b, (mit einem
beliebig gewdhlten Index #) betrachten, so sieht man leicht ein,
daB die Bedingungen I—IV auch fiir , und 5, giiltig bleiben.

Aus den Betrachtungen des ndchsten Paragraphen wird fol-
gen, daB es auf einem endlichen Intervall M, einen Lebesgue—
Stieltjesschen MaB- und Integralbegriff gibt, so daf I, endliches

'MaB hat und daB der zugehorige Funktionenraum 2{” eine Ver-
wirklichung von ‘der gesuchten Art von 9, liefert.

Wir konnen nun D%, Dy, M, ... so auf der x-Achse
nebeneinanderreihen, daB sie paarweise punkifremd seien. Wenn
wir der Menge der iibrigbleibenden Punkte von 9t das MaB Null
zuschreiben, dann ist somit auf dem ganzen 9 ein Lebesgue—
Stieltjessches Maf- und Integralbegriff definiert. Der zugehorige
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Funktionenraum sei mit &, bezeichnet. Die eineindeutigen iso-
metrischen linearen Abbildungen ©, < 2% erzeugen dann offenbar
eine ebensolche Abbildung § < ,.

Aus (*) folgt, dal ein beliebiges Element h aus § bei dieser
Abbildung in eine charakteristische Funktion aus &, iibergeht.
Umgekehrt ist jede charakteristische Funktion h(x) aus €, in der

Form 2 h,(x) darstellbar, wo h,(x) auBerhalb M, verschwindet
und es gilt

J‘(F;; hy (x))2 gj ( uZ hu(%))" =f h(x).

Es sei nun h, das zu h,(x) entsprechende Element in 9., dann
ist auch
|2

beschrdnkt. Aus 9 folgt dann
D' h,~h (€h) fir »-cc.
wlv

Dieses & ist dann das zu h(x) entsprechende Element.
L, liefert also die gewiinschte Verwirklichung von 9.

§ 4. Verwirklichung durch ein £,.

Der Beweis des Hinreichens der Bedingungen I—IV wurde
durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf den Beweis
der folgenden Behauptung zuriickgefiihrt :

Gilt fiir die Teilmenge § von $ auBer [—IV noch die fol-
gende Bedingung

V. Es gibt ein ausgezeichnetes Element f, in %, so dap fiir
Jedes Element f die Beziehung f < f, gilt,
so gibt es eine Verwirklichung von § durch ein £, mit den ge-
wiinschten Eigenschaften. Die Grundmenge %, auf welcher die
Funktionen aus &, definiert sind, ist dabei von endlichem- MaB.

~ Es sei fein gegebenes Element. Alle solche Elemente f/,
fiir welche f' <f gilt, spannen eine abgeschlossene lineare Mannig-
faltigkeit in .9 auf. Der zugehodrige Projektionsoperator sei mit
P, bezeichnet.

Es gilt fiir beliebiges g P,g=f.g Zum Bewels beachte
man erstens, daf wegen f.g<f P;(f.g)=/f.g gilt und zwei-
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tens, daB fiir # <f nach 2, 5 und 6

heg—f =g —Wf.e)=heg—lr.(f.0) =
=t —Ih.f).gl' =t g)—|h.gF =
also g—f.g 1 h folgt.
Es gilt: P,P,—=P,P,=P; ,. Es folgt ndmlich aus 5
PPh=f.(g.h)=(f. g) h=P, ;h=P, ;h=P,P;h
fiir beliebiges h. Wegen der Vollstindigkeit von b in § (Bedin-
gung ) folgt also ganz aligemein P,P,pg=P,P,p=PFP; .
Ist P,— P, positiv definit, so .ist f<g und so gilt -
| Pv_Pf=Pa—f
Aus der Positivitit von P,—P, folgt bekanntlich die Glei-
chung P,P,= P,. Aus Bedingung V ergibt sich also
f=Pfy)=PP,fi=f.(g.f)=f.g d. h f<g.
Ferner folgt aus 8 fiir beliebiges h
Ph=g.h=(g—f+f).h=(g—f). h+f.h=P, h+P;h,
woraus sich wegen Bedingung I auch allgemeiner die Gleichung

Pp=P, ;9+P,p
ergibt. .
Ist die Folge P;, (n=1,2,3,...) monoton wachsend (d.. h.
ist Ps,, — Py, positiv definit), so existiert lim f, = f- (€h) und es
gilt lim P, =Py, e '

n—>ow

Dann gilt ja nach den Obigen f, -<f,,+1 Wegen 9 und Be-
dmgung V gilt also f,~f (€}). Da offenbar f, < f filr jedes n, so
erhalten wir fiir beliebiges 4

\Prh—Pr P =|Pr_ g, hE=|(f = 1) . hP = (f — fus B) ~O.

Fiir die vertauschbaren Operatoren P, kdnnen wir eine si-
multane Spektraldarstellung finden®). D. h. es gibt eine Zerlegung
der Einheit E, (Osxs 1) und Funktionen p,(x), so daB

’

P, =ij (x) dE,.

Es sei u(x) die charakteristische Funktion eines beliebigen
Teilintervalls von [0, 1] und es sei

%) Vgl. J. v. Neumaxn, Uber Funktionen von Funktionaioperationen,
Annals of Math. (2),-32 (1931), S. 191—226, insbesondere S. 214.
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1
U=ﬂf u(x) dE..
Aus Bedingung I folgt, daB es zu jedem &> O eine lineare Kompo-

sition > ¢f; gibt, so daB
=1
2

IUfo Cf

<&,
also ] \
I(U—A_le c‘-P,,.)fo <e
gilt.
Es ist daher
: 2
f u(x) —‘;l,‘ ¢ pr.(x) d(E-f. ]) <e.
0

Die Funktionen p,(x) bilden also im- Raume &, der in Bezug auf
die monoton wachsende Funktion a(x) =(E,f,, f,) mefbaren und
absolutwert-quadratisch integrierbaren Funktionen ein vollstindiges
Funktionensystem:.

Seien f und g beliebig, dann ist

\f—gb=IPi—PIAP=(P—P) fos )= 1p/0)=p,(3) *da(x) |

und allgemeiner, seien f; und g; beliebig und seien die c;, ¢; kom-
plexe Zahlen, dann ist

n m 2 n : m 2
; cf; —J; &l = (Zc;Pf.—- Z _c}ng)fo =

2
da(x).

Z €ipr(x) — Z{ &Py (%)
Daraus folgt, daf die Zuordnung

s 2 ap)

der Linearkompositionen eineindeutig, linear und isometrisch ist.
,Da diese Linearkompositionen in 9 bzw. &, iiberalt dicht liegen,
so kann man diese Zuordnung mit Erhaltung der obigen Eigen-
schaften auch fiir die tibrigen Elemente vor $ und &, erweitern.
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Wir konnen nun leicht einsehen, daB die so gewonnene
Verwurkhchung von § durch dieses &, von der gewiinschten Eigen-
schaft ist. Die zu f zugeordnete Funktion p,(x) ist ja dquivalent
in Bezug auf a(x) mit einer charakteristischen Funktion, da P,
ein Projektionsoperator ist. Umgekehrt ist die charakteristische
Funktion einer beliebigen in Bezug auf @(x) meBbaren Menge
dquivalent mit einem p,(x), was man unschwer auf Grund der
Vollstindigkeit und der folgenden Abgeschlossenheitseigenschaften
der p,(x) rechtfertigen kann:

@) 1—py(X) =p;,_¢(x) ;

b) p/(x) . p,(x) =p; (%) ;

¢) Ist die Folge p; (x) (n=1,2,3,...) monoton wachsend,
so strebt f, gegen ein f aus § und es gilt lim p, (x) = py(x).

n->w

(Die Gleichungen in a)—c) sollen so verstanden werden, daB sie
fast iiberall in Bezug auf a(x) gelten.)

Diese Eigenschaften folgen aber leicht aus den entsprechen-
den Eigenschaften der Projektionsoperatoren P,, wenn man be-
merkt, daB wegen der Bedingungen 1 und V P, =E (die iden-
tische Operation), also p,(x)=1 ist.

Das Ma8 des Intervalls [0, 1] ist gleich a(1)=(f;, /), also
tatsdchlich endlich, womit alles bewiesen ist.

(Eingegangen am 1. Oktober 1936,)



