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Sur quelques conséquences d'une proposition 
de M. Lusin. 

Par WACLAW SlERPINSKI à Warszawa. 

Il est remarquable que parmi les diverses conséquences qu'on 

a tiré de l'hypothèse du continu (28° = N1) un grand nombre peut 

être déduit d'une seule conséquence de cette hypothèse (sans faire 

appel à elle même), notamment de la proposition L suivante due 

à M. N. LUSIN1) : 

L. Il existe un ensemble linéaire L de puissance du continu 
ne contenant aucun sous-ensemble indénombrable non dense. 

Le but de cette Note est de déduire de la proposition L les 

deux conséquences suivantes: 

P. Il existe une suite infinie de fonctions d'une variable réelle 
{/*(*)} (n = 1, 2 , . . . ) qui ne prennent que deux valeurs 0 et 1 

et qui sont telles que quelle que soit la suite infinie croissante 
d'indices mx < m2 < m3 <..la suite infinie {/mi(x)} (i— 1,2,3,...) 
n'est convergente que pour un ensemble au plus dénombrable de 
valeurs de x2) 

Q. Il existe une suite infinie d'ensembles linéaires {E„} 
(n = 1,2,...), telle que toute transformation biunivoquede la droite 

>) N. LUSIN, Sur un problème de M. Baire, Comptes rendus Académie 
Paris, 158 (1914), p. 1258-1261, esp. p. 1259. Dans mon livre Hypothèse du 
continu (Monografje Mat., t. IV, Warszawa-Lwôw, 1934) j'ai,consacré tout un 

^chapitre aux conséquences de la proposition L (p. 36—75). 
2) Cette proposition a été déduite par moi de l'hypothèse du continu 

(comme solution d'un problème de M. S. SAKS) dans: W. SIERPIASKI, Re-

marque sur les suites infinies de fonctions, Fundamenta Math., 18 (1932), 

p. 110—113; cf. ma Note: Sur un problème de M. Ruziewicz concernant 

l'hypothèse du continu, Bulletin Académie Serbe, (A) 1 (1933), p. 67—73, esp. 

p. 73 et mon livre cité, p. 104 (proposition C») et p. 62 (proposition Ci3). 
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en elle-même transforme tous les ensembles de cette suite, sauf, 
peut-être, un nombre fini d'entre eux, en ensembles non mesurables 
L et dépourvus de la propriété de Baire au sens large (c. à. d. 

relativement à la droite).3) 

A ce but nous déduirons d'abord de la proposition L la 

conséquence C suivante qui, par elle-même, présente quelque 

intérêt : 

C. Il existe une suite infinie d'ensembles linéaires {E„} 
(n = 1, 2 , . . . ) , telle que, N étant un ensemble linéaire indénom-
brable quelconque, il existe un nombre naturel p, tel que l'on a 

NE„^0 et N-E„^0 pour n^p. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit L_un ensemble linéaire satisfaisant 

à la proposition L. On a donc L — 2*° et il existe une transfor-

mation biunivoque f(x) de l'ensemble L en l'ensemble X=f(L) 
de tous les nombres réels. Soit g(x) la fonction inverse de f ( x ) 
(qui transforme X en L = g(X) ). 

Désignons, pour n —1,2,..., par H„ l'ensemble de tous 

les nombres de L dont le développement en fraction dyadique 

essentiellement infinie a comme n-ème chiffre le nombre 1 et po-

sons £„=/( / /„) . Je dis que la suite d'ensembles {£„} (n = 1,2,...) 

satisfait à la proposition C. 

Soit, en effet, N un ensemble linéaire indénombrable et ad-

mettons que la condition de C est en défaut pour l'ensemble N. 
Dans ce cas il existe ou bien une infinité d'indices n, pour lesquels 

on a NE„ = 0, donc aussi g{NE„) = 0, ou bien une infinité d'in-

dices n, pour lesquels on a N—E„ = 0, donc aussi g(N—E„) = 0. 

Posons g(N) = N1: ce sera un sous-ensemble indénom-

brable de L. La fonction g étant à valeurs distinctes et inverse 

de la fonction / , on a 

g(N E„) = g(N) g(E„) — NXH„ 
et 

g(N—E„)=g(N) —g(E„) = N1—H„ 
pour n = 1 , 2 , . . . Il existe donc une infinité d'indices n pour 

lesquels on a soit N^„ = 0, soit N1—Hn = 0, c. à. d. c//„ . 

3) La première partie de cette proposition (concernant la non-mesura-

bilité L) a été démontrée par une voie différente par M. E. SZPILRAJN, Sur 

l'équivalence des suites d'ensembles et l'équivalence des fonctions, Funda-
menta Math., 26 (1936), p. 302 - 326, esp. p. 321 (théorème (iii)). 
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Si NiH^ 0 pour n =7ii , n2,..., où nx < n2 < . . . , alors on 

a (vu que AT, c L) : 

(1) N.cLlJCHn,. 
k= 1 

Or, il résulte tout de suite de la définition des ensembles H„ et 
00 

de 77j < /ia < . . . que l'ensemble T~IJCH„k est non dense. L'en-
k= 1 

semble L satisfaisant à la proposition L, l'ensemble LT est donc 

au plus dénombrable, ce qui est impossible, d'après (1) (Nt étant 

indénombrable). 

Si Nt c//„ pour n = nu n2, . . ., où n1< n2< . . o n trouve 

N . C 7 7 / / , . T ft=l 

et, l'ensemble à droite étant un sous-ensemble non dense de L, 
on aboutit encore à une contradiction. 

11 est ainsi démontré que L-*C. 

Désignons maintenant par C* la proposition qu'on obtient 

de la proposition C lorsqu'on y remplace le mot „indénombrable" 
par „de puissance du continuOn a évidemment C + C* (et, si 

l'hypothèse du continu est vraie, les propositions C et C* coïncident). 

Je démontrerai maintenant que les ensembles E„(n = 1,2,...) 

qui satisfont à la proposition C* (donc, à plus forte raison, aussi 

ceux qui satisfont à la proposition C) sont tous, sauf peut-être un 
nombre fini d'entre eux, non mesurables L et dépourvus de la 
propriété de Baire au sens large*). 

Cela est une .conséquence immédiate du théorème suivant» 

intéressant peut-être par lui-même: 

Théorème . Si {E„} (n= 1 , 2 , . . . ) est une suite infinie 
d'ensembles linéaires mesurables (resp. jouissant de la propriété 
de Baire au sens large), il existe un ensemble linéaire parfait P 
tel qu'on a pour une infinité d'indices n ou bien P c E„, ou bien 
P c CE„. 

Pour démontrer notre théorème, nous prouverons d'abord ce 

L e m m e. Soit Q un ensemble linéaire contenant un sous-
ensemble parfait et soit Q = Mn + Nnet M„N„ = 0 pour n = 1,2,..., 

4) On peut déduire cela aussi d'un théorème de M. MAZURKIEWICZ, 

Sur les suites de fonctions continues, Fundamenta Math., 18 (1932), p. N4—117. 
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où les ensembles M„ et N„ ( n = 1, 2;. ..) jouissent de la propriété 
a suivante : si, pour un ensemble linéaire parfait P, on a PMn > Ko 
(resp. PN„> K0), il existe un ensemble parfait c PM„ (resp. czPN„).b) 
Alors il existe un ensemble parfait R, tel qu'on a pour une infinité 
d'indices n ou bien Rc.M„, ou bien R c N„. 

D é m o n s t r a t i o n . Distinguons deux cas: 

1) Quel que soit l'ensemble parfait P c Q , il existe un in-

dice p, tel que P7?„>K0 pour n^p. 
2) Le cas 1) n'a pas lieu. 

Dans le cas 1) soit P un ensemble parfait c Q et soient 

P0 et Pi deux sous-ensembles disjoints parfaits et bornés de P„ 

de diamètres < '/2- D'après 1) il existe des nombres naturels 

Po et Pu tels que PJAn > Ko pour n ^ p 0 et PJÏÏ„ > Ko pour n 
Soit n ^ m a x i ^ o . P i ) : nous aurons PjAn i > K0 et P^Mn, > K0 et 

d'après la condition a de notre Iemme il existe des ensembles 

parfaits P; et P*, tels que P0*cP0Aini et P'aP^M^. Soient P00. 

et P01 deux sous-ensembles parfaits disjoints de P0* et soient P10. 

et Pu deux sous-ensembles parfaits disjoints de P*, tous les 

quatres de diamètres < Vg. Comme plus haut, nous trouverons 

un indice nt>nu tel que PoaM„,> Ko, K0, P^Mn,> Ko 

et P^Mnt> K0. 

En raisonnant ainsi de suite, nous obtiendrons un système 

{Paia,...at} d'ensembles parfaits et bornés et une suite infinie 

croissante d'indices n^ < n2 < . . . , tels que, pour k naturel fixe, 

les ensembles 

Pala1...al («i, Oa» • • at =7= 0, 1 ) 

sont disjoints, de diamètres < V2* et que 

Soit, pour k=* 1, 2, 3, . . ., 

Sk === P»! a, .. at, 

la sommation s'étendant à tous les systèmes de k indices alt a,,..., ak 

5) La propriété a a été considérée par M. N. LUSIN, Sur les ensembles 

analytiques, Fundàmenta Math., 10 (1927), p. 1-95, esp. p. 42 et par MEU® 

S. BRAUN, Sur une propriété d'ensembles, Fundamenta Math., 28 (1937), 

p. 211—213, qui a déduit de l'hypothèse du continu l'existence de deux en-

sembles linéaires à propriété a dont la partie commune n'en jouit pas. 
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égaux à 0 ou à 1 (donc, la somme Sk contenant 2k termes). Posons 

R = S1S2S3. . . 
On voit sans peine que l'ensemble R est parfait et que 

R c M,hM„,M„3. . . 
Dans le cas 2) il existe un ensemble parfait P c Q , tel qu'on 

a PMn¿Ko pour une infinité d'indices n, soit pour n = n1,n2,..., 
où n1<n2< . . . 

Posons 

(2) - D = Z P M n t ; 
k=l 

nous aurons J D ^ K 0 et il existe un ensemble parfait R<zP—D. 
Vu que R<zP<zQ = Mnk+Nnk et que MntN„k = 0 pour k=\, 
2, 3,. . o n aura, d'après (2) : 

R<zNnt pour k= 1 , 2 , . . . 

Notre lemme est ainsi démontré. 

Soit maintenant {£„} ( n = 1,̂ 2, 3 , . . . ) une suite infinie d'en-

sembles linéaires mesurables L (resp. jouissant de la propriété de 

Baire au sens large). Nous pouvons donc poser E„ = E* + Rn et 

CE„=H' + Tn, où É* et H* sont des ensembles F„ (resp. G¿) 

et les ensembles /?„ et T„ sont de mesure nulle (resp. de la 1" ca-

tégorie) pour n= 1, 2, 3, . . . Soient R* et T* des ensembles Gt 
de mesure nulle (resp. des F„ de la Ira catégorie) contenant R„ et 

T„ respectivement. 
00 

Posons 5 = 2 " (R*+T*) : ce sera un ensemble Gia de me-
n = l 

sure nulle (resp. de la Iro catégorie), et l'ensemble Q = CS sera 

un F„s contenant un sous-ensemble parfait. 

Vu que R„cS et T„cS pour n=l, 2, . . ., nous aurons 

pour n = 1, 2, . . . 

Q = (£„ + CEn ) - 5 = (E: - S) + (H! - S) = M„ + N„, 

où M„ = e:—S et Nn = fj;—S sont des F„t et MncEn, Nnc CE„, 
donc ^ „ ^ „ = 0, pour « = 1 , 2 , . . . 

Or, les ensembles Af„ et N„ (n = 1, 2,. ..), en tant que 

mesurables B, jouissent de la propriété'a (puisque, comme on 

sait, tout ensemble mesurable B indénombrable possède un sous-

ensemble parfait). On peut donc appliquer notre lemme aux suites 

d'ensembles {Af„} et {N„}, dont il résulte qu'il existe un ensemble 
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parfait P tel qu'on a pour une infinité d'indices n soit PcAÍ„ , 

soit PcN„, donc, à plus forte raison, soit P<zE„, soit PcCE„. 
Notre théorème est ainsi démontré. 

Je démontrerai maintenant (sans faire appel à l'hypothèse 

du continu) que les propositions P et C sont équivalentes6). 
1. C-*P. Soit, en effet, {£„} (n = 1, 2, . . .) une suite infinie 

d'ensembles satisfaisant à la proposition C, et soit f„(x) la fonc-

tion caractéristique de l'ensemble En (c. à. d. /„(*) = 1 pour x£En 

et fn(x) = 0 pour x£CE„). On voit sans peine que la suite in-

finie de fonctions {/„(*)} ( n = 1,2, . . . ) satisfait à la proposition P. 

On a ainsi C->-P. 

2. P + C. Soit {/„(*)} ( n = l , 2 , . . . ) une suite infinie de 

fonctions satisfaisant à la proposition P. On voit sans peine qu'en 

posant E„ = E [/„(*) = 1] on obtient une suite infinie d'ensembles 
X 

{£•„} (n = 1 , 2 , . . . ) satisfaisant à la proposition C. On a ainsi 

P + C. 

L'équivalence P î C est ainsi démontrée. Il en résulte que 

L-*P (puisque L-C-^P). 

Quant à la proposition P il est encore à remarquer que si 

l'on y remplace (à la fin de la proposition) íes mots „au plus 
dénombrable" par „non dense et de mesure nulle", on peut dé-
montrer la proposition ainsi modifiée sans faire appel à l'hypothèse 

du continu, et même construire effectivement la suite correspon-

dante {/„(*)} (n = 1 ,2 , . . . ) , notamment en définissant (pour 

n = 1,2, . . . ) la fonction fn(x) (pour x réels) par la formule 

/„(*) = E2 n x-2E2 n " 1 x , 

où E/ désigne l'entier le plus grand ne dépassant pas t. 
Je vais maintenant démontrer (sans faire appel à l'hypothèse 

du continu) que les propositions Q et C sont équivalentes. 
1. C*->-Q. Soit, en effet, {£„} une suite infinie d'ensembles 

satisfaisant à la proposition C* et soit f ( x ) une transformation 

biunivoque quelconque de la droite en elle-même. On voit sans 

peine que les ensembles E*—f(E„) (n = 1, 2, . . .) satisfont encore 

à la proposition C*, donc, comme j'ai démontré plus haut, ils 

sont tous, sauf, peut-être, un nombre fini d'entre eux, non mesu-

rables L et dépourvus de la propriété de Baire au sens large. 

Ils satisfont donc à la proposition Q. On a ainsi C*->- Q. 

6) Cf. mon livre cité, p. 105. 



Proposition de M. Lusin. 75 

2. Q-C*. Soit {£„} ( / 1=1 ,2 , . . . ) une suite infinie d'en-

sembles satisfaisant à la proposition Q : je dis que cette suite 

satisfait également à la proposition C*. Supposons, en effet, que 

ce n'est pas le cas. Il existe donc un ensemble linéaire N de 

puissance du continu et une suite infinie croissante d'indices 

n 1</ î 2< . . ., telle qu'on a soit NEnk=0 pour A:=l ,2, . . . , soit 

N— Enk=0 pour k—\, 2,.... N étant un ensemble linéaire de puis-

sance du continu, il existe, comme on voit sans peine, une trans-

formation biunivoque f(x) de la droite en elle-même qui transforme 

le complémentaire CNdeN en un ensemble f(CN) de mesure nulle. 

Si l'on a NE„k ==0 pour £ = 1, 2,..., il en résulte que E„k c CN, donc 

f(E„k) c / (CN) et, comme mes f ( C N ) = 0, on trouve mes f (E„ k ) = 0 

pour k — 1, 2, ; . ., contrairement à la condition de Q. Si l'on a 

N—E„k = 0 pour k= 1,2,..., on a CEntc c CNet/(C£„J cf(CN), 
donc mes f(CE„k) = 0 pour k— 1, 2,... et les ensembles f(CEnk) 
( £ = 1 , 2 , . . . ) sont tous mesurables L, encore contrairement à la 

condition de Q. On a ainsi Q-*C*. 

L'équivalence Q i C * est ainsi démontrée. Il en résulte que 

L-> Q (puisque L C C* + Q). 

Plus haut nous avons démontré que P ->- C : comme C ->- C* -»- Q, 

il en résulte que P->-Q. Il est ainsi démontré (sans faire appel 

à l'hypothèse du continu) que la proposition P entraîne la pro-
position Q. 

Quant à la proposition Q, il est à remarquer que M. E. 

SZPILRAJN a démontré sans faire appel À l'hypothèse du continu 

la proposition plus faible suivante7) : 

Il existe une suite infinie d'ensembles linéaires {£"„} (n—1,2,...), 

telle que toute transformation biunivoque de la droite en elle-

même transforme au moins un ensemble de cette suite en un 

ensemble non mesurable L. 
J'ai déduit de l'hypothèse du continu la proposition S sui-

vante8) qui peut être régardée comme duale par rapport à la pro-

position L9) 
7) I. c. 3), p. 321 (théorème (ii)). L'énoncé de M. SZPILRAJN est un peu 

différent. 

S) WI SIERPINSKI, Sur l'hypothèse du continu (2S» = Ki). Fundamenta 
Math., 5 (1924), p. 177—187, esp. p. 184; aussi mon livre cité, p. 80 (pro-

position CM). 
8) Voir mon livre cité, p. 76. Or, M. F. ROTHBERGER, Eine Äquivalenz 

zwischen der Kontinuumhypothese und der Existenz der Lusinschen und 
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S. Il existe un ensemble linéaire S de puissance du continu 
ne contenant aucun sous-ensemble indénombrable de mesure nulle. 

II est à remarquer qu'on peut démontrer (sans faire appel 

à l'hypothèse du continu) qu'on a S-*-Ç, donc aussi S->-P et 

S •*• Q. La démonstration est basée sur le suivant 

L e m m e. Soit, pour n—\,2,...,Hn r ensemble de tous les 
nombres réels dont le développement dyadique essentiellement infini 
a comme n-ième chiffre le nombre 1. Quelle que soit la suite infi-
nie croissante de nombres naturels nu n2,. . o n a 

co os 
(3) mes TjHn, = 0 et mes IJCH„,=0. 

fc= I k=l 

D é m o n s t r a t i o n . Il est à remarquer d'abord qu'on ob-

tient l'ensemble Hn (resp. CH„) (n = 1, 2,. . .) en divisant chaque 

intervalle (p,p+1) (où p est un entier) en 2" intervalles égaux 

et en prenant la somme .de tous les intervalles de rang pair (resp. 

impair) numérotés d'après la grandeur de leurs extrémités droites 

et dépourvus de leurs extrémités gauches. II en résulte sans peine 

par l'induction que, Ip désignant l'intervalle (p,p+ 1) (où p est 

un entier), on a, pour s = 1, 2 , . . . : 

ce qui donne (pour p entier) 

mes /7//„*)==() et mes (/p / 7 C//„t) = 0, 

d'où résultent tout de suite les formules (3). Notre Iemme est 

ainsi démontré. 

En partant de ce lemme on démontre l'implication S-^C 

d'une façon tout à fait analogue comme plus haut l'implication 

L-*C (il faut seulement remplacer dans le raisonnement les en-

sembles non denses par les ensembles de mesure nulle). 

Il est ainsi établi (sans faire appel à l'hypothèse du continu) 

qu'on a S - C ̂  P - C* + Q. 

(Reçu le 12 octobre 1938) 

Sierpifiskischen Mengen, Fundamenta Math, 30 (1938), p. 215—217, a dé-

montré que l'ensemble des propositions L et S équivaut à l'hypothèse du 

continu. 


