Uber die Integralinvarianten, die zu einer Kurve
in der Hermiteschen Geometrie gehoren.

Von Q. VARGA in Prag.®

In der komplexen ' projektiven Ebene ist eine Gerade eine
zweidimensionale Mannigfaltigkeit, entsprechend soll daher unter
einer Kurvel) eine Mannigfaltigkeit verstanden werden, die in der
Form x,=x,(u,, ;) (i==1, 2, 3) darstellbar ist; dabei ist das
Verhiltnis der drei stetig differenzierbaren Funktionen x,(u,, u,),
xo(u,, u,), x5(uy, u,) eine komplexe Grofe und u,, u, sind reelle
Parameter. Beim Ubergang zu einer Hermiteschen Geometrie wird
als MaBbestimmung ein quadratisches Bogenelement eingefiihrt?).
Deuten wir die Hermitesche Ebene reell, dann entspricht ihr ein
vierdimensionaler Riemannscher Raum R,, in dem man, von dem
quadratischen Bogenelement ausgehend, Differentialausdriicke er-
ster bis vierter Ordnung bilden kann. Unsere Kurve geht bei
dieser Deutung in ein Fldchenstiick des R, iiber, fiir das der
Differentialausdruck zweiter Ordnung dw, das Flachenelement ist?).

In der vorliegenden Arbeit soll nun eine Deutung von | dew, "
(erstreckt langs unsrer Kurve) in der Hermiteschen Ebene selbst
gegeben werden, die die reelle Deutung im R, nicht beniitzt.
Dabei werden wir allerdings iiber die Klasse der zuldssigen Kurven
einschrdnkende Voraussetzungen machen miissen®). Es zeigt sich
dann*), daB das in Frage stehende Integral bis auf den Fak-

*#) Vorgetragen an der 14ten Deutschen Physiker- und Mathematiker-
tagung in Baden-Baden, am 13. September 1938.

1) Siehe § 3. '

2) Siehe § 1, Formel (7).

3) Siehe § 3.

4) Siehe § 3 und § 4.
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tor 1/2x gleich dem MaB der Menge aller Treffgeraden der Kurve
ist, wenn jede Gerade in derjenigen Vielfachheit gezihlt wird, in
der sie die Kurve trifft.

Wir beschridnken -uns hier auf die elliptisch-Hermitesche Geo-
metrie?), obwohl unser Ergebnis auch im hyperbolischen und pa-
rabolischen Falle Giiltigkeit hat.

- Im § 1 stellen wir einige Ergebnisse der elliptisch-Hermite-
schen- Geometrie zusammen, die im folgenden beniitzt werden?®).
Im § 2 werden MaBe fiir Punkt- und Geradenmengen eingefiihrt,
und zwar in analoger Weise wie dies von Herrn W. BLASCHKE
fiir lineare Untermannigfaltigkeiten Euklidischer und Nichteukli-
discher Raume geschehen ist®). In § 3 wird eine mneue Form fiir
das zu einer Kurve gehorige Bogenelement hergeleitet. Diese Form
des Bogenelementes wird dann zur Ableitung eines einfachen
Ausdrucks fiir die Differentialinvariante dw, beniitzt. Schliefilich
stellen wir noch einen Zusammenhang zwischen dw, und einer
in § 2 gewonnenen Differentialinvarianten her. Im § 4 beschaftigen
wir uns mit dem GeradenmaB einer Kurve und werden so zu dem
oben erwihnten Hauptergebnis dieser Arbeit geftihrt.

§1.
Zusammenstellung einiger Ergebnisse der elliptischen
Hermiteschen Geometrie?).

Zu Grunde gelegt. sei die komplexe projektive Ebene, in der
ein Punkt ; durch das nichtreelle Verhiltnis eines Tripels (x;, X, X;)
von komplexen Zahlen bestimmt ist. Zur elliptisch-Hermiteschen
Geometrie (wir werden die Abkiirzung e. H. Geometrie verwenden)
kommen wir, in dem wir eine reelle Punktmenge auszeichnen,
die durch Nullsetzen einer definiten Hermiteschen Form entsteht,
die in der kanonischen Gestalt vorgegeoen sei, also

(l) xlil+ngz+x3}3=0
oder mit einer Abkiirzung, die im folgenden immer verwendet

5) Siehe dariiber E. Stupy, Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet, .Math.
Annalen, 60 (1905), S. 321—377. ‘

8) W. BrLasCHKE, Integralgeomeirie 1: Ermittlung der Dichte fir lineare
Unterrdume im E, (Actualités scientifiques et industrielles, Paris, 1935).

7) Siehe dazu auBer der unter %) zitierten Arbeit noch E. CARrTaN,
Legons sur la géomelrie projective complexe (Paris, 1931), insbes. Kapitel 5.
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wird,

(1) (tt)=0.

Die Kollineationen, die das durch (1) definierte absolute Gebilde
in sich iiberfiihren, heiBen die Bewegungen der e. H. Geometrie.
Es sind die sogenannten unitdren Transformationen, deren Matri-
zes U= (a;,) dadurch charakterisiert sind, daB :

2 a,,a, =9,
ist, wo d,, das Kroneckersche Symbol ist.

Im folgenden sollen fast ausschiieBlich Normalkoordinaten
verwendet werden. Sind z,, z,, 2, die Koordinaten eines Punktes,
dann sind seine Normalkoordinaten bestimmt durch

2
3 x"= — L —
( ) 212y +2222 + 22,

Es gilt also fiir die Normalkoordinaten x,, x;, X; von g

4) D) =1. :
Die Normalkoordinaten sind bestimmt bis auf einen Zahienfaktor
der Gestalt e (e reelll).

Der metrische Grundbegriff der kiirzesten Entfernung d zweier
Punkte g, y wird festgelegt durch

5) cos 5-= 1)

Wir konnen hier auf die Uberlegungen geometrischer Natur, die
zu diesem Entfernungsbegriff fiihren, nicht eingehen, bemerkt sei
bloB, daB es sich, gestiitzt auf das absolute Gebilde (1), um eine
Cayleysche Metrik handelt. Zwei Punkte g, y, die beziiglich (1)
konjugiert sind — wir wollen sie auch als elliptisch-Hermitesch
orthogonal bezeichnen und die Abkiirzung e. H. orthogonal ver-
wenden —, haben einen Abstand nt voneinander, denn fiir sie
gilt ja '

(=1, 2 3).

® |¢p)|=0.
Aus (5) folgt fiir das Linienelement der Ausdruck
@ ds? =4 ((dx -dr) — (: dr) (T dy)).

Die Verhiltniskoordinaten u(u,, u,, u;) einer Geraden, die
durch einen Punkt r(x,, x;, x;) hindurchgeht, sind die Koeffizienten
einer Linearform in x,, x,, x,; wir denken sie ebenfalls normiert,
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so daB

® ui)=1 .

gilt. Wie in der gewdhnlichen elliptischen Geometrie, herrscht
auch hier volle Dualitdit. Der Winkel ¢ zweier Geraden u und o
wird also bestimmt durch

©) cos - = |(u7))]

und ist gleich dem Abstand der Pole (beziiglich (1)) von u und v.

Wir machen noch auf einen Unterschied gegeniiber der ge-
wohnlichen elliptischen Geometrie aufmerksam, der aus der Fest-
setzung (5) der Metrik hervorgeht. Wegen (6) schlieBen zwei
konjugierte Geraden einen Winkel von der Gréfie n ein. Der ge-
streckte Winkel (es ist derjenige Winkel, der von einem Strahl
fiberstrichen wird, der sich so lang dreht, bis er das erste Maj]
mit seiner Trigergerade zusammenfdllt) hat also als MaBzahl 2.

Wir wollen noch eine Abbildung der Geraden unsrer Geo-
metrie auf die Einheitskugel besprechen, dieselbe wird fiir unsere
Zwecke besonders wichtig sein®).

Die Punkte der komplexen projektiven Geraden sind durch
die Verhdltniskoordinaten x=(x,, x,) bestimmt (x,:x, komplexe
Zahl!), die wir als Normalkoordinaten voraussetzen. Fiir sie gilt
also die zu (4) entsprechende Relation

4) (xX) =x, X+ X3 X, = 1.
Wir betrachten einen vierdimensionalen euklidischen Raum E,,
dessen rechtwinkelige cartesische Koordinaten bestimmt sind durch

X,=)2x5%, o Xe= V2x,%,,
10 _ — 1 - —
(10) Xs=x1 X%+ %%, X,= T (3. X3 — X:X;).

Die Punkte unsrer Geraden werden auf die Oberfliche der (drei-
dimensionalen) Einheitskugel abgebildet. Dies sieht man so ein.
Aus (10) folgt

(11) X+ X2 =2XX,.

8) Vgl dazu § 10 und § 11 der unter %) zitierten Abhandlung, ferner
in dem unter 7) zitierten Buch das Kapitel 5, insbes. Nr. 273. Die Abbildung,
die hier verwendet wird, findet sich auSerdem in der Abhandlung: W. Wir-
TINGER, Eine Determinantenidentitit und ihre Anwendung auf analytische Ge-
bilde in euklidischer und Hermitescher MaBbestimmung, Monatshefte fir Math.
und Phys., 44 (1936), S. 343—365.
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AuBerdem gilt wegen (4')

(12) X1+X2=V—2-;
(11) und (12) zusammen ergeben
(13) X+Xi+ X3+ Xi=2.

Die Punkte -unsrer komplexen projektiven Geraden liegen also
wegen (12) auf einer Hyperebene und wegen (13) auch auf der
Dberfliche einer Hyperkugel, gehdren also dem Schnitt beider an,
ier, wie behauptet, die Oberfliche der gewdhnlichen Einheits-
sugel ist.

Machen wir die komplexe projektive Gerade zu euer ellip-
tisch-Hermiteschen, indem wir (jetzt fiir den Fall n=2) die durch
(5) erklarte Metrik einfiihren. Eine einfache Rechnung zeigt dann,
daB durch die Abbildung (10) die Metrik auf der Geraden in die
Metrik der Kugeloberfliche iibergeht?). Sind also (x,, x;) und
{y., ¥,) zwei Punkte unsrer Geraden, die den Abstand d haben, @md
X1, Xa, Xs, X), (Y3, Yo, Vs, V,) ihre Bildpunkte auf der Einheits-
kugel, so gilt fiir die sphdrische Distanz ¢ derselben ‘

(14) . o=d.

Wir wollen noch den Ausdruck finden, in den das Flichen-
element der Einheitskugel durch (10) dibergeht. Sind G,(E;,, E,,,
Eys, E.) und G,(E;, Eu, Eis, E;) zwei orthogonale Einheits--
vektoren auf der Kugel und X(X;, X, X;, X,) der Ortsvektor eines
Punktes derselben, dann ist das Flichenelement dQ durch die
Differentialform:

(15) dQ = (6, d%) (,d%)

bestimmt. Die beiden Pfaffschen Formen, die auf der rechten Seite
von (15) auftreten, sind alternierend zu multiplizieren. Da8 (15)
wirklich das Flichenelement liefert, geht daraus hervor, daB dieser
Ausdruck gleich dem skalaren Produkt der beiden Bivektoren ist,
'die beziehungsweise die Komponenten

'(EllE22—E21E12)s (E11E23—E21E18): (E11E24—'_E2IEI4),
(16)

(EuEzs'_E‘zzEla): (EmEzr‘"EnEu): (E18E24—E23E14)
und

dXdX,, dX,dX,, dX,dX,, dX,dX,, dX,dX,, dX,dX,

%) Siehe dazu die unter 8) zitierte Abhandlung Wirtingers, insbes. Nr. 4.



Integralinvarianten einer Kurve in der Hermiteschen Geometrie, 93

haben!). Erganzen wir noch €, und €, durch die Vektoren
(X1 X X ) und (X X, Xs
V2’ V2 V2 2 V2 V_ V2

normlerten orthogonalen 4-Bein. Aus der Orthogonalitdt der Matrix

) zu einem

X X X X
z T T
X, X, X X,
17 s W " R N X
Am A P
Ell E12 El3 E14

E21 E22 E23 E34

folgt
E11£22“‘E21El2=0
X,
EuEas“EuEls=—_V:2:
(18 X,
) E,Ey—EnE\ = _V"zz?
, X;—-X,
_ElsEu_EasEu == VZ .
Da €, und @, zur Hyperebene (12) orthogonal sind, gilt weiters
(lg) 4 EII=I—EI2 und E21=_E22'.
Wegen der Relationen (12) und (13) gilt ferner
(0)  dX,——dX, und aX,— X%t XdX,
, . Xg‘—xl .
Aus (10), (18), (19), (20) folgt fiir das durch (15) festgelegte d£
1) df2=2(dx,dx, + dx, dx,).

Die Bedeutung der auf der rechten Seite von (21) stéhenden
Differentialform wird sich im folgenden § 2 herausstellen.

§ 2.
MaSe und Dichten in der ebenen elliptisch-Hermiteschen
Geometrie. '

Punkt und Gerade hédngen in unsrer -elliptisch-Hermiteschen
Ebene von vier reellen Parametern ab, die also ihre Koordinaten
sind. Nehmen diese vier Parameter sdmtliche Werte aus einem

10) Vgl. dazu -etwa E. CarTaN, Legons sur la géometrie des espaces de
Riemann (Paris, 1928), 8. 5—10.



94 0. Varga

gewissen Bereich B des vierdimensionalen Zahlenraumes an, so
erhalten. wir eine gewisse Punkt- bezw. Geradenmenge. Wir stellen
uns jetzt die Aufgabe, fiir eine solche Menge von Punkten bezw.
Geraden ein Mab zu finden. Darunter ist folgendes gemeint: es
soll, wenn u,, u,, u;, u, die Parameter sind, von denen unsere
Punkte (Geraden) abhingen und die im Zahlenraum in einem
Bereich B variieren, ein vierfaches Integral

(22) Jf(uly Uy, Uy, u,)du, duydugdu,
B

gefunden werden, das bei beliebiger Wahl von B folgende Eigen-
schaften besitzt.
1. f(u,, u,, us, u) > 0.
2. Parameterinvarianz: das Integral bleibt ungedndert bei
Ersetzung der u;-durch beliebige v, (i="1, 2, 3, 4).
3. Invarianz gegentiber den elliptisch-Hermiteschen Bewe-
gungen.
Als Dichte ist die vierfache Differentialform
(23) f(u, u,, us, u)du, du,dugdu,

zu verstehen. Sie besitzt dieselben Invarianzeigenschaften wie (22).
Da die Bewegungen unsrer Geometrie die Punkte (Geraden)
transitiv- vertauschen, ist das MaB (22) und entsprechend die
Dichte (23) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.
Beginnen wir mit der Ermittlung der Punktdichte. Zu dem
Punkt ¢ =r(u,, u,, 45, u,) wihlen wir in seiner Polaren (in bezug
auf (1)) zwei weitere e. H. orthogonale Punkte b, und b,, die so
wie ¢ Funktionen der u,(i==1, 2, 3, 4) sind. Ftr dieselben giit

4 th)=(Fb)=0 (i=1,234).
~ Wir bilden nun, aus den Pfaffschen Formen (dt.b,), (i=1,2,3,4)

und den zu ihnen konjugierten, durch alternierende Multiplikation
die vierfache Differentialform

(25) dP=4(dx.b,)(dx .b,) (dz.B,) (dr . 5).

Der suf der rechten Seite von (25) stehende Ausdruck hat einen.
negativen Wert, wir wollen aber festsetzen, ihn, immer dem Abso--
lutbetrag nach, zu nehmen, ohne dies durch eine besondere Be--
zeichnung anzudeuten.

Wir behaupten nun, daB (25) die gesuchte Punktdichte ist.
Um dies einzusehen, haben wir erstens zu zeigen, daB unser
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Ausdruck die Eigenschaften 1—3 besitzt und weiters, daB er
a) unabhdngig ist von dem willkiirlichen Faktor e‘e, mit dem wir
samtliche Koordinaten eines Punktes multiplizieren diirfen, &) unab-
hédngig ist von der Wahl der zueinander e. H. orthogonalen Punkte
b, und b,.

Die Eigenschaft 1 ist zufolge unserer Voraussetzungen iiber
(25) trivialerweise erfiillt. 2.folgt daraus, daB wir es mit dem
alternierenden Produkt Pfaffscher Formen zu tun haben. Eine
elementare Rechnung zeigt, dafl ein Skalarprodukt der Form (p7q)
invariant ist gegeniiber elliptisch-Hermiteschen Bewegungen; da-
raus folgt aber, dal (25) die Eigenschaft 3 erfiillt. Aus der Glei-
chung '
(26) (d(ze'®) (b)) (d(ze®) (bie'?)) =(dr.bi) (dr.b) (k=1,2)
folgt das Erfiilltsein von a), es bleibt noch ) nachzuweisen. Mit
b; und b; seien zwei beliebige e. H. orthogonale Punkte auf der

Polaren von r bezeichnet. Sie gehen durch eine unitire orthogo-

gonale Transformation aus b, und b, hervor. Dieselbe sei
@7) by =ay,b, +a,,b,
b3 =a;,b, + a,,b,.

Aus
(28) (. B)=(dp.b) @+ (dp D) d,  (i=1,2)
folgt wegen (2)

sl @y Gy

dP=dP,
(43P

Q3 Qg

= - — = ay
(29) 4(dr.b;) (dz.by) (d£-5;)(d§-53)=la21

womif b) nachgewiesen ist.

Wegen der Dualitdt von Punkt und Gerade ist (25) zugleichs
die Geradendichte der Polaren von r. Ist also G eine beliebige-
Gerade, die durch die beiden e. H. orthogonalen Punkte a, und a,.
aufgespannt wird und ist b der Pol von G, dann ist hiernach die
Geradendichte 4

(30) d G = 4(d0,b) (do,b) (da,b) (dayb).

Aufier der Punkt- und Geradendichte betrachten wir noch
relative Dichten, ndmlich die Dichte eines Punktes auf einer Ge-
raden, und die zu ihr duale Dichte einer Gerade um einen Punkt..

Es sei & eine Gerade in unsrer Ebene, ¢ ein beliebiger Punkt
derselben und b der zu ihm e. H. orthogonale Punki. Sind g,
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und g, die beiden Grundpunkte auf @&, dann ist, wenn § und &,
die Koordinaten von g auf @ und 8,, 8, die entsprechenden von

b sind,
t=50+5g
31
S 5=5191+!9292-
Wir bilden aus den Pfaffschen Formen (dg.b)=(d%.£) und

(dr .8) = (dt.8) durch alternierende Mult:phkatxon die zweifache
Differentialform

32) dP(G) = 2 (dz.b) (dr.b) =2 (dE.B) (dE. B),

die ebenfalls dem Absolutbetrage nach genommen werden soll.
Der Ausdruck (32) besitzt offensichtlich die Invarianzeigenschaften
1—3 und ist daher die gesuchte Dichte eines Punktes auf einer
Geraden; (32) ist zugleich (wie aus der Dualitdt folgt) die Dichte
der Polare von y um den Pol von G.

Wir formen (32) noch auf eine Gestalt um, die spater be-
ntitzt wird. Aus (§8)==0 folgt

(33) El=—§2) ﬂ—2-=§1
und daher fiir dP(G)
(34) _dP(G) —'dgl d§1 §2§2 d§2 d§1 §1§2 d§1 d§2§2§1+ dgﬁ d‘g‘z §1§1

Beachtet man die durch totale Ableitung aus (E§) =1 folgende
" Relation

(35) E1d§1+-§;d§2+§1d—§1+§ad—gﬂ=os *
so erhilt man -schiieBlich
(36) dP(G) =2 (d&, d& +dE, dE,).

Mit Riicksicht auf (21) ist also die relative Punktdichte gleich dem
Flichenelement der Einheitskugel, auf die man & vermoge (10)
abbilden kann :

(37) dP(G)=dQ.

Bemerkung. Zufolge der oben bemerkten Eindeutigkeit
der Dichten, muf die Punktdichte (22), abgesehen von einem kon-
stanten Faktor, mit dem schon von STUDY betrachteten (vierdi-
mensionalen) Flichenelement der elliptisch-Hermiteschen Ebene
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iibereinstimmen!!). Eine einfache Rechnung, die hier unterdriickt
werden soll, zeigt, daf dieser Faktor gleich Eins ist.

SchlieBlich sei noch erwdhnt, daf eine Umformung von (22)
den Ausdruck

(38) dP=4(dx,dx, dx,dX; + dx, dx, dx;dX;, -{-dﬁc1 dx, dx,dx,) %)

liefert. Da- derselbe im folgenden nicht beniitzt wird, wollen wir
die entsprechende Rechnung nicht wiedergeben.

§3. .
Das Bogenelement und die Differentialinvariante dw,,
die zu einer analytischen Kurve in der elliptisch-Her-
miteschen Ebene gehdren.

In der elliptisch-Hermiteschen Ebene ist- eine analytische
Kurve

Gy r =t (4, )
dadurch gekennzeichnet, daB die Koordinaten x;-(i=1, 2, 3) stetig

differenzierbare Funktionen der beiden reellen Parameter u,, u,
sind, fiir die die Matrix

Xy 'xﬂ X3
0x, 0x, 90X,
(3%a) ou, au, du,
ax, 0%, X,
du, du, dau,

vom Range zwei ist. Wir greifen auf der Kurve € einen beliebigen
Punkt ¢ heraus und bestimmen in demselben die Tangente, die wegen
der Analytizitat in jedem Punkt existiert. Dazu verbinden wir ¢ mit
seinem benachbarten Punkte, den wir erhalten, wenn wir zu g die
Zuwichse dy hinzufiigen. Auf der Tangente wihlen wir den zu
e. H. orthogonalen Punkt ¢. Zwischen t, dy und c¢ besteht eine
lineare Relation und es gilt daher

(40) dr =kyc+ kyp.

11) Siehe den § 5 der unten. %) zitierten Abhandlung Studys, wo der in
Frage stehende Differentialausdruck mit dw, bezeichnet ist. '

12) In Nr. 214 des unter 7) zitierten Buches findet sich” die Diffe-
rentialform (38), mit demjenigen Normierungsunterschied, daB dort. der
Faktor 4 fehlt. Wir haben uns hier der Normierung Studys ungeschlossen.

7
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Aus (40) folgt wegen der e. H. Orthogonalitdt von ¢ und ¢
1)) (dr.c)=k,, (dr.r)=k,.
{40) und (41) ergeben
1 (dr.7)
42 = = d - = »
“2) TEr o T Tdrot
woraus

@3) (. oy = {4E-9%) g id.ge -)a (d5.1)

Ein Vergleich von (43) mit (7) ergibt den gesucht'en Ausdruck ftir
das Bogenelement ds, das zu unsrer Kurve € gehort, nimlich

(44) 48— @9 @0,

Es soll noch besonders darauf hingewiesen werden, dafl auf der
rechten Seite von (44) das gewdhnliche Produkt der beiden zu
einander konjugierten Pfaffschen Formen steht.

Wir wollen nun den Zusammenh‘ang herstellen, der zwischen
(44) und demjenigen Ausdruck besteht, den ‘man erhilt, wenn
das alternierende Produkt [(d%.c) (dx.c)] gebildet und wie bisher
der Absolutbetrag genommen wird.

- Wir setzen

(45) dy.v)=do=a,duy,+a,du,
und bilden das alternierende Produkt von dw mit seiner konju-
gierten Form:
(46) [dw dw] =|ad,—a,a,(du, du,.
Die mit dem Faktor 4 multiplizierte quadratische Form (44) ist
47) 4dw.do=4(a,a,du}+ (a,0,+0,d,) du,du,+a,8,d u3)
und ihre Diskriminante g hat daher die Gestalt
(48) g=—4(a,a,—a,a,)%
Da auf der rechten Seite von (48) eine rein imagindre Zahl zum
Quadrat erhoben wird, ist g > 0. Ein Vergleich von (46) und (48)
zeigt, dab
49) 2dwdw]=Vgdu,du,=dw,=2[(dx.c)(d%.1)]

Die Relation (49) soll nun geometrisch gedeutet werden. Die
elliptisch-Hermitesche Ebene, mit dem durch die quadratische
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Form (7) erkldrten Bogenelement, ist, reell gedeutet, ein vierdimen-
sionaler Riemannscher Raum, die Kurve € ist in demselben eine
zweidimensionale Fliche; (49) besagt nun, daB dw, das Flichen-
element dieser Fliche ist. Im Falle, daB unsere Kurve € eine
Strecke ist, wird wegen (32) und (44)

{50) dw,=dP(G).
Wegen (36) ist mit (50) gleichbedeutend
1) Ve dur, du, — 2|d, d, + d&, dF|.

(51) ist in einem aligemeinern Satz von W. WIRTINGER enthaltents).
fEs wird dort gezeigt, daB eine Relation der Art (8) immer dann
besteht, wenn die im vierdimensionalen Raum beirachtete Fliche
synektisch ist (in der zitierten Abhandlung wird flir synektische
Mannigfaltigkeiten die Bezeichnung Gebilde verwendet), ist hin-
gegen die Fliche nicht synektisch, so ist die linke Seite'von (51)
immer grdfer als die rechte]

-

§4

Das GerademaB einer Kurve.

Zu Grunde gelegt sei wieder die schon im vorangehenden
§ 3 betrachtete Kurve 6. Uber dieselbe machen wir jetzt noch
folgende einschrinkende Voraussetzung. Es moge die Kurve €
mit einer beliebigen Geraden nur eine endliche Anzahl von Schnitt-
punkten haben. Diese Voraussetzung wird im folgenden wesen-
tlich sein.

Wir wollen nun die Anzahl aller Treffgeraden von € be-
stimmen, jede aber in der Vielfachheit genommen, in der sie €
trifft. Analytisch bedeutet dies die Berechnung des Integrals

(52) [ kg,
g

wobei dG die Bedeutung von (30) hat und das Integral iiber
alle Treffgeraden von € zu erstrecken ist und k die jeweilige An-
zahl der Schnittpunkte von & mit € ist. Bevor wir dieses In-
tegral berecnnen, nehmen wir eine zweckmiBige Umformung von
dG vor.

13) Vgl. in der unter 8) zitierten Abhandlung Wirtingers, insbes. S. 353,
Formel (48),
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Wir betrachten eine beliebige Treffgerade G von €, a, sei
einer der Schnittpunkte mit €. Auf & wihlen wir weiters den zu
o, e. H. orthogonalen' Punkt a, und bezeichnen den Pol von &
mit b. Es gilt also

(63) (0,8,) = (ba,) = (63,) =0.
Auf der Tangente T von € in a, wihlen wir ferner den zu a, e

‘H. orthogonalen Punkt ¢. Aus (40) und (41), die hier mit o, an
‘Stelle von g gelten, folgt

(54) (d3,. 6)=(da. c) (6%).
Wegen (50) ist daher
(55) dG=dw, .2 (6t) (bc) (d5,. b) (da,.b)

Ist b der Pol der Tangente €, dann gilt fiir den Winkel ¢
zwischen Tangente T und Gerade &, wegen (9)

(56) ‘ |(v6)] = cos %

Da wir Normalkoordinaten verwenden, gilt auch fir b die Rela-
tion (4), aus der wir unter Beachtung der Beziehung

(27) b=pc+pd

(die daraus folgt, daB b, ¢, b auf einer Geraden liegen), sofort
schlieBen

(58 |(69) |2 = (69) (6d) = 1 — (b¢) (bc).
(56) und (58) zusammen ergeben
(59) (65) (be) = sinz%‘

" Wir finden demnach fiir (55) schlieBlich
(60) dG = 2dw, sin _gL (d3,.5) (da, . 5).

Bei der Berechnung des Integrals (52) gehen wir nun so
vor: zunichst halten wir den Schnittpunkt a; von & mit € fest
und drehen & so lange, bis es mit seiner Ausgangslage zusam-
menfillt. Als Ausgangslage dirfen wir diejenige wahlen, in"der
T mit @ zusammenfillt. (Wir integrieren also zunichst nur nach

zsinﬁg(dﬁﬁ.fz) (da,.b)). Da bei dieser Drehung ¢ schlieBlich zu

einem gestreckten Winkel wird, so variiert ¢ nach einer Bemer-
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kung, die wir im ersten Paragraphen im Anschluf an Formeln
(5) und (9) gemacht haben, von O bis 27 ‘g, und b werden bei
- dieser Drehung die ganze Polare von a, durchlaufen. Dieselbe
kann zufolge (10) auf die Einheitskugel abgebildet werden, wobei
-2(da,.b) (da.b) wegen (37) das Flichenelement derselben ist, das
also bei der obigen Bewegung die Gesamtoberfliche derselben -
iiberstreicht. Der feste Punkt b (Pol von ) bildet sich auf einem
Punkt der Kugel ab und der Winkel ¢ ist dann der Abstand
dieses Punktes von der jeweiligen Lage des Flichenelementes'?).
Wir konnen wegen der Rotationssymetrie der Kugel diesen festen
Punkt in den Nordpol derselben verlegen. Bezeichnen wir das
Flachenelement der Einheitskugel mit d£2, dann_ist

(61) 2fsin2—§(d62._6) (da,.B) = f sinZ%d.Q.

Zur Bérechnung von (61) fiihren wir Polarkoordinaten ein ; in den-
selben ist

(62)  dQ=|sing|dgd9,

wenn ¢ der Polabstand und 3 die geographische Breite bedeuten.
Man hat demnach

2n =n .
(63) 2Jsin2—gi(d&2.5)(d«12.f)=f Jsin2—g—’-lsinqald¢pd3=2n.
p=08=0

~ LBt man nun den Punkt a, die Kurve € durchlaufen, so hat man,
wenn noch :

- (64) - [de,=L
¢

gesetzt wird,

(65) Ide=2nL.
’ ¢

Wir wollen noch denjenigen Spezialfall betrachten, in dem
@ eine Strecke ist. Die Triagergerade dieser Strecke hat vermoge
(10) die Einheitskugel als Bild und nach (21) und (51) ist L ein
© Stiick der Oberfliche derselben. Lassen wir die Strecke in die

1) Vgl. dazu .denjenigen Teil von § 1, der iiber die Abbildung der
Gerade auf die Einheitskugel handelt. :
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ganze Gerade (von endlicher Lange) iibergehen, so gibt uns (64)
das GesamtmaB der elliptisch-Hermiteschen Ebene, an Geraden.
Wegen der Dualitdt ist dasselbe auch gleich dem gesamten (Punkt-)
Inhalt der elliptisch-Hermiteschen Ebene. In der Tat ist ja

(66) ’ L=4n
als Oberfliche der Einheitskugel und demnach
67 [ap=fac=8a®

wie bereits von STUDY gefunden.

(Eingegangen am 27. Oktober 1938.)-



