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Über die Primzahlen der arithmetischen 
Progression. (II.) 

V o n P A U L T U R A N in Budapes t . 

Im folgenden sei immer s = a + f/, L(s, x) eine beliebige OO v /n\ 
Dirichletsche ¿-Reihe, welche für a > 1 bekanntlich durch £ V 

n=i n" 
definiert ist; <p(k) die Eulersche Funktion, A(n) das Dirichletsche 

Symbol. Die zu behandelnde Progression sei kx + /(x==0, 1,...), 

wo (Ar, /) = 1; es bedeute P(k, l) die- kleinste Primzahl dargestellt 

von kx + l. Es ist L(s, f ü r a> 1; die unbewiesene Piltzsche 

Vermutung1) behauptet, daß L(s, x) + 0 für a> . 

S. C H O W L A 2 ) bemerkte, daß unter Annahme der Piltzschen 

Vermutung gilt 

(1) P(k,l)<cMk)2+\ 
wo £ > 0, beliebig klein und c ^ c ^ e ) ist. In meinem ersten Auf-

satze8) bewies ich, daß unter derselben Vermutung 

(2) P(k, l) < c2<p(k) \og2+ty(k) 
für fast alle Progressionen mod k, d. .h. für jedes beliebig kleine 

e existiert ein c2 = f2(«) so, daß 

I i m -T7T y 1 = 1-(p(k) jLJ 
l^Kk, (k, l)=l 

P(k, l)<c2<plk)\Og2+t<p(k) 
!) A . PILTZ, Über die Häufigkeit der Primzahlen in arithmetischen Pro-

gressionen etc. (Habilitationschrift Jena, 1884.) 
S) S. CHOWLA, On the Least Prime in the Arithmetical Progression, 

Journal Indian Math. Society, (2) 1 (1934), p. 1-3. 
3) P. TURÄN, Über die Primzahlen der arithmetischen Progression, 

diese Acta, 8 (1936-37), p. 226-235. 
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Zur Orientierung bemerke ich, daß aus dem Primzahlsatze offenbar 

lim — ^ V 1 = 0 
„-,00 <p{k) ¿J 

((, k) = l, l g l f i f c - 1 
P(k,l)<V(k)\0!.l-e<p(k) 

folgt; es ist also fast immer P(k, l) <c2(s)cp(k) \og 2 + e <p(k) und 

P(k, l) > <p(k) Iog1"c (p(k). 

Im folgenden will ich kurz zeigen, daß man mit einer 

schwächeren Voraussetzung auskommt. Es genügt nur über die 

„kleinen" Wurzeln der ¿-Funktionen etwas vorauszusetzen; so 

erhellt sich besonders, daß die „kleinen" Primzahlen der arithme-

tischen Progression nur von den „kleinen" Wurzeln der ¿-Funk-

tionen abhängen. Diesen Schluß ziehen wir aus dem folgenden 

Satz. 

Satz. Es sei vorausgesetzt, daß die Piltzsche Vermutung in 
folgender schwächerer Form wahr ist: Es existieren zwei positiven 

Weltkonstanten ö mit 0 < <5 ^ y und a, so daß in das Paralle-

logramm 1 — <5 < <t <: 2, a keine der L-Funktionen verschwinden. 

Dann ist 

P(k, l)<c3(p(k)Ci, 

wo c3 eine absolute Konstante bedeutet und c4 nur von a und ó 

abhängt, jedoch mit ct > -i-. 

Bemerkung: nimmt monoton ab, wenn a monoton zu-

nimmt; wenn a - » - o o , kann man c4 als + e wählen mit beliebig 

kleinem positiven E. 

Bewe i s . Einfachkeitshalber nehmen wir ^ = und a = 5 

an und beweisen den Satz mit c4 = 8; im allgemeinen Falle ist 

der Beweis ähnlich. 

Es ist für a > 1 

« x 
n = l m o d f c 

Es sei = o> = [2log9> (Ar)]; dann ist bekanntlich 
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wegen (3) 

log""1— , r 

n 
h <x a=l+ 

Es sei 

Iogx 

2 ni 

CO 

Í £'<s> ds. 

<x=l+ logx 

Auf 0 = 1 + logx ist 

1 /01 < 2 + 
n J] Iogx 

n = l modk 
. 1 + T-— 1 + -, 

I o g x V = 1 v l o g s 

wo ÖJ und später a2, . . . von k, l, s unabhängig sind. Dann ist 

also 
00 OD 

IA1 <g,x J dt J— 
4 (l+¿2)2 4 (1+Í2)3 

< a'Xa < awi*)8"10»17 < a,(p(kf. 
(o. 17"2" 

Es ist also 

log""1 — , 

2 
Xs 

f(s)ds <aicp(k)G. 

nEI modfc 
0 = 1 + 

I o g x 

Wir wenden den Cauchyschen Integralsatz auf das Parallel-

ogramm |-|±4z, ± 4 / j und die Funktion an-

Das Integrand ist hier nach der Voraussetzung regulär, ausge-

nommen den Punkt s = 1, wo ein Pol erster Ordnung mit dem 

Residuum 

reel ist, gilt 

cp(k) 
liegt. Da das Integrand auf der reellen Achse 
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¿(n)Iog0-1^-
- m 1 < 

n < X n=l mod k 

(6) 

log I 

2 
4 

(=4 

+ IT J ro^'^-oL dt=a,9W + It + l. 
o 
3 

"=4 

Nun gilt aber, wenn L(s, x)=f=0 für Ul is 5 nac ! ! Titch-

3 3 
march4) für die Strecken a = — , |/|<4 bzw. / = 4, a < 2 

(7) 
also auch 

•7-(s»x) < Ö6 log9(Ar), 

l/(5) I < ß7 'oĝ p(Ar). 
Dann ist aber 

3/ifi\U>g9PM ' 6+log — 

(8a) h < a8x* (-^J log<p(k) < a,(p(k) ° log9(Ar) < a w 9 ( k ) s \ 

ferner 

(8b) h<an ^ ' f f j f f <ali9(k)\ / 

also nach (8a), (8b) und (6) 
1JL 

(9) > : A(n) < a13(p(k)61. 

n£)D(k )« n = i modk 
4) E. C. TITCIIMARCH. A Divisor Problem, Rendiconti Palermo, 54(1930), 

p. 414—429. Die Behauptung (7) steht hier nicht explicite; es läßt sich aber 

leicht aus Lemma VII und Lemma V entnehmen. 
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Wir müssen den Beitrag der Primzahlpotenzen p a mit a > 1 ab-

schätzen. Da für 1 <n<g>(k)* 

log" "1 — /-elog— & n » n I 
(w— 1)! 

gilt, so ist 

(e log — 

—^-Ü-J <an(4eyw><a„q>(k)** 

p,a 
( 1 0 a ) pa = l modfc 

pa«p(k)\ a> 1 

2 < 

< a , M W 8 log <p(k) 2  1 < v(k)M  

Da ferner für q>(ky^n < (p(k) 6  

d, r 
«ir«p k)', r>l 

! < ö.a ( ^ J < fl,.(< a19(p(k) 3 4, 

so ist 

log"-14r 

2 " " T ^ n f H 
P>  A  

(10b) pa=lmoik, o>l 
<P(k)*^pa<<p{k)' 

<a№<p(k)3*\ogcP(k) ^ 
d, r 

dr<rp(k)» 
r>l 

Endlich gilt für rp(ky<n<cp(k) s  

log"-1— /e l og—y 

(a,—I)"" < f l f g [ ä ) = 

I o g - i JL i e log JL^ 

also 

l 
' V Inon-

(0,-1)1 

< a*<?(ky log <p(k) 2  1 < WWf- 1-
d,r>\ 

drä<p(k)« 

log" -1 — 

2 (co-Ul < 
P, a > 1 

(10c) pa=lmoàk 
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Aus (9), (10a), (10b) und (10c) folgt schließlich 

log" — 

2 ( „ - D * - V W 7 

p 
p - I mod It 

also für k > a, 26 

log"-1 — 

2 l o g p - j i ^ y r > 0 ' * e - d -
p 

p ~ l modft 
p^W)* 

Weitere Ergebnisse in dieser Richtung gibt eine von HOHEISEL 

stammende Methode; auf deren Behandlung hoffen wir in der 

Kürze zurückzukehren. 

(Eingegangen am 23. November 1938.) 


