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Ober Potenzreihen mit monotoner
Koeffizientenfolge.

Von S. SIDON in Budapest.

- Potenzreihen, deren Koeffizienten eine k-fach monotone Null-
folge bilden (k>0 und ganz), sind Gegenstand mehrerer. in letz-
terer Zeit erschienenen Arbeiten des Herrn L. FEJER'). Da eme‘
‘solche Potenzreihe die Darstelling '

Z(;az"_Zp,,o" 1(2), p,>0 fﬂr.n——O 1,2,.

zuldBt, wobei o}(2) das n-te arithmetische Mittel [-ter Ordnung

. der Reihe Zg 2" bezeichnet, kann ein Teil der dort beliandelten

n=

Fragestellungen (Wurzelfreiheit einer Potenzreihe oder einer ihrer
Derivierten in einem Gebiete, der sogenannte Kakeyasche Problem-
kreis)  prinzipiell durch -das folgende, dem Wesen nach von
. KEMPNER?) herriihrende Lemma erledigt werden.

Es seien a,,a,, . .., a, gegebene komplexe Zahlen, A,, A .. A,
die entsprechenden Pankte der Gaufschen Zahlenebene mit dem
Nullpunkt O. Die Gleichung

(1) Zplal—o

in den Unbekannten p, hat dann und nur dann eine von der tris
vialen verschiedene positive Ljsung (d. h. eine Losung mit p;=0

1) Siehe die in gewisser Hinsicht zusammenfassende Darstellung: L.
Fesér, Untersuchungen iiber Pgtenzreihe_n mit mehrfach monotofier Koeffi-
zientenfolge, diese Acta, 8 (1936), S. 89—115.

%) A. J. Kewpxer, Uber di€ Separation komplexer Wurzeln algebral-
scher Gleichungen, Math. Annalen, 85 (1922), S. 4959,
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fir [I=1,2,...,n; p,+p.+.,.+ p.,>0), wenn die Halbstrahlen
OA,, OA,, ..., OA, nicht im Innern einer und derselben Halbebene
liegen®). Ist diese Bedingung erfiillt, so hat (1) auch solche positive
Losungen, fiir welche nur drei von den p, von Null verschieden
sind.

Ich zeige an zwei Beispielen die praktische Anwendbarkeit
der soebén dargelegten Methode.

1. Der wohlbekannte Enestrom—Kakeyasche Satz Iste>c,
fir =0, 1, ,n—1, ¢,=20, so gilt

IZ; qz'%0
im Kreise |z] <1, ist eine Folge!) der Tatsache, daf dort
R((1—2)0/(2))=R(1—2"")=0.
Zugleich ergibt sich, daB die Nullstellen der Polynome der nimlichen
Klasse die Menge derjenigen Werte z ausfiillen, fiir welche die
Ungleichungen
- R((1—2')e'#) > 0, =1, S+,
fiir kein reelles a gleichzeitig erfiillt smd.

2. Das folgende Resultat stammt von Herrn FEJER®): [Ist
¢y, Gy, . . . eine vierfach monotone Nullfolge, so ist die durch die

Potenzreihe Z c,2" definierte Funktion im Kreise |z|<1 schlicht.
n=0

Ich zeige nun, daB hier die Monotonititsbedingung fiir die Koeffi-
zienlen sich nidht durch die der zweifachen Monotonitdt ersetzen 1dft®). '
In der Tat hat das Polynom

¥3) P@)=2 pol(2), p=0fir i=1,2,.
=1

8) Die geometrische Bededtung der positiven Losbarkeit von (1) liegt
darin, daB der Nullpunkt in dem von A, A4s,..., A, bestimmten kleinsten
konvexen Bereich liegt. )

4) Herr PauL TurAx teilte mir mit, daB ihm der obige Beweis des
Enestrdom—Kakeyaschen Satzes, in dem nur der erste, ganz triviale Teil des.
Kempnerschen Lemmas zur Anwendung gelangt, schon vor einigen Jahren
bekannt war. Hier ergibt er sich naturgemiB.

5) L. FEIER, loc. cit. 1), S. 90 (Satz II); vgl. auch S. 92.

¢) Das erste Beispiel einer, nach einem von dem hier angewandten
verschiedenen Verfahren konstruierten, fiir |z| <C1 nicht schlichten Potenz-
reihe, deren Koeffizienten eine konvexe Nullfolge bilden, riihrt von Herrn
G. SzeG6 her (mitgeteilt August 1936 in einem Briefe an Herrn L. FeJEr).
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als Potenzreihe betrachtet, eine konvexe Koeffizientenfolge. Es lassen
sich Werte z mit |[2]<1 angeben, z. B. z=(1—d)e®, wenn
6 >0 und hinreichend klein “ist, fiir welche die Bedingung der
positiven Losbarkeit der, Gleichung .

P@=3 @) =0
beziiglich der p, erfillt ist. Wird ndmlich
(D) (1= @ @Y =I(1—2")—(+ Dz —2") =7@)
gesetzt, so gilt, wie man leicht nachrechnet,
nE®)=B—2/3)+e—VI)i
2 (e%‘—) —38 —6V3,

0 @) =2 —13)+ (L3 —16)0

und die entsprechenden Halbstrahlen liegen nicht in einer Halb-
‘ebene. Daraus folgt die Existenz von Polynomen (2), deren Deri-
vierte im_Kreise |2| <.1 nicht wurzelfrei ist.

(Eingegangen am 5. Juni 1937 ; umgearbeitet am 18.-August 1939.)



