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Ein Problem iiber mehrere ebene Bereiche.

Von G. SZEKERES in Shanghai.

Herr G. GRONWALD vermutete den folgenden Satz:
~ Es seien in der Ebene k Bereiche gegeben, deren Projektion
auf eine beliebige Gerade eine die Zahl d-nicht iibertreffende Ge-
samtlinge hat'). Dann ist die Summe der Fldcheninhalte der Bereiche

nicht grafler als % dz.

Wir wollen fiir diesen Satz einen elementaren Beweis bringen.

Zuerst beweisen wir den folgenden

Hilfssatz. Es sei in der Ebene ein konvexes n-Eck mit
den Seiten a(i='1, 2, ..., n) gegeben. Es sei ferner h; der Abstand
der Seite a; von der zu ihr parallelen Stiifzgeraden und es sei
endlich | der Inhalt des n-Ecks. Dann gelten die Ungleichungen

——Zahg]s Zah

Das Gleichheitszeichen - gilt in der ersten Ungleichung nur fiir die
Dreiecke, in der zweiten Ungleichung nur fiir die Polygone, die
einen Mittelpunkt haben.

Dieser Hilfssatz wurde schon (in -etwas anderer Form) von .
RADEMACHER?) und ESTERMANN®) bewiesen. Sie betrachteten den
Vektorenbereich W eines beliebigen konvexen Bereiches und be-
wiesen fiir dessen Flacheninhalt /(W) mit Hilfe des Brunn— Min-

1) Mehrfach projizierte Geradenstiicke werden dabei nur einfach ‘gerechnet.
2) H. Rapgmacrer, Uber den Vektorenbereich eines konvexen ebenen
Bereiches, Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung, 34 (1925), S.64—79.
3) Tu. EsTtErmManN, Zwei neue Beweise eines Satzes von Blaschke
und Rademacher, Jahresbericht der Deutschen Math.- Veremtgung, 36 (1927),
S. 197—200; Uber den Vektorenbereich eines konvexen Korpers, Math. Zeit-
schrift, 28 (1928), S. 471—475.: ‘ RIREN
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kowskischen Satzes die Ungleichungen

1 1
FIW =/ W),

wo J den Flicheninhalt des gegebenen Bereiches bezeichnet. Es
ist leicht einzusehen, daB bei einem ebenen Polygon J(W) gleich

Z a;h; ist, so daB die beiden Sitze identisch sind. In unserer Form

146t sich aber der Satz ohne Benutzung des Brunn—Minkowski-
schen Satzes beweisen. Die erste Hilfte dieser Ungleichungen
werden wir spéter nicht gebrauchen, doch geben wir auch hierfiir
einen einfachen Beweis.

- Es sei s; der Abstand des Schwerpunktes des Polygons von
der Seite a;. Nach einem Satze von MiNkOwskI?) gilt die Unglei-

chung s.zl'h;. Gleichheit gilt nur im"Falle eines Dreiecks. Ver-

§ ==

binden wir den Schwerpunkt mit den Ecken des Polygons und
summieren wir die Inhalte der so entstandenen Dreiecke, so
erhalten wir unmittelbar die Ungleichung

jz% 3as, = iEa,.h,‘.

Der folgende einfache Beweis der zweiten Ungleichung stammt
von Herrn D. LAzAR. Wir beweisen die Ungleichung zuerst fiir
solche Polygone, die aus lauter pa-
rallelen Seitenparen bestehen. Das
einfachste unter solchen Polygonen
ist das Parallelogramm. Fiir dieses gilt
offenbar die Gleichung j=—l~2aihi.
Wir wenden nun vollstindige Induk-
tion in Bezug auf die Anzahl der
Seitenpaaren an. Wir lassen in einem
2n-Eck das parallele Seitenpaar AB
und A,B, weg und bringen die mit
ihnen benachbarten Seiten zum
Schnitt. Die Schnittpunkte ‘seien C
und C,. So bekommen wir ein
(2n—2)-Eck, dessen Inhalt mit /,

4) Siehe z. B. bei ESTERMANN, Math. Zeiischrift, a. a. O., Hilfssatz 3,
wo der Satz elementar bewiesen wird.
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und die entsprechende Summe Zah; mit 3, bezeichnet seien.
(Siehe Figur.) Infolge der Induktionsannahme hat‘man

1
(]) .11 §"'Z21-
Wenn die Sl_lmme 20:h; des urspriinglichen Bereiches mit = be-
zeichnet wird, dann gilt, wie wir zeigen wollen, die Ungleichung

@ h—Jzp =3,

Die Dreiecke ABC und A,B,C, sind einander #hnlich. Es sei
AB=a, A,B,=¢a, es sei ferner m die zu AB gehofige Hohe
von ABC. Dann hat man offenbar die Gleichung

am 2am- am

Si—]= T+g———=—2- (1+¢?).

Bezeichnen wir den Abstand der Parallelen A8 und A,B, mit #,
den Abstand der Parallelen AC und A,C, mit h, und den
Abstand der Parallelen BC und B,C, mit h,, so haben wir:

5,—>=B,C,.h,+A,C,.h,+AC.h,+CB.h,—AB.h—A,B, . h=
=2(J(B.C,A,C)+ J(BCAC,))— AB.h—AB,.h=
= ea(m+h+om)+a(m-+h+om)~—ah—eoah=am(1+o)>.
Da aber offenbar |

@3) ‘1—2'2(1»+92)gj}am(l+e)2

(ist, so gilt. wirklich (2). Aus (1) und (2) erhalten wir endlich

. 1
4) Jj= T 2. |
Derselbe Beweis gilt auch fiir ein beliebiges Polygon, wenn man,
falls die Seite AB kein paralleles Paar hat, ¢ =0 setzt. Da in (3)
offenbar nur dann Gleichheit besteht, wenn ¢ gleich 1 ist, so
folgt,- daB in (4) das Gleichheitszeichen nur im Falle der Polygone
mit Mittelpunkt gliltig ist.

Zurtickkehrend zu unserm eigentlichen Problem, bemerken
wir zuerst, daB es geniigt, den Satz fiir den Fail lauter konvexer
Bereiche zu beweisen. Denn nehmen wir statt eines jeden Bereiches
den kleinsten ihn enthaltenden konvexen  Bereich (und, wenn
zwei dieser konvexen Hiillen gemeinsame Punkte haben, nehmen
wir ihre gemeinsame konvexe Hiille, usw., bis wir nur paarweise
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punktfremde konvexe Bereiche erhalten), dann ist die Projektion
der neuen konvexen Bereiche in eine jede Richtung genau dieselbe,
wie diejenige der gegebenen Bereiche; andererseits wird der Ge-
samtflicheninhalt nicht verkleinert. Wenn also der Satz fiir konvexe
Bereiche gilt, dann gilt er auch fiir die gegebenen Bereiche.

Es seien also k (abgeschlossene) konvexe Bereiche gegeben,
die paarweise punktfremd sind, und deren Projektion auf jede
Gerade eine die Zahl d nicht {ibertreffende Gesamtldnge hat. Es
ist zu beweisen, daB ihr Gesamtflicheninhalt nicht groBer als

%‘-d2 ist. Wir wollen zum Beweis eine vollstindige Induktion

anwenden. _
Fiir k=1 ist der Satz leicht einzusehen. Bekanntlich ist das
arithmetische Mittel der Linge der Projektionen eines konvexen’

Bereichs gleich }L,i' wo U den Umfang  des Bereiches bedeutet.

Da dieses Mittel hdochstens gleich d sein kann, so hat man
2 2 . "
%Eg%l—. Nach der isoperimetrischen Ungleichung ist aber stets
2 i , '
jgg—n, so daB die behauptete Ungleichung wirklich statthat. —

Etwas umstidndlicher 1468t sich dieser Fall auch elementar, ohne
den Begriff der mittleren Projektion beweisen.

Ist k> 1, so unterwerfen wir sdmtliche Bereiche folgender
VergroBerung: Den Abstand h der Stiitzpunkte zweier parallelen
Stiitzgeraden nennen wir- einen Durchmesser des Bereiches.. Wir
verlingern nun jeden Durchmesser £ (in jedem Bereiche) in bei-
den Richtungen durch die Linge Ak Die Endpunkte der verlii.-
gerten Durchmesser bilden wieder konvexe Kurven, wir betrachten
die Inneren dieser Kurven. Dieses Verfahren, das jeden Bereich’
durch einen groferen ersetzt, nennen wir die A-VergréBerung der
Bereiche. Ist 4 geniigend klein (was wir annehmen ‘wollen), so
sind auch die vergroflerten Bereiche paarweise punktfremd.

Es sei d; die Linge der Projektion des i-ten Bereiches auf
eine Gerade G, dann ist die Linge d; der Projektion des 1-ver-
groBerten Bereiches auf dieselbe Gerade gleich d,(1+24), die
A-VergroBerung verschiebt nimlich die Tangenten an den End-
punkten der Durchmesser offenbar parallel mit sich selbst.

~ Es sei nun d; die Gesamtldnge der Gesamtprojektion auf
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die' Gerade G. Diese Gesamtprojektion besteht aus mehreren iso-
lierten Stiicken. Bei~ der A-VergréBerung kann die Linge eines
solchen Stiickes hochsteris auf ihre (I 424)-fache wachsen, da die
VergroBerung eines Stiickes die VergroBerung der groBSten ihm
beitragenden Einzelprojektion nicht iibertreffen kann. Also kann
auch die Linge d; der Gesamtprojektion der A-vergroBerten Be-
reiche d;(1 + 24) nicht_iibertreffen : '

& di= (1 +24)d,.

Es bedeute nun J’ den Gesamtflicheninhalt der A-vergroBerten
Bereiche. Wir behaupten, daf die folgende Ungleichung gilt :

©)- J =] 4242

‘Betrachten wir zuerst ein Polygon, das lauter parallele. Seiten-
paare hat. Fassen wir das Seitenpaar AB, CD, von den Lingen
a und b, ins Auge. Die Bezeichnung sei so .gewdhit, daf die
Vektoren AB und CD gleichgefichtet sind. Der Durchmesser AD
vergroBert sich zu A’D’, der Durchmesser BC zu B'C’. Die Linge
von A’B’ ist gleich a-+ A(a-b)=a’, diejenige von C’D’ ist gleich
b+ 4(a+b)="¥. Die zu diesem Seitenpaar gehorige Zunahme
des Flacheninhalts ist also gleich

+ b+b’

Ah,

J(ABB'A')+ J(CDD'€') =

wenn man. den Abstand zwischen AB und CD mit h bezeichnet.
Dieser Ausdruck ist aber nach dem Vorigen gleich A(2+1)h(a+0b).
Man erhilt also fiir die Zunahme des Flicheninhalts eines A-ver-
groBerten konvexen Polygons den Wert

AA+1)Zh(a+6),

wo die Summe auf alle parallelen Seitenpaaren zu erstrecken ist.
‘Da aber nach dem Hilfssatz fiir den urspriinglichen Fldcheninhalt
J des Polygons die Ungleichung = h,(a;+ b;) =4/ gilt, so hat man
" fiir den vergroBerten Flicheninhalt /' die Ungleichung

J=J+AA+1)y4]=J(1 +24)%

Der Beweis gilt, wie man es leicht einsieht, auch im Falle
allgemeinerer Polygone (dieser Fall kann ja als Grenzfall des be-
trachteten angesehen werden, wenn man zuldbBt, daB in den paral-
lelen Seitenpaaren eine Seite auch von der Linge O sein darf).
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Daf die Ungleichung (6) auch fiir einen beliebigen abge-
schlossenen konvexen Bereich gilt, kann man mittels Approximation
durch Polygone einsehen.

Nun wihlen wir 4 so groB, daB zwei von den & gegebenen
Bereichen sich beriihren. Wir wollen nun diese sich beriihrende
Bereiche durch ihre konvexe Hiille ersetzen. Es kann dann vor-
kommen, daB diese konvexe Hiille auch mit anderen der gegebenen
Bereiche gemeinsame Punkte hat, dann wollen wir die gemeinsame
konvexe Hiille aller dieser Bereiche nehmen; und so fahren wir
fort, bis (nach hochstens k Schritten) das Verfahren ein Ende
nimmt. Dann haben wir statt den k gegebenen Bereichen weniger
konvexe Bereiche vor uns, fiir die also, nach der Induktionsvoraus-
setzung, der Satz gilt. Da aber dieser Ersetzungsprozess alle Pro-
jektionen ungedndert 148t und da er den Gesamtflicheninhalt
offenbar nur vergroBern kann, so gilt der Satz notwendlg auch fiir
die ursprixnghchen Bereiche.

(Eingegangen am 5. Oktober 1938; umgearbeitet am 12. August 1939.)



