Uber ein geometrisches Extremalproblem.

Von BELA v. Sz. NAGY in Szeged.

1. Herr Szekeres hat in der vorstehenden Arbeit einen Be-
weis fiir einen schon von Herrn G. GRONWALD vermuteten Satz
mitgeteilt!). Seine Methode beruht auf der Anwendung eines spezi-
ellen VergroBerungsprozesses fiir konvexe Figuren. Wir wollen
hier einen anderen Beweis skizzieren, der gleichzeitig mit demjenigen
von Herrn SZekeres gefunden wurde. Dieser Beweis stiitzt sich.
auf einen VerjiingungsprozeB, der schon von Herrn F. RiESZ (zur
Behandlung eines anderen Problems) beniitzt wurde?) und auf
dessen Anwendbarkeit auf das Griinwaldsche Problem er uns
freundlicherweise aufmerksam machte.

Wir beweisen den Satz zugleich in der folgenden verschirften
Form : '

Satz. Es sei in der Ebene eine aus endlich vielen Kontinuen
bestehende Menge M gegeben, |M| sei ihr (zweidimensionales) Map.
M. sei die (orthogonale) Projektion von M auf eine Gerade der
Ricitung o, |M.| bezeichne das (lineare) Maf von M.. Es sei
ferner A(|M,|) das arithmetische Integralmittel von |M,| gebildet
iiber 0<a=<2m, es sei endlich m=min|M.|. Dann gilt die Un-
gleichung *

| M1 < - (UMD — [ Mal)— m]2) = (22(| Ma ) m— ],

in der die Gleichheit nur dann besteht, wenn M eine rennbahn-
formige Menge®) ist. :

1) G. SzekEeres, Ein Problem iiber mehrere ebene Bereiche, diese Acta,
9 (1939), S. 247252
" ?) F. Rigsz, Sur une inégalité intégrale, Journal of the London Math.
Saciety, 5 (1930), S. 162—168.
3) D. h. die Menge derjenigen Punkte, deren Abstand von einer Strecke
(oder von einem Punkte) < r ist (r gegeben, > 0).
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Wir gebrauchen den folgenden

Hilfssatz. Es sei S eine aus endlich vielen Bogen beste-
hende Teilmenge einer konvexen Kurve. S, sei die Projektion von S
auf eine Gerade der Richtung e. Wenn |S| das Bogenmaf von S
und |S,| das lineare MaB von S. bezeichnen, dann gilt die Un-
gleichung ’

|S|= 7 A(|Sal),

in der die Gleichheit nur dann bestehf, wenn S die- ganze Kurve ist.

Da S auf einer konvexen Kurve liegt, kann ein ‘Punkt von
S. das Bild von héchstens zwei verschiedenen Punkten von S
sein®). S; sei die Menge derjenigen Punkte von S., die das Bild
zweier verschiedener Punkte von S sind, |Sz| sei ihr MaB. Besteht
S nur aus Geradenstiicken, so kann man die Beziehung

(M ISI——{QI(ISal)+91(|SaI)]

leicht rechtfertigen. Durch Polygonapproximation kann man dann
(1) fiir beliebiges S einsehen. Ist S die ganze konvexe Kurve, so
~ ist offenbar A (|Sa|) == A(|S«|). Ist aber S nicht die ganze Kurve,
so gibt es immer ein Intervall @, <a<a,, so daf fir diese a
S, eine echte Teilmenge von S, ist; folglich ist A(|Sz|) < A(|Se|).
Damit ist der Hilfssatz bewiesen,

" Im Beweis des Satzes darf man offenbar annehmen, da M
aus konvexen Figuren besteht, ihre Anzahl sei k.

C sei die kleinste konvexe Kurve, die M einschlieBt; C(f)
sei-ihre im Abstand ¢ verlaufende innere Parallelkurve. S(f) sei
der gemeinsame Teil von C(f) und M, M(t) sei die Mehge der-
jenigen Punkte von M, die nicht auBerhalb C(f) llegen

Es folgt aus dem Hilfssatze, daf§

)] 1O = 2%(1Sa()])
gilt. Man hat also um so mehr die Ungleichung -
©)] IS =7A(Ma(D)])-

Lassen wir ¢ von 0 an wachsen, so werden einige der konvexen
Figuren immer mehr verjlingt, fiir einen Wert =1, wird
endlich eine Figur (oder zuglieich mehrere Figuren) auf einen

4) Enthigit S auch Geradenstiicke, so gilt dies allerdings nur danm, wenn
die Richtung ¢ auf kein Geradenstiick orthogonal ist. In der Bildung von
Integralmitteln konnen wir aber diese (hochstens abzdhlbar unendlich viele)
Richtungen a auBer Acht lassen.
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Punkt, oder auf eine Strecke zusammenschrumpfen. Fur O=t<li,
hat man offenbar

) IMe(t)| < |Me|—2t.
Ferner gilt die Beziehung

_d M t
©) AMDOL 501, |
Durch Integratlon folgt dann aus (3)—(5) die Unglelchung
©) | MI—| M ()] < 7 [(1 Ml t,— 8]

Ist k=1, so ist #, gleich dem Radius r des grofiten einge-
- schriebenen Kreises und |M(f,)] ist gleich 0. (6) liefert also fiir

k=1 den Satz sogar in noch schérferer Form, da rs%l— ist®).

Da in (2) und (3) in diesem Falle das Gleichheitszeichen besteht,
gilt in (6) die Gleichheit dann, wenn sie in (4) fiir alle { statthat.
Dies ist aber nur dann der Fall, wenn M rennbahnformig ist.

Nehmen wir nun an, daB der Satz fiir Mengen, die aus

weniger als k, (k,=2) konvexen Figuren bestehen, schon bewiesen
ist. Dann gilt er auch dann, wenn einer solchen Menge noch
Punkte und Strecken hinzugefiigt werden. Besteht M aus k, nicht-
ausgearteten Figuren, so ist M(#,) eine Menge dieser Art. Es gilt
also (infolge der Induktionsannahme) die Ungleichung ‘

M | M) = 5 [22(1Ma(t)]) m(t)—m?(5)]
mit m(f,) = min|Ma (%) | Aus (4), (6) (wo jetzt das Ungleichheits-
zeichen gilt)~und (7) folgt dann

M) < —[ZQI(IMal)(m(fo) +26)—(m(t) 4+ 24)?] -

und hieraus, wegen m(t,) +2f,=m (vgl. (4)), die Giiltigkeit des -
Satzes auch fiir M.

2. Der Teil des Beweises, wo man aus der Giiltigkeit des
Satzes fiir k< k, auf seine Gilltigkeit fiir k=4, schlieBt, konnte
auch mit der VergroBerungsmethode des Herrn SzekeRes gefiihrt

5) Da fiir eine konvexe Figur M der Umfang L gleich #U(|Mez|) ist,
so haben wir die von BoOXNESEXN -stammende Ungleichung |M|<rL—=nr2
“erhalten. vgl. T. Bonnesen und -W. FExcHEL, Theorie der konvexen Korper
(Berlin, 1934 ; in folgendem als ,BF“ zitiert), S. 82, 112—113.
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werden. Wir wollen hier zeigen, daB man mit einer Verallge-
meinerung der VergroBerungsmethode ftir den n-dimensionalen
Raum R, den folgenden Satz beweisen kann.

Satz. Es sei M eine aus endlich vielen Kontinuen bestehende
Menge in R, (n=2). M, sei die Projektion von M auf eine Gerade
der Richtung o, |M,| sei ihr lineares Map und %A(|M,|) sei das
arithmetische Integralmittel von |M,| iiber alle Ricitungen o in R,.
Dann besteht fiir das (n-dimensionale) Map |M | von M die Un-
gleichung

|M|s

DI

wo x, das Volumen der n-dtmenszonalen Einheitskugel bedeutet. Die
Gleichheit gilt nur dann, wenn M eine (n-dimensionale) - Kugel ist.

Beim Beweis kann man wiederum . annehmen, daB M aus
konvexen Korpern besteht, ihre Anzahl sei k.

Fiir k=1 ist der Satz bekannt®).

Es sei der Satz fiir ¥ <k, (k,=2) schon bewiesen, und be-
trachten wir nun den Fall k=k,. Wir diirfen offenbar annehmen,
daB diese k, konvexen Korper alle nichtausgeartet sind. Wir ge-
brauchen flir sie die vektorielle Schreibweise &, &,, ..., &, (der
Anfangspunkt O sei beliebig, aber fest gewdhit)?).

Es sei & das Spiegelbild von &, in Bezug auf 0. &= % (R:42)
ist dann der Zentralsymmetrisierte von &,. Fiir die Volumina gilt
die Ungleichung?®) ,

8) V@) =V(®)  (=12,..., k).

Ist 2=0, so bedeute &,(4) die Linearkomposition & +248;.

R(f) = (1 +21)."R,.(1) ist dann eine lineare S :har mit dem Schar-

parametert-—(l+22)‘ und man hat R,(0)=8§;, R()=8K,
Nach dem. Brunn-Minkowskischen Satz?) gilt die Beznehung

VV(:n(t Z(I—t)VV(R‘ VR,

also, wegen (8),

VE@RD)) =V &)

6) Er stammt von P. Urysonx, vgl. BF, S. 109.

7) Fiir die vektorielle Schreibweise, sowie fiir die Bildung von Linear-
kompositionen konvexer Korper verweisen wir auf BF.

8) Vgl. BF, S. 73.

9 Vgl. BF, S. 88,
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Hieraus folgt endlich die Ungleichung -
(9 V(®(D)) =(1+24)" V(&)

_ Es sei 4, der kleinste Wert von 4, fiir den. bereits zwei
Korper einander beriihren. Fir die vergroBerte Menge M(4,) gilt
schon der Satz (gleicher SchluB, wie bei Herrn SZEKERES) :

n

IM(lo)IS

oder, durch (1424%,)" dwndlert,

(1424) " [M(4)] < Z-[0((1 +24) " | Mo ()]
Die linke Seite ist hier =|M| (nach (9)). Die rechte Seite ist
D", da l'Mw('lo)l =< (1424,) |[M.] ist (gleicher

SchluB, wie bei Herrn Szekeres) und da es Richtungsbereiche
gibt, fiir die | M.(4)| diese Hochstgrenze nicht erreicht. Daunit ist
die Giiltigkeit des Satzes auch filr M gezeigt.

- . (Eingegangen am 20. August 1939.)



