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Uber Funktionen, die ein endliches Dirichletsches -
Integral haben.

Von A. SOLYI in Szeged.

Einleitung.

Es sei in dem n-dimensionalen- Raum eine quadratisch inte-
grierbare Funktion g (x,, x,, . . ., X,) .gégeben. Die Integrale

f(g(xh xg' P xa+h, oy x,,) —g(xlr e vy xn))zdv

h
(T bedeutet einen n-dimensionalen Bereich, dV=dx,dXx,...dx,)
seien gleichmiBig beschrédnkt fiir alle A (e=1,2,. n).

Wegen variationstheoretischer Anwendungen bxeten die fol-
~genden Fragen ein gewisses Interesse: Was kann man von den
. partiellen Ableitungen von g sagen? Fiir welche » >2 kann man

'folgern daB f|g|"d V endlich bleibt? (Dlese Exponenten werden

©wir ,,lntegrabnhtatsexponenten nennen.)

Wir werden sehen, daB unsere Annahme dquivalent damlt ist,
- daB die ersten partiellen Ableitungen der Funktion g fast iiberall
" existieren und quadratisch integrierbar sind. Oder, m..a. W., daB .
- ihr, in geeigneter Weise definiertes Dirichletsches Integral endlich
ist. Es wird sich auch ergeben, daB die Differenzenquotienten im

' - quadratischen Mittel <gegen die' entsprechenden Ableitungen kon-

.,v<

vergieren und daB g fast iiberall gleich dem Lebesgueschen lntegral'
jeder seiner Ableitungen ist.

- Was die Integrabilitatsexponenten betnfﬁ 50 w1rd bewxesen
_daB alle » Integrabxhtatsexponenten smd die der Ungleichung

n .
—2 gemlgen Fﬁr 'v>—?—_— k6nnen wie es ein emfaches '
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Beispiel zeigt, die lntegrale ﬂgl" dv divergenf werden. Den Fall

S konnte ich nicht entscheiden.

2n
n—2
, Zur Behandlung dieser Fragen habe ich auf - Anregung
des Herrn Prof. F. RIESZ g in eine mehrfache Fouriersche Reihe
entwickelt und den Beweis mit gewiBen Abschitzungen der
Fourierschen Koeffizienten durchgeftihrt. Wir muBten uns daher
zuerst auf den Fall beschrinken, wo g in allen Verinderlichen
periodisch mit der Periode 2n ist und der Bereich T mit einem
Periodenwiirfel W von g identisch ist, Der allgemeine Fall wird
mit Hilfe einer geeigneten Fortsetzung auf diesen einfacheren Fall
zuriickgefiihrt. ' 4

1. Ober die Ableitungen von g.

Bezeichnungen.

(X, Xy ooy Xat+ 0y oL X)—L(x, ..., X,)
| K- '
Es sei S die Menge derjenigen Punkte, die auBerhalb T und von
T in einer. Entfernung kleiner als d liegen; d ist eine wnllkﬁrhch
gewihlte positive Konstante.

Voraussetzung. Alle Integrale
| @wrgrav
o T+8
sind gleichmiBig beschrédnkt. :

Satz. Die partiellen Ableitungen von g existieren in T fast
iiberall. Sie sind alle quadratisch integrierbar. Die Differenzen-
quotienten von g streben .im quadratischen Mittel gegen die ent-
sprechenden Ableitungen, d. i. .

[ (Dig—2:0)*dV~0, wenn h~0.

D, g=

‘ Bewels fiir den penodnschen Fall (T= W). g wird in eine
mehrfache Fouriersche Reihe entwickelt : o

@
g Z ay...1, ehmt . Hazn)

) hy .o,ln=-® i
Wir fiihren der Kiirze halber die folgenden Bezeichnungen ein:
ay. . . ,—a,

ei(llzl+.‘..+lnz,.) J— el'l,:c
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Es geniigt aus Symmetriegriinden nur die nach x, genom-
menen Differenzenquotienten zu untersuchen. Es ist

gNZaz

) _
Durch Anwendung des Parsevalschen Satzes bekommt man:

J(D“g)zdv_;'m i (e"‘* —1)(e-f'n —1)

;l —_—
! 1 &=,

@
" Da nach unserer Annahme unabhingig von h
' f(D:g)”stM

gilt, so folgt daB die Reihe

Slaps
1) -
, konvergent ist.

..+ Es gibt daher auf Grund des Rlesz—Flscherschen Satzes
eme Funktion g,, die die Fourierkoeffizienten la, besitzt.. er '
wollen zelgen, daB in. T fast tiberall

. -__(-)g
= 6x1 .

Wir schitzen dazu das Quadratmtegral von g,——D"g ab. Wegen

hh___
g DthZaI (e h l _ll)eﬂz

hat fna'n A .
| i
@, j(gl Digrav= 3 |a

er spalten die Summe in zwei Texle je nachdem |4 <N oder
> N ist. -

' . Der erste Teil konvergnert offenbar gegen 0, wenn A-0. -
‘Die zweite Summe ist kleiner, als

12‘ 4la,pl
Wil >N

Wenn wir: N ins Unendhche wachsen lassen dann strebt auch
diese Summe wegen der Konvergenz der Reihe .

+o0

DI ALY

Yy-ooyln=-o
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gegen 0. Es: folgt daher:
,j (&:—Dig)*dV~0,

wenn 0. Aus dieser Relation folgt aber die Giiltigkeit unseres
_.Satzes .

2. Ober die lntegrierbarkeitsexponenten von g

‘Es folgt fiir n—=1 unmittelbar aus dem vorigen Satze, daB
g das Integral seiner Ableitung und somit stetig ist. Man sieht
aus dem Beispiel g=1log"!r mit r=)x+.. .+, daB . die-
Stetigkeit von g schoh fiir n =2 nicht gefolgert werden kann. Es
folgt aber, daB die Integrierbarkeitsexponenten von g beliebig
grob sind. Fir n> 2 liegen die Integrierbarkeitsexponenten unter
einer endlichen Schranke, welche. gegen 2 strebt, wenn n ins
Unendliche wichst. Es gilt ndmlich der ’

Satz, Aus den gemachten Voraussetzungen iiber die Diffe-

renzenguotienten j’olgt daﬁ ﬂgl dv endlxch ‘ist fiir jedes positive v,

welche der Ungleichung :
2n
n—2
geniigt (n== 1, 2). Fiir n=1 ist g stetig, flir n=2 kann v beltebzg :
grof gewdhlt werden. '

Bemerkung. Man kann die in dem Satz vorkommende
obere Schranke nicht verklemern Das sieht man aus dem Gegen-
belspxel

v <

Diese Funktion génﬂgt unseren Voraussetzungen filr jedes positive

2’\ so klein' gewihlt werden,

daB [|g” dV divei'giere. Es wire interessant ' und wegen der
variationstheoretischen Anwendungen “wichtig, auch .den Fall

¢, dennoch kann é_ﬁlr jedes »> n%f

n'£2 zu untersuchen. Es ist mir‘aber die Entscheidung d_iesés
Falles nicht gelungen. = . )
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Beweis fiir den periodischen Fall (T= W). Es folgt aus
dem Young —Hausdorffschen Satze, daB, wenn zwe| positive Zahlen
p und #», der Relation

1 i
wty=!
gentigen, p <, und die Reihe ; la,|* konvergiert, dann konver-
. 0]
giert auch das Integral -

[1etav.
w

Wir haben also, um unseren Satz zu beweisen, nur die Konver-
" genz der Reihe

Z ||
=-m

Ly..sln=-
fiir jedes
' 1 _ 2n

| — n2—2 -—n+2
n

n>
zix‘zeig'en'. :

Da jede Reihe , :
> lap B=12...,n
‘konverglert S0 konverglert auch |
2(1*+ )= >3 tlaf,

wobei wir die Summe B4 ...4 7 mit I* bezeichnet haben.
Wir werden die Konvergenz der Reihe

Z |}

mit Hilfe der bekannten Holderschen Unglenchung:' '

IZ uzv}lé(z ’”t'p ); (Z l”:lq)T (P:‘I> lr;'-l-%“—“—.l)‘: :

beweisen. Man setze

» q=—,p= =2_ ) U,‘:—?‘-, “vl,=|1al|”°
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Mit diesen Werten lautet die Hﬁlderséhe Ungleichung, wie folgt:
Ze X
Z laf < 'Z

' (X elaf)®.
Der zweite Faktor rechts ist konvergent Der erste ist dann und
nur dann konvergent, ‘wenn das Integral

| o
J‘——z,‘—dll. .l
%

12#

im Unendlichen konvergent ist. Dies gilt dann und nur dann; wenn

2u
2—up

>n,

also ‘
2n
n+2
ist. Die zugehorigen Integrablhtﬁtsexponenten v smd daher der

Ungleichung '

w>——r

2n_
n—2 .

r<

unterworfen.

3. Ausdehnung der Giiltigkeit unserer Sitze auf
den allgemeinen Fall.

. Wir setzten beim Bewexse ‘unserer Satze voraus; daB g pe~
riodisch fiir jede ihrer Verinderlichen mxt der Penode 2n und T
" ein Periodenwiirfel sei.

Um uns von dieser Voraussetzung zu befreien, fithren wir
den aligemeinen Fall durch Fortsetzung von g auf den. penodl-
schen Fall zuriick. _

Es ist keine Beschrinkung der Allgememhext wenn wir an-
nehmen, daB 7 im Inneren des Wiirfels W: 0 < x,=<2x liegt, so
daB der Abstand zwischen 7 und dem Rande von W grbfer, als
eine positive GroBe d ist. Es sei wieder S die Menge derjenigen
Punkte auBerhalb T, deren Abstand von T kleiner als d ist. Den |
Abstand des Punktes P=(x,, X,, ..., X,) von T bezeichnen wir
‘mit {=¢t(P). Wir definieren die Fortsetzungsfunktion, wie folgt:
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G=g in T
G= (1 ) in S
in W—S—T.

- Wir setzen G auBerhalb des Wiirfels periodisch in Bezug jeder
der Verdnderlichen mit der Periode 2n fort. Wir wihlen & <d.
- Das Integral

| .6)av

bleibt offenbar beschrinkt. Es gilt ndmlich, wenn wir die charak-
teris_tisc'he Funktion des Gebietes T+ S mit ¢ bezeichnen,

g(Py)
d ?

ID:6(P) = 9P| Dig®)|+|ED | 1

wobei wir den Punkt (x,, X, ..., xa+5h, ..., Xx,) durch P, be-
zeichnet haben. '
Da die Quadratintegrale der Glieder an der rechten Seite
- fur alle & gleichmiBig beschridnkt bleiben, haben wir gezeigt, daB
die'Voraussetzungen der Sitze aus Abschnitt 1 und 2 fiir G er-
fillt sind. Da g in T mit G ldentlsch ist, so gelten in T fiur g
dieselben Sitze, w. z. b. w.

(Eingegangen am 22. Juni 1939 )



