Uber lntegraiungleichungen zwischen einer
Funktion und ihrer Ableitung.

Von BELA V. Sz. NAGY in Szeged.

§ 1. Die Ungleichungen.

Es sei y(x) eine auf (— oo, oo) definierte totalstetige Funktion,
die also die Integralfunktion ihrer (fast iiberall existierenden, nach
Lebesgue integrierbaren) Derivierten y'(x) ist.

Sind die Integrale '

Jo= [ pl*dx und K= [1y|7 dx

fiir ein bestimmtes & >0 und fiir ein bestimmtes p=>1 beide end-
lich, so hat man

7 »-1 U . )
(1) max |y|<( \) Ja't K” (q=l+p;1a).
- X< ® .
Fiir >0 hat man ferner ‘
_ . o
. T ap 2l B
@ Jouz| L% 2] R R,
wo

(u+v>—(a¢+v) P(] .*__'u_*_v)
urI'(l+u)yv*I'(1 +v)

1) Dies ist fiir ugo,wgo eine monoton fallende Funktion ihrer

H(u.’v)=

, H(u,0)=H(0, v)=1.1)

. ! 1\-u
beiden Verinderlichen. Da nun H (v, 0)=1 und Hu, 1) = (1 -+ :) , SO hat

Ve 1 : -
man 1>H(u,v)>tl+-u—) > fiir 0 < v < 1. Es gilt also

N e
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e
Die Funktion H(u,v) wurde von Herrn E. Scumipr eingefithrt und
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Die ange/uhrten Konstanten smd genau.
Schreibt man (2) in der Form .
1 1

o Ll e

und 148t man g iiber alle Grenzen wachsen, so erhdlt man im
Grenzfall die Ungleichung (1). : :

Im Falle p=1 gilt in (1) das Gleichheitszeichen immer dann
wenn |y(x)| bis zu einem Wert x, von x monoton wichst, dann
aber monoton fillt. Im Falle p>1 gilt in (1) das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann, wenn y(x) die Form ay,.(Jbx4-c|)
hat, wo a, b, ¢ beliebige Konstanten sind (630) und y,q(¢) fol-
gendermafien definiert ist:

(1—t7F  fur 0<f<1,
‘ Ctir t> 1,
im Falle a=p: y,,a(t)———e“-“ fir t >0,

- im Falle a<lp: y,,a(t)—

_»_
im Falle @ > p: y,e(t)=(1+1)?-« fiir t=0.

In (2) ist im Falle p=1 immer (weénn y==0) das Zeichen
»<“ giiltig. Im Falle p>1 gilt in (2) das Gleichheitszeichen
dann und nur dann, wenn y(x) die Form ayy.s(]bx--c|) hat,
wo a, b, ¢ beliebige Konstanten sind (634=0) und y,ap(f) fiir 120
folgendermaBen definiert ist: u— y,ag(f) ist die inverse Funktion
der Funktion

@) _‘ t= —ﬁ——, - 0gugl);

[s*(1—s%))?
Voap(t) ist also eine monoton fallende Funktion, sie ist im Falle

untersucht in seiner Arbeit: Uber die Ungleichung, welche die. Integrale iiber

eine Potenz einer Funktion und iiber eine andere Potenz ihrer Ableitung

verbindet, Math. Annalen, ll7 (1940), S. 301— 326 wo er Unglelchungen vom
1

1
'Typus{ [ly| dx} SC{dfly [ dx}" (@>0,b=1) z. B. unter der Be-

dingung: max y -+ miny =20 aufstellt. Wegen ihrer lnhomogemtﬁt gegeniiber
der Substitution x - ¢x kann eine solche ‘Ungleichung im Falle eines unend-
lichen Integrationsintervalls nicht mehr bestehen. Im Beweis von (2) werden
wir uns teils der Methode des Herrn ScamipT bedienen. '

5
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« > p immer positiv, im Falle a<p wird sie dagegen fiir
1
ds -
1
[s*(1 —s*))7
gleich O; wir wollen in diesem Falle y,,5(t) =0 auch fiir >,
setzen.
Im Falle a=p=2 ergibt (1) insbesondere:
: ' 11
YO <) K.

Wendet man dlese Ungleichung auf die Cosmus Transformlerte

ly=

V Jcostx g(t)dt einer quadratisch mtegnerbaren reeilwertigen

Funktlon g(t) an, fiir die auch ¢ g(f) quadratisch integrierbar 1st,
so erhilt man auf Grund des Parsevalschen Satzes:

j g(t):;tg £ {f.g%t)ldt [ftzg?(t) dt }T

Dies ist -eine bekannte Ungleichung von CARLSONZ). Gleichheit
tritt hier nur fiir die Cosinus-Transformierten der Funktionen
a e !*=l aut.

Schreiben wir nun (2) fﬁr a=f8=1 und p=2 auf. Dann wird
31 ) V3
2’2

q———3— und eine leichte Rechnung zelgt daf H( ot

Also hat man

3 401
& LS S K.
: (4n)3 '
Da, wie man leicht nachrechnet,
J cos? flir0<t<m,

Yo () = 2
‘0 fiir ¢t > m,

so wird in (5) Glelchhelt dann und nur dann bestehen, wenn

?) Siehe F. CarLson, Sur une inégalité, Arkiv f6r Matematik, Astronomi
och Fysik, 25 B (1934), No. 1.
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(acos2(bx+c) fiir |bx+c|§7
)

\ 14
lO ) fiir |bx+c|>—2-

y=
(a, b, ¢ sind beliébige Konstanten, 5=0).
Es sei nun f(t)=—v,—2]_? Je“;y(x) dx; man hat wegen des
Parsevalschen Satzes : o
| = [ Iforat, K2=_lt21f(t)lédt

Ist y(x) iiberall nichtnegativ, so ist = l y(x)dx =127 f(0).
(5) ergibt also: _m

@ 1

- ,3,)% (r2=10) (-thlf(t) pat]

[

[ ireypar<

oder
3
T

 (Iropad

fOz(A) == :
[z { [ elropat

giiltig fiir alle komplexwertigen Funktionen, fir die die rechts-
stehenden Integrale endlich sind und deren Fouriersche Trans-
Sformierte iiberall nichtnegativ reellwertig sind.

Die Ungleichungen (1), (2) lassen sich auch auf den Fall
iibertragen, daf die Funktionen auf einem endlichen Intervall de-
finiert sind, vorausgesetzt, daB sie in mindestens einem Punkte
des Intervalles verschwinden. Auf diese Frage wollen wir aber
nicht ndher eingehen.

§ 2. Beweis der ersten Ungleichung.

| :
. Es folgt aus der Endlichkeit von J., daB es gegen co bzw.
— oo strebende Folgen a,, 8, gibt derart, daf y(a) +0, y(5,)~0.
Dann ‘ist aber im Falle p=1:

ay 5

[lyldX>+|y’dx+ [y dx—hm (+f

] ’l"

) ydx=+2y@),
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- also |y(E)|< K,, wie auch § gewahlt wurde. Damit ist aber

(1) im Falle p=1 bew1esen; man sieht auch, daB Gleichheits-
“zeichen darin dann und nur dann gilt, wenn |y(x)| bis zu einer
gewissen Stelle monoton wéchst, dann monoton féllt.

Es sei nun p>1 Anwendung der Holderschen Ungleichung -
ergibt :

l p-l 1 -1 l

T “wiaxs( it ax) 7 r«(_Ily'.'"dxF =/ K.

Welter hat man
1 -1

]Wﬂ’ Iywx>[ +fk%mow1” Y dx=

ol e

;_ 2l (O)V lim [y (@,)i'— lim Y6 = = y©O).
',:..AUS (6) und (7) folgt
»(&. o lﬂmﬂ "ﬁ

o Wenden wir (8) auf die Funktlon yg(x)— yx+8 ¢ beheblg) an,
- 80 ergibt sich:

¢

p-1 1

-1 l

IJ’(E)'Iq —]a by

- womit (1) bewiesen ist.

. Wenden wir jetzt (1). auf die Funktxon y;(x)_ y(|x|+ 2)
: (l>0) statt y(x) an, so erglbt‘ sich:

_max |f=maxf < (jm dx) (f|y|?dx),
—o<lz < ™

-woraus folgt daB hm y(x)—O Ebenso beweist  man, daB

hm y(x)—O Die- Funktlon |y(x)| mmmt daher ihr Maximum an.

“Da (1) gegeniiber einer Translation X>x+E mvanant ist
und-dadas Ersetzen von y durch ¢y das Multiplizieren beider
‘Selten durch lel bew:rkt darf man snch beim - Aufsuchen der
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nichttrivialen Extremalen auf solche Funktionen y(x) beschrinken,
fir welche y(0) = max|y|=1. Gleichheit in (1) wird dann Gleich-
heit in (8) bedeuten; -in (8) besteht aber das Gleichheitszeichen
~dann und nur dann, wenn es auch in (6) und (7) gleichzeitig _
besteht. In (6) gilt aber Gleichheit dann und nur dann, wenn |y|*
und |y’|” proportional sind, d. h., wenn fast tiberali

©) | Y l=ely®I” |
mit einer positiven Konstanten ¢ gilt. In (7) aber wird das Gleich-
heitszeichen dann und nur dann bestehen, wenn fast iiberall, wo

y(x)=0:

, (10) _ |y’(x)]=sgny(x).y'(x) fir x<0,
— Iy ()l =sgny@.y(x) far x>0. |

Letzte Bedingung ist nun offenbar damit gleichbedeutend,

daB [y*(x)] =2y(x)y'(x) fiir x <O nichtnegativ, fiir x>0 nicht-

positiv ausfilit, also, da y*(x) fir x<O monoton wichst, fiir

x >0 monoton fillt.. Dies ist aber wegen y(0)>0 dann und nur

.dann der Fall, wenn y(x) ebenfalls fiir x <0 monoton wéchst,

fiir x>0 monoton fillt und >0 ist. Fiir diese Funktionen nimmt

(9) die folgende Gestalt an:

Y@ =ely(l” fur x<0, —y @) =ely@)® fir x>0.
- Diese Differentialgleichung hat aber unter der Bedingung y(0) =1 '
-die einzige Losung y—ypa(|0x]), Wo y,.(f) die in § 1 definierte

Funktiori ist und a=g.(l—%) ' bzw. o=y, je nachdem a=p -

- oder @ =p, gesetzt wird. Die aligemeine Extremale erhdlt man.
- aus dieser Funktion durch Multiplizieren mlt Konstanten und Ver-
schlebungen langs der x-Achse.

‘ § 3. Beweis der zwelten Unglelchung
Im FaIIe p=1 haben wir wegen 1):
S maXIyl< LK.

AHleraus folgt aber wegen

‘oo

Jasz= | |y.“*"’dx<<max|y|)’ [ |y[* dx = (max |y|)’ Ja:

- s
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L
hwy 1.
(L) s
(jamit ist (3) im Falle p = | bewiesen. Zugleich sieht man, dag Gleich-

heit nur ftir y=0 besteht. DaB die Kovnstante —;— genau ist, sieht man,

wenn man etwa die Folge
j 1 fir |x]<1

|
1—n(|x|]—1) fiir 1<ix|{<l+4+—
=] 1= x| <14

1
‘1 : : fiir lxlzl—{-—n—

betrachtet. _

Es sei nun p> 1.

Wir wissen schon, daB aus der Endlichkeit von J, und K,
folgt, daB y(x) fiir |x|>oo gegen O strebt, und, daB folglich |y(x)|
ihr Maximum 2-nimmt. Da die Ungleichung (2) gegentiber einer
Verschiebung x~x+§ invariant ist, und da das Ersetzen von y
durch oy das Multiplizieren beider Seiten mit |g|°'+‘i bewirkt, darf
man.sich auf die Betrachtung solcher Funktionen y(x) beschadnken,
fiir welche y(0) =max|y|=1. Dann ist |y(x)|"" <|y(x)|", also
ja+§ S_/a | .

p-1

Es sei j(s)—(s“—s“’ff’) "» (0<s<1); man hat offenbar fiir
O<s<t:

a  ro=E== oot flst
- S[f(S)l" !
Es sei ferner F(u)= éf(s)ds O<Lu<ct).

Mit y(x) ist auch F(|y(x)|) eine totalstetlge Funktion von x;
man hat nur zu bemerken, daB (wegen 0<f(s)<1):

ly ()|

IF(y (D — mmmm-hjg@mk

SlyE) =yl ly(x)— y(xz)
F(| y(x)]) ist also die lnlegralfunktxon ihrer Derivierten :

=/f(ly(x)!) [sgn y(x)] Y ().
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Anwendung der Holderschen Ungleichung ergibt:

) _If(ty|>|y|dx< jrmym’ i) 7 f|y|*’dx

p—l l
= (Ja=—Jass) " K.

Da mit y(x) auch F(]y(x)]) gegen 0 strebt wenn |x|~>oo
_ erhidlt man welter

| ff(lyl)!yldx>[ f+j]<sgny>my|)ydx—
13) :

—|- Oj + j Iy DY dx=2F(y@) = 2F ()
Also hat man ’

p—1

2F(N) € (Ja—Jurg) * K7

Wenn man die Bezeichnung V=—'I“—+ﬂ- einfilhrt, dann ist also
1 TS F
'=5Fa)y (I—Y) Ja
und folglich :
' k3 1 2 2=l p=t 1
B VB()— P [
Vis—5rmy VO T L K |
V ist offenbar eine Grofe zwischen 0 und 1, daher
9 o1 ' £l e
(14) ve(il—v)r < maxl v*g (1—v) * =M.
Also ist endlich - - v
' 2 M =11
[} — 4
4 2F(1) J

IA

Dies ist aber eben die: Ungleichung (3). Denn es ist, wie
eine leichte Rechnung ergibt, erstens

o e
ey

’e |

'to[-a
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zweitens

_1) : 1",'(1+3-)1’[1+ p—l?’)

orlegesst] 0 rliegest)

also

M__ g H(q p—l)
2F(1) g’ p

Nun gehen wir zur Unte;suchung des Bestehens des Glelch-
heitszeichens in (2) fur p> 1 tber.

Damit in (2) das Gleichheitszeichen besteht, muB es glelch-
zeitig in (12), (13) und (14) bestehen. In (12) wird Gleichheit

- sein, wenn |y'|” ein konstantes Multiplum vonf"' (ly]) ist, d. h., wenn
(fast tiberall)

(15) ly’l—ef""(lJ’l) -

mit einer positiven Konstanten ¢ gilt. In (13) wird Glelchhext
dann und nur dann bestehen, wenn fast tiberall, wo f(|y])<0
(also, wo y==0, +1), gilt:

16 lyl=(sgny)y fur x<o,
(19 ly|=—(sgny)y fir x>0.

Endlich 1st in (14) Gleichheit dann, wenn die Funktion v” Q1 ——v) o
" ihr Maximum gerade fitir v=V erreicht, d. h wenn

9 21
b p
VT

oder, was damit gleichbedeutend ist, wenn

a7 /a+p(1+ (a+ﬂ))—-Ja(1+pp ]

~ Bedingung (16) lst offenbar damit gleichbedeutend, daf
(»?, d. h. 2y’ fast dberall, wo f(|y])+0, fir x <O nichtnegativ,
fiir x > 0 aber nichtpositiv ausféllt. Wo aber f(|y]) =0, dort hat
man wegen (15) fast iiberall: ¥y’ =0, also (y%)’=0. Daraus folgt,
daB y*(x) fiir x <O monoton wichst, filr x >0 aber monoton fillt,
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Wegen y(0) >0 ist dies dann und nur dann der Fall, wenn y(0)
iiberall nichtnegativ, fiir x <0 monoton wachsend, fiir x>0 aber
monoton fallend ist. Fiir solche Funktionen nimmt (15) die Ge-
stalt an : '

(18) J/—ef”“ 8)) fir x<O, —y—ef”“(y) fiir x> 0.

Nehmen wir augenblicklich an, daB (18) eine zuldssige Losung
y(x) hat®), die iiberall nichtnegativ, fiir x <0 wachsend, fiir x>0
fallend ist. Es sei (o, 7) das Intervail, wo y(x) gleich 1 ist (es ist
offenbar 6<0<7); w, und — w, sollen die kleinste positive,
bzw. die grofte negative Zahl bedeuten, fiir die y(x) verschwindet
(falls es solche gibt, sonst sollen w, das Symbol co, — w, das
Symbol —oo bedeuten). :

Mit Riickblick auf (11) haben wir dann

Jass ./a+ [(a+13)/a+ﬂ—a/a]—

” I

’=(»p_-o)”;‘ [ j+ﬂ FT0) 43 £ 0N 9] d.

-0y

[(a+/3)ya+" —ay“]§dx__f ‘ j-;_J

Nun ist wegen (18)
f f[f"“(y)+yf”‘(y)f k= dy—f[
o ef G (})

1

( U0 +7 Oy = L k=

1

Q.
0 .

ebenso erhdlt man, dafl j__O Hieraus folgt, daB (17) dann und

p—
p

nur dann erfiillt ist, wenn (z—o0) ,6’=,O, also wenn z=a=0.

Man hat also nur diejenigen Losungen der Differentialglei-
chung (18) zu bestimmen, fiir die y(0)=1 und 0<y(x) < fiir
x=+0. Es existiert aber offenbar eine einzige solche Losung, und

"3 D. h, firr die Jo und K, endlich sind.
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zwar y=Ypap(|0X|), WO Vpap(t) die in § 1 definierte Funktion
ist. Diese Funktion y==y,.4(]ox|) ist zuldssig, d. h., die entspre-
chenden Integrale /., und K, sind endlich. Im Falle a < p ist das
klar, da in diesem Falle y,qz(f) auBerhalb eines endlichen Inter-
valles verschwindet. Im Falle @ >p aber hat man

1
2Jum fygap(m dx= fy:am dt=1 ju“— du;

nun ist wegen (4): gt =—[u“(l—uﬂ)] » also

a 1
2).= %Ju‘t—;(l —uf) Pdu<oco.t)

Mit yz ., (lex|) hat yzif (|ex|) und alsoauch yz ., (|ex|)—y5t6 (lex()
ein endliches Integral. Dann hat aber, wegen (15), auch [y,,,,‘;([gx{)]"
ein endliches Integral.

Wenn man die Bedingung y(0) = max |y| = wieder weglaft,
dann wird in (2) das Gleichheitszeichen fiir jene Funktionen gel-
ten, die aus den Funktionen y,«p(lex|) durch Verschiebung lings
der x-Achse und Multiplizieren mit einer Konstanten hervorgehen.

(Eingegangen am 4. Dezember 1940.)

%) Es ist jaa_%=a”"‘

>0und———l—>—l.
p



