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Remarques sur la loi des erreurs.

Par CHARLES JORDAN 4 Budapest.

§ 1. Certaines questions concernant la loi des erreurs ne
sont pas encore complétement élucidées. Il y a des personnes qui
pensent que la loi des erreurs peut &re démontrée, et qu'en
'appliquant il est possible de découvrir les erreurs dites systé-
matiques, c’est-a-dire dues aux imperfections des instruments de
mesure. Or il est évident qu’un fait d’expérience tel que “les
erreurs d’observation suivent une certaine loi” ne peut étre prouvé
par aucune déduction mathématique. L’expérience seule peut en
décider, mais 1a encore il y a des difficultés; en effet, les faits
d’expérience, justement 4 cause des erreurs d’observation inévi-
tables, ne peuvent €tre conformes d’'une maniéfe absolue i aucune
loi précise, ils ne peuvent la suivre que d’'une maniére approchée.
Une autre difficulté consiste en ce que pour vérifier la loi il faudrait
connaitre la grandeur a4 mesurer, or ceite grandeur est presque
toujours inconnue. Dans l'exemple classique de la- somme des
angles d’un triangle, on mesure les angles et on montre que leur
somme suit la loi; la démonstration n’est pas directe. Pour la
compléter il faut remarquer, (on le verra au § 4) que si l'on
admet pour les erreurs la loi du hasard, il en résulte que la
somme des erreurs la suit aussi. L’expérience fournira tout au
plus la conclusion : Dans certaines conditions, les erreurs d’obser-
vation suivent d’assez prés la loi dite du hasard.

Toutes les observations sont nécessairement affectées d’er-
reurs. En effet, si on mesure plusieurs fois “successivement une
méme grandeur, les résultats seront différents et les différences
seront dues aux erreurs d’observation. En général, on classe les
erreurs en deux groupes, dans le premier on range les erreurs
dites systématiques, c’est-a-dire produites par des causes con-
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stantes, agissant toujours dans le méme sens et causées, par exemple,

-par les imperfections des instruments ; Pobservateur doit chercher
a- éliminer ces causes, car la théorie mathématique des erreurs ne
peut rien dire sur ces erreurs.

Dans le second groupe, on classe les erreurs dites fortuites
ou accidentelles, c’est-a-dite produites par de petites causes trés
nombreuses agissant tantot dans un sens, tantdt dans un autre;
une telle erreur peut étre considérée comme la résultante d’un
trés grand nombre de petites erreurs élémentaires n’ayant chacune
que trés peu d’influence sur le résultat. Une réflexion simple
montre que ces derniéres peuvent suivre une loi mathématique.
" En effet si 'on suppose par exemple que chaque cause élémen-
taire peut produlre avec la méme facilité une erreur +1 ou — 1,
et si 2n causes sont en jeu, une. erreur résultante 2¢ peut &tre

obtenue conformément au _théorémé .de BERNOULLI de ( n?'-{’-le)
maniéres différentes et la probabilité de l'erreur 2¢ sera:

Zn) 1
(n—}-e T

Lorsqu’on mesure une grandeur inconnue 2 et M; est la
mesure obtenue, P'erreur commise ¢, inconnue aussi, sera =M,—z.
On supposera que cette erreur est accidentelle, et que Ia probabi-

1
lité pour qu’elle soit compnse entre &5 de; et g+ —de est

donnée par
1 ‘P(e)de, = ———=e" S8 4¢;
M (&) de gV2ne €

C’est en méme temps Ia probabnllté pour que la mesure obtenue

soit comprise entre M, —-—AM et M, + AM,, et on peut Pécrire:

Pi(M) AM,~ e s gy
V n |
C'est I’énoncé de la loi des erreurs. On en tire immédiatemént la
- probabilité PB(2) pour que la valeur absolue de Terreur ¢ soit
plus petite que 4; on trouve

. N
Q) JORS i Of e z"dt
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De la formule (1) on tire aussi celle de la probabilité des
mesures simultanées M,, M,, . . ., M,, c’est-a-dire celle des erreurs
simultanées ¢, &, .. ., &, '

(3) 8, ..., 6)de ... de,— ‘“./12_7z

A laide de (1) on peut montrer que & est I'espérance
mathématique du carré des erreurs c’est-a-dire

» =
e 258 4¢, .. ds,

| 2= IGQP(e)ds

- 00
Lorsqu’'on fait n mesures, et que n est grand, £? est égal '
d’une maniére approchée & la moyenne des carrés des erreurs

CZN _:l_ 2 (M, —2)*;

52 est appelé “dispersion des observations” et sa racine carrée
“erreur quadratique des observations”.

‘On peut considérer { comme la mesure de la précision des
observations. En effet lorsque dans deux séries d’observations les

erreurs quadratiques sont £, et 5,, et qu’on trouve les probabilités o
- égales pour que les erreurs soient respectivement plus petites que

4, et 4,, alors de (2) il résulte:
A Ay

L5

donc les grandeurs 4, et 4, correspondant 4 la méme probabilité
sont proportionnelles aux.erreurs quadratiques §; et &,.

§ 2. Premiére remarque. La loi des erreurs n’est
applicable qu’aux grandeurs M; mesurées directement et non pas
a une fonction quelconque f(M;) de ces mesures; autrement dit,
Perreur & considérer doit &tre la différence entre une mesure M, et
la grandeur a déterminer. :

Il est vrai que certaines fonctions de M, peuvent aussi suivre
la loi des erreurs, mais cela doit étre démontré dans chaque cas;
de plus Perreur quadratique de la fonction doit étre déterminée
en partant de celle des mesures. Cette remarque est utile, car
il y a des auteurs qui appliquent la loi des erreurs & des fonctions
de mesures sans s’inquiéter de la justifier.

Par exemple si I'on connait les distances d; d’un foyer de
tremblement de. terre aux observatoires O (pour i=1,2,...,n)
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et qu'on obsérve le temps # qu’une onde sismique met pour y
arriver, et qu'on cherche a déterminer 'la vitesse v de I'onde,
comme ce sont les temps quon a mesurés, les erreurs a consi-
dérer sont les grandeurs i—t et non pas ‘:——v comme on l'a
fait quelquefois. - ‘

Seconde remarque. La difficulté en employant la for-
mule (1) est que les grandeurs z et { sont incormues. Pour re-
"médierAa cet inconvéniant, souvent on.procéde de la maniére
suivante : on fait n mesures et on détermine leur moyenne ZM;/n;
puis on considére [I'écart §; entre la mesure M; et la moyenne:

ZM; .
E=M — ;w‘ , et finalement on remplace I'erreur &; par I'écart §;,

ce qui veut dire_‘ que Yon remplace z par la moyenne des mesures
(on verra que c’est sa valeur la plus probable) Ce procédé ne
conduit pas i des résultats satisfaisants. En effet si I'on desngne
la moyenne des erreurs & par 7, alors de

=M~z
il suit

K

“donc 7 est aussi I'erreur de la moyenne des observations. De plus

2
la définition de 'écart §, = M,— : ’11"
tions brécédentes’ on tire

. (4) i ‘ £i=§.‘+ﬂ
et par suite

conduit a3 2%, =0. Des équa-

, e, =nm,.
En outre on a o
. =38 -t nn?=n(o®+ 17
ou, si n est grand
BevatoP
GAuss (Werke Tome IV, p. 6) dlt que la somme des erreuts
accidentelles devrait étre nulle, et si I'on trouve que la moyenne
des erreurs est égale a 7, alors o forme la partie constante de
Lerreur, c'est-a-dire la partie produite par des causes agissant
toujours dans le méme sens. En retranchant n de chaque obser-
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vation il obtient des “observations corrigées’”. Les erreurs cor-
respondant a ces observations sont évidemment égales aux écarts &,.
Cette maniére de voir a conduit ses disciples a des conceptions
erronées, en faisant croire qu’il était possible de découvrir, a I'aide
de la loi des erreurs, les erreurs constantes ou systématiques, par
exemple celles dues aux défauts des instruments de mesure,
ce qui est impossible, D’autre part on verra que l'erreur % de la
moyenne des mesures est aussi une erreur fortuite qui suit la loi
des erreurs.. -

De plus, en remplacant dans ¢ la grandeur 2 par sa valeur
la plus probable, on trouve {2—e2 Enfin en écrivant {=¢ dans
la formule (3) qui donne la probabilité simultanée des mesures
M, ..., M, on obtient

1 n
(av,én_e'AMl...AM,, |
ce qui conduit a des résultats inacceptables. On en conclut qu’on
ne peut remplacer simplement dans les formules la grandeur £
par sa valeur la plus probable; on verra qu’il est préférable de
déterminer la probabilité totale de z quel que soit L '

Troisiéme remarque. Pour déterminer la probabilité
a posteriori de la grandeur inconnue z, on est obligé d’avoir
recours au théoréme de BAYES. A cet effet il faut adopter une
hypothése concernant les probabilités & priori de z (probabilités
avant les mesures); généralement on considere a priori toutes les
valeurs de 2z comme . également probables, c’est-a-dire on admet
que la probabilité pour la grandeur inconnue d’2tre comprisé

entre 2 ——,%Az et z+-]2—dz est proportionnelle & 4z, Cette hy-

potheése conduit a des conclusions trés satisfaisantes. Ii en résulte
. d’aprés le théoreme de BAYES qu’aprés les n mesures, la proba-
bilité 4 posteriori de z sera proportionneile & (3), donc a

. lgvlz_n' 8—28;25"4%.‘“46"43’ |

Il faut remarquer, que dans cette formule ¢ est une fonction
de z; en effet on a, si n est grand, &*~3(M,—2)*/n; mais les
mesures M; dépendent aussi de z, de plus la relation précédente
n'est pas valable si n est petit; elle ne peut servir par exemple
A déterminer la dérivée de & par rapport 3 z. Pour sortir de cette
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difficulté, le plus s:mple c'est de considérer la précision L des
mesures dans une série d’observations mdépendante des mesures
M; et de la grandeur z & mesurer. Comme ces quantités sont du
méme ordre de grandeur c'est trés possible. Dans ces conditions
on admettra que la probabilité A priori, c’est-a-dire avant les

mesures, pour que la précision soit comprise entre { —5 a4t

et §+—;—A; ne dépend que de &. A premitre vue on pohrrait

croire que toutes les valeurs de § sont également probables. Cette
hypothése conduirait aux résultats de GAuss d’aprés lesquels
la valeur la plus probable de % est St/ (n—1); mais en d’autres
cas elle donnerait des résuitats moins satisfaisants. Du reste, I'idée
que la probabilité d’une erreur quadratique trés grande, par exemple
plus grande que la grandeur & mesurer soit aussi probable qu’une
erreur quadratique petite, est contaire a4 notre manitre de penser.
[D’aprés la formule (2), la probabilité pour que la valeur absolue
de Perreur ¢ soit plus grande que § est 0,32. Il en résulte que
si n est assez grand, environ un tiers des mesures dépassera 2 + ¢,
ce qui est certainement impossible si § > z2].

., On en conclut qu'il vaut mieux adopter I'hypothe¢se que la
probabilité de § diminue quand { augmente, et de prendre cette
probabilité proportionnelle & 45/C%. Pour a=0 cela donne I'hy-
pothése ' précédente. De plus on verra qu’il faut supposer « au
moins égal a 2.

Quatriéme remarque. - GAuss consndére que la valeur
la plus probable de (% est no?/(n—1), ce qui veut dire que la
valeur la plus probable de la moyenne des carrés des erreurs est
égale a la somme des carrés des écarts divisée par n—1, lors-
qu’il s’agit d’une inconnue i déterminer, et divisé par n—m,
lorsqu’il y en a m inconnues. (Werke, Tome IV, p. 49). L’idée
est qu*étant données n équations et m inconnues (n > m) on peut
considérer m équations comme satisfaites et n—m équations donnant
-des erreurs; or méme si on procédait ainsi, il faudrait tenir
compte des erreurs nulles pour déterminer leur moyenne.

Cette remarque a une certaine importance, car la valeur
adoptée pour L2 influe sur les résultats numériques dans le calcul
des moindres carrés. On verra que la valeur la.plus probable de
L% est ne?/(n+a—1); donc si on se contente d’une valeur
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approchée, {2 =o? est preférable a la valeur {2 =no?/(n—1) pro-
posée par GAUSS,

Cinquiéme remarque. Quelquefois il faut faire entrer
dans le. calcul des mesures qui ne sont pas également précises.
* Pour y arriver il faut tenir compte de leur poids. On assigne a
. Pune des mesures, dont I'écart quadratique est §,, lunité de poids
et on dit qu’une seconde mesure dont I'écart quadratique est L,
a un poids p, Iorsqu il faudrait combiner p observations -de la
premiére mesure pour que leur moyenne soit aussi exacte que la
seconde mesure, Nous verrons au § 4 que l’erreur quadratique
de cette moyenne est L,/)/p. On en conclut que les poids. sont
mversement proportionnels aux carrés des erreurs quadratiques :

' ﬂ_i
| g

On verra au § 9, un exemple oli 'on a déterminé le poids
des valeurs x, calculées, lorsque le poids des mesures M, était
considéré comme égale a I'unité.

On ne peut rien objecter a cette mamére de procéder. Il
arrive que les observateurs considérent certaines mesures de la
méme grandeur comme plus-exactes que les autres. Cette diffé-
rence peut étre due a ce que les mesures sont exécutées 3 laide
dapparells de precnslons différentes, ou' par des observateurs plus
ou  moins exercés, ou encore dans des circonstances différentes.
- Si dans ces -cas, -on désire assigner des. poids différents aux
‘mesures, il faut prendre des précautions, en tous. cas il faut fixer
les poids avant I'exécution des observations. Car si on les fixait
aprés les mesures, comme cela a été fait. plusieurs fois, - par exemple -
en donnant i chaque mesure un poids d’autant plus petit-que
son écart de la moyenne est plus grand, on arriverait a des ré-
sultats en désaccord avec la loi des erreurs. :
A § 3. La i (1) des erreurs a-été formulée pour la premlére
_fois par ADRAIN ‘dans ses  Research - concerning the probabilities
of errors which happen:in making observations -(The Analyst or
Mathematical Museum, 1 (1808), pp. 93—109) IV en a tiré plus1eurs
apphcatnons entre-autres. il a remarqué qu’en vertu de cette for-

mule la valeur la plus probable d’une grandeur inconnue, mesurée -

plusieurs fois, est la_moyenne arithmétique des valeurs observées ;"
de plus que la position- la plus probable d’un point déterminé.
dans I'espace est le centre de gravité des points observés, -
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Trois ans avant, LEGENDRE est arrivé a la méme conclusion
dans ces Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des
cométes (Paris, 1806). 1l dit: Etant donné Ia fonction

Y=ax,+a,x+ ...+ a.x,

" oit les a, sont des coefficients disponibles, on mesure le systéme
de grandeurs x, plusieurs fois; supposons que I’fitme mesure ait
donné

y.'=a1x1i+azx2.j+ ceet X

- correspondant a une erreur Y,—Y. Généralement le nombre des
mesures est trées grand (c’est toujours le cas dans les problemes
physiques et astronomiques), comme le nombre des équations
surpasse celui des inconnues, il est impossible de disposer de ces
‘inconnues pour annuler toutes les erreurs. [l faudra donc -se
contenter de les réduire autant que possible. Pour y arriver, diffé-
rentes considérations ont amené" LEGENDRE a disposer des incon-
~ ‘nues de manjére a rendre -minimum ‘la somme des carrés des
- erreurs 3(Y,—Y)% (Cest la méthode utilisée aujourd’hui.) Dans
Pouvrage cité ci-dessus il dit “La régle par laquelle on prend le
. milieu entre les résultats de différentes observations (p. 74) n’est
qu'une conséquence trés simple de notre méthode générale que
nous appellerons Méthode des moindres quarrés”. Plus- loin il
remarque que d’une maniére plus générale, si plusieurs points
" ‘sont donnés dans I’espace, la somme des carrés des distances de -
ces points. & leur centre de gravité est minimum.

- En 1809 Gauss dans sa Theoria Motus Corporum Coelestium
dedulsalt indépendemment de ce qui précéde la méme loi, et plus
tard en 1823 et 1826 il ‘a publié dans les Commentationes Soci-
. etatis Scientiarum Gottingensis sa Theoria Combinationis Obser-
vationum Erforibus Minimis Obnoxnae Dans: cette derniére publi- -
-cation, il a donné une méthode compléte de lappllcatlon de
cette Io: .

LAPLACE a déduit la lon des ‘erreurs en partant de la suppo-
sition que chaque- erréur est le résultat de la combinaison d’un
trés grand nombre d’erreurs élémentaires (Théorie des probabilités,
1812, .p. 304) Plus tard YOUNG dans ses Remarks on the proba-
bilities of error in physncal observations (Philosophical Transactions,
- 1819) et HAGEN - (Grundzuge .der. . Wahrscheinlichkeitsrechnung,
‘ Berlin, 1837) ont perfectionné cette méthode. Plus tard d’autres
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géomdtres ont contribué a la théorie mathématique des erreurs,

par exemple: CROFTON, TCHEBICHEF, ENCKE, BIENAYME, ELLIs,
GLAISHER, LINDELOF, STORY, CHARLIER, POINCARE.

Supposons . que la grandeur 2z ait été mesurée n fois et que

. M, M, ..., M, soient les mesures obtenues. Désignons par ¢(s;)

la probablhté de I'erreur ;= x,— 2. Si nous posons les conditions:

. la probabilité de Perreur ¢ est égale ala probablhté de P'erreur

—e, donc @(e)=eq(—¢); 2. le maximum de H(p(M—-z) est

atteint pour z égal a la moyenne des mesures M,, ces conditions
conduisent a la loi (1).

Pour se rendre compte si certaines erreurs suivent la loi du
hasard, remarquons que dans ce cas, si le nombre des mesures
est grand, le nombre des erreurs positives doit étre a peu prés
égal au nombre des erreurs négatives; la somme des erreurs doit
étre sensiblement égale a zéro. La moyenne des carrés des écarts
divisée par le carré de la moyenne des valeurs absolues des écarts
doit etre a peu prés %n

Si la probabilité de Verreur ¢ suit la loi (1), il faut que la
probabilité totale de toutes les erreurs soit égale & l'unité. En
réalité on a

@ 1
A erp,, ] f A

e de=—— | e, di~1,
C}’Zn',f V2n .

-2t
en effet lorsque 2 est grand relativement 3 £, cette intégrale est
a peu prés égale a l'unité. On en conclut que dans ce cas les
erreurs ‘peuvent, d’'une maniére approchée, suivre la loi (1) du
hasard. Par contre lorsque les erreurs sont du méme ordre de
grandeur que la quantité z a mesurer, la loi n’est pas applicable.
§ 4. Pour obtenir la probabilité B(%) que la valeur absolue
de lerreur de la moyenne des n mesures soit plus petite que 4,
c’est-a-dire || <4, il faut effectuer la sommation:
PR)y=Z4PM,, ..., M) ‘
pour toutes les valeurs de M, satisfaisant a |3¢| < ni.
. Pour faciliter cette sommation considérons un facteur discon-
tinu F(ni, Z¢,) tel que I'on ait F=1 lorsque |3&,| <nl et F=0
lorsque [Ze,|>ni. Comme la probabilit¢ pour avoir exactement
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12e,|=n4i est nulle, il suffit que F ait une valeur finie dans ce
cas. Il en résulte qu’aprés avoir multiplié .I'expression (3) par F,
on peut faire la somme par rapport aux M, de zéro a oo pour
toutes les valeurs de .

2 . du
= A Se,) o=
p fsm(n u) cos (u ;,) ”

5 .

est un fte] facteur. .
En multipliant (3) pat F on trouve

® ‘
: j . fe‘“’v’”“fsin(nzu) cos (u3¢,) ffde;. .. de,.
- -~m . 0 ’ . “
En remarquant que cos (23¢,) est la partie réelle de e ¢,
on aura des intégrales de la forme
S 1

[

-~ a0
pour toutes les valeurs de ». On en- conclut

2 ([ -feep du
%(l)—;fe sin (ndu) =~
0 R
Posons encore, o =={ul/n et x=171n/Z; la formule précédente
deviendra ’

3 .
qu@:%fe‘?“ sin(xw)do—?;
0

mais on sait que cette intégrale est égale a

g i

L o2t

V2=

oit x="~)n/. On en conclut que B(%), la probabilité pour que
la valeur absolue de I'erreur de la moyenne soit plus petite que 2
est en méme temps égale i la probabilité pour que la valeur
absolue de P’erreur d’une seule observation soit plus petite que 2}/n;

(5) - P(R) =2 [
0
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de plus elle est encore égale a la probabilité pour que la somme
de erreurs de n observations soit plus petite que An. En outre
on en conclut, que l'erreur de la .moyenne des mesures suit la
méme loi que Perreur d’'une simple mesure; de plus que si { est
'erreur quadratique des mesures M;, alors celle de la moyenne .
sera égale a {/)/n.

On en tire par exemple, que la probabilité est la méme -
pour avoir

3¢ < 1
n Va" - -
FOURIER connaissait cette régle bien avant que la théorie
des erreurs fiit découverte: “Pour prendre la hauteur de la pyra-
mide de Chéops, il fit simplement mesurer par des soldats les 203
marches de ce gigantesque escalier. Vos hommes manquent d’ha-
bitude, disait-on, les surfaces sont irréguliéres, les arétes sont .
inclinées, aucune précision n’est possible, et 'erreur commise sur
chaque marche sera multiplié par 203. Elle le sera par 14 seule-’
ment, répondit-il résolument car 14 est la racine carrée de 203.”
(BERTRAND, Calcul des Probabilités, p. XXXVIll.) :

§ 5. Probabilité de I'erreur d’une fonction linéaire de
m grandeurs mesurées. Soit
Y=a;zl+a222+ R Az,

Les coefficients a, sont donnés et on connait les valeurs des z,;
supposons que les. mesures des 2, aient fourni les grandeurs M,;;
" de ‘maniére que I'i®™ mesure donne

(6) },i:axng‘*‘ 02M2e+ oo ta, M,

L’erreur de 'Y, sera A
E=Y—Y=aM,;—2)+...+a, (M,,,,—z )=a,&,+...+a,¢t,.;.
‘On tire de l’équatlon 6)-1a moyenne des Y, .

=Y, M Ml
° 'n l.+ +am

lel<1 ou |3g|<Vr ou encore

De plus Pécart E entre Y. et sa moyenne sera

E—Y—zTy=al[M1.f VM]']-{— +a [ 'EMmi].

n
ou encore -
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g -“algla—{_ +a Emn
ot les &,: sont les écarts respectifs.
Enfin 7, Perréur de la moyenne des Y, sera

) _ 2z 3 2 '
(1) n:—,-,’i—v—a,[—fl‘i— ]+ +a[’,:""‘_—z.,,],

on trouve donc comme précédemment g _g —{-1;

- La probabilité d’obtenir les erreurs &, .. ., £,; est tirée de
la formule (1) : ,
S ! 3a.e0 -
®) . ————————e" de, ... de,;.
o bu(@m)?” ‘

Pour obtemr la probabnhté B@A) que la valeur ab3utue
de lerreur de la moyenne des Y; soit plus petite que 4, il suffit
de faire la somme de la probabilité (8) ‘pour toutes les valeurs
de &,; telles que

17l=la; &+ - .. +amie,,,,.| < k.
"On y arrive le plus simplement si on multiplie (8) par le facteur
discontinu F(4, Sa,¢e,;) qui est égal a Vunité pour les valeurs
satisfaisant 4 I’inégalité précédente et nul pour les autres; alors
on peut effectuer les sommations par rappott aux & de —oc i oo;
le méme calcul que celui qu'on a employé pour déterminer la
probabilité de Perreur de la wayenne au § 4, conduit a '

1 t]
‘B("-)—%J z sinul%.
_ . 0o ) v
Posons maintenant w =u}/Za?C? et ud — wx; on obtient
. :
BQ) =‘-’2{ fe— 7""ﬂsinwxiia—:o—,
0
ot x=4/)Za2? = /L.
‘Par suite :
@ . =3a i}
est la moyenne des carrés des. erreurs des. ¥;. On en conclut que

si les 2, suivent la loi (1), la fonctlon Y la suivra aussi, de plus
‘lécart quadratnque de Y sera C.
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Cas particulier. Soit Y=-,:l—(zl+22-i—.}.+z,,,), autre-

ment dit ¥ est la moyenne des quantités 2,; en outre si I'on a
L, =1, alors de (9) il résulte que ’erreur quadratique de la moyenne
des z, sera

Lzz=_

m?- Vm

conformément a ce qu'on a trouvé précédemment, mais cette fois
m n’est pas nécessairement grand.

§ 6. Etant données une grandeur z et son erreur quadra-
tique déterminée préalablement, on fait n mesures M,, M,,..., M,
et 'on demande la probabilité pour que I'erreur quadratique cor-
respondant aux observations soif plus petite que i. Comme
M,—z=¢; cette erreur quadratique est }/Ze!/n; par suite, il faut
déterminer la probabilité d’avoir
(10) : Zel <nit, :

La probabilité d’obtenir les mesures M;, ou ce qui revient
au méme, la probabilité des erreurs ¢ est donnée par

- lev=)

Pour obtenir la probabilité cherchée il faut faire la somme
des probabilités (11) correspondant & chaque systéme &; satis-
faisant & l'inégalité (10). On détermine cette somme, en faisant
correspondre & chaque systéme de & un point de I'espace a n
dimensions. Les points favorables seront A V'intérieur de la sphere
de rayon R=1)/n. La probabilité est constante a I'intérieur de
la couche sphérique de rayon r et r+dr, ot

ri=egt+e+...+e.
Le volume de cette couche est égal a

T

e 2 4 & ... 4de,

1
272" !
1
La probabilité cherchée est proportionnelle & ce volume et a la
probabilité (11). On a donc

2C 1
12 df=—" _|——
N I

dr.

‘"rn—re-ﬂ/zc? dr.
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Pour déterminer la valeur de C remarquons que lintégrale de
cette expression, r variant de zéro a oo, doit &tre égale a I'unité;
en effet c’est la probabilité pour que I'erreur quadratique soit
quelconque. Pour effectuer I'intégration introduisons une nouvelle
variable co—r2/2t§2 d’oll dw—~rdr/§2 On a

Jereg [ e

Par suite dans la formule (12), la constante C est égale a lunité.
Finalement dans le cas de la probabilit¢ cherchée on doit
avoir r2 < ni?; par suite @ <ni%/22=x; et

|

» 1 -l -w
3 @) P(%n)j @ =16, p)

oit I(d@, p) est le rapport de la fonction gamma incomplete P,(%n)

a la fonction compléte correspondante I’ (é— n). On a

e
p——z‘-’ﬂ—- e U-——g—z 7[1.

Cas particulier 1. -La probabilité pour que Pon ait
32 < nb? est donnée par la formule (13)

Bt —1 ﬂ/; .y

Cette probabilité est d’aprés les tables de la fonction gamma
incompiéte un peu plus grand qu’une demi.
Cas particulier 2. En posant n=1 dans la formule
(13) on obtient la probabilité pour que le carré de I'erreur d’une
observatuon soit plus petit que 42, On trouve
app

V‘f s d“’*"c =7}

c’est aussi la probabxhté pour que la. valeur absolue de Perreur
d’une mesure soit plus petite que 4; elle est donnée par la for-
mule de LAPLACE: :
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On peut donc exprimer ce résultat par une fonction gamma-
incompléte
an

{§’V2 _ 2'— mfe“’/zdt.

Remarque. L'intégration par parties de /(a, p) dans (13)
donne lorsque n=2»

o r-1 xv-1-i
l(ll, py=1—e= ig 1’1(,‘,__1)
“et lorsque n=2v+1 '

1 .
v- -1

v-1 2
=i (7~ | e 3T
= I’(u+-7—i)
Dans ces formules d=x)2/)/n et ﬁ=—;—n—].
Pour obtenir la probabilit¢é que la moyenne des carrés
des erreurs soit comprise entre 2 et 2,2-[-.42.2 il suffit de poser
dans (12) r’=na%; on obtient

(14)

n nait
21 (5a) 2

Cette probabilité est nulle pour A==0 et 4 ==o0, elle est maximum
n—2

1
')T‘“. pnA2E )2,

pour i*=

En multipliant la formule (14) par 4% et en intégrant de
zéro i oo, on a Pespérance mathématique &(42) des grandeurs A,
La méthode appliquée dans le cas de la formule (12) conduxt a
ER?) =Tz

En multipliant la formule (14) par i* et en intégrant on a
I'espérance mathématique des 4%, &(2%) = "+2§

Finalement le carré de l'erreur quadratique de 42 sera
S22 = g(;})_gz(p)___ ;4

enfin Perreur quadratique de 4% est 2 V—n—
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§ 7. Si z était cohnu et { inconnu on admettra que la pro-
babilité a priori de { est proportionnelle & 4L/*. Aprés avoir
- fait n mesures, 4V;(C), la probabilité 3 posteriori de { sera donnée
par le. théoreme de BaYEs. En posant dans (3)

=3I =nn*+ 38 =n(y*+0?)
on aura ' :
’ ;n—a -8%2 2 AC
J‘;—ﬂ -a -52/2? dc

Transformons cette intégrale en posant w=s’/2§2 et par suite"

AV(Q—

do = — s*d{/?; le dénominateur devient'
—(n+a -3) e 1 (n+a-3)
22 sn+a-3) -o 22 nt+a—1
(15) —;ﬁ:;—J wt e do=——y F( 5 )
‘ 0
Enfin la probabilité a posteriori de L sera si z est connu:
1
02"V 40 serat e 28 4t
AVI(§)= n+’a_l - —]-(n+a-3) ’ 1 ne .
(== 22 1’("+L)'€
- - . et
Cette probabilité sera maximum pour §2= ’+a 2)_n+a

§ 8. Lorsque 2z est inconnu, mais que la précnsnon G est connue,
ayant été déterminée par des observations antérieures, alors la
probabilité (1) sera maximum quand la somme des carrés des
erreurs 3e? = 3(M;,—2)? est minimum. On en conclut que la loi
d’ADRAIN (1) conduit aussi au principe des moindres carrés.

Lorsque z et § sont inconnus et que 'on admet que leur proba-
bilités & priori sont respectivement proportionnelles:a 4z et 4L/¢"
alors, aprés les n mesyres, la probabilité a posteriori de z et {
sera

-n-a —2(M~—z)’/2§? ‘
(16) AV, ) = — Az 48

Oj‘ g n-a —E(M —z)ﬂ?dzdg

Pour obtenir la probablhté de z, on remplace quelquefonsv
dans cette formule { par sa valeur la .plus probable; mais ce
procédé ne conduit pas a des résultats satisfaisants. Il vaut mieux
déterminer la probabilité totale de z, quel que soit §; il suffit

9"—ug
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pour cela d’intégrer le’ numérateur et le dénominateur par rapport
a ¢. En vertu de (15) I'intégration du numérateur donnera (comme
dz=dn)

2—1.5("%-3)1.,(n—}—a—~l
3 .

1 (a1
(o ) "
il en résulte :

! (nta-1)

V@)= — ) P An

o

F L - g (nran])
OJ (6> 4 1) dn

Posons tan ¢ =mn/o et par suite dzn==o0dgp/cos®p. L’intégralé du
dénominateur sera: '

Y
~

e = B
; | (o) Pre (222

(Voir BIERENS DE HAAN, Table 41, formule 3). Par suite la pro-
babilité a posteriori de z et en meéme temps la probabilité d
posteriori de [erreur n de la moyenne des mesures sera quelle
que soit la précision inconnue {

N

N 1 402 '%(n+a—l)
- WVO=Tera—2) Zas (02+n2] An
ou encore .
o 2;[-}-“-2112(Il+a—>1’
‘a7 4V(2) = : cos™e-3g dep,

al'(n 4 a—2)
‘Cette probabilité est maximum lorsque #=0 ou z==3M;/n; mais
alors 2 rend minimum Ja somme des carrés des erreurs; ainsi le
principe des moindres carrés est valable dans ce cas aussi.

De 1a formule (17) il suit immédiatement la probabilité &
pour que la valeur -absolue de lerreur de la moyenne soit plus
petite que 4, c’est-a-dire 5| <4. Comme n=otanp et A=otang,,
il faut avoir @ <¢,, ot @, =arctani/o. On trouve quelle que
soit la préciison § ‘

. 2;|+a~2F2 (ﬂ‘_‘l_—_l_‘) P
§= J‘ cos**3gpde.
0

al(n+a—2)
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Exemple 1. n=4,a=0, on a
R T
8=Slﬂ¢1‘—‘= m
et si A= alors §=1/)2.

v Pour obtenir des valeurs acceptables depuis n-l il faut -
poser au moins @ =2, alors on trouve pour 1=o:

1. = , 11
g=7 | §=1/)2 _8__;}—2—.

De la méme maniére on peut déterminer la probabilité de & ‘
quel que soit z, -en intégrant le numérateur et le dénommateur de
(16) par rapport a 2. Le numérateur sera:

0

;-n-a —na’/zg’Ag j' e—,m;’/zg"dn‘

en posant t_ﬂ]/n/g‘ et par suite dﬂ—Cdt/Vn on obtient
V2rme "84 :
T a ,
Comme le dénominateur donne une valeur semblable on aura
V(E)= g—p-aﬂe-ﬂa’ﬂpdg .
i ‘F;-n-aﬂ e-ua=/z;1d§
y . ]

Or l'intégrale du dénominateur est d’aprés (15) égale a
1 .
27(n+a-2)1_‘l n+;z—l l/( )2(n+a 2)

il s’ensuit fa probabilité & posteriori de { quelle que soit fa valeur:
" inconnue de 27 .

1-
,(noz)—z—(n+a~2)e—no"/2§’

—I—<(n¥a-2) n4-a—1) nte-1 46
277 ¢

V)=

nae*
nt+a—1
En posant dans cette formule a==0, la valeur la plus probable
de $2 serait Z¢?/(n — 1) conformément au résultat proposé par GAUSS.

L

Le maximum de cette probabilité a lieu pour =



130 Ch. Jordan

§ 9. Dans le probleme du § 5 ies coefficients a,, a,,...,a,
étaient donnés et on a mesuré les grandeurs 2y, 2;,..., Z,, puis on
a cherché a déterminer les probabilités de Y=a,2,+a,2,+...+a,z,,.
Il y a une autre catégorie de probléemes. Etant donnés les coeffi-
cients a;,, .. ., a;, pour les valeurs de i=1,2,...,n, on mesure
les grandeurs suivantes

m
Yi= D @ivX,.
] v—=1
Les quantités x,, x,,..., X,, sont inconnues et on demande leur
probabilité. Soit M; la mesure de Y;, Perreur inconnue sera:

E=M-—-Y,.

En supposant que les ¥; sont du méme ordre de grandeur,
et que la précision des observations est la méme pour toutes les
mesures Perreur quadratique inconnue étant f, la probabilité
a pos‘enon des grandeurs ¥, et par suite aussi des erreurs ¢ sera:

-n-e -Ee 228 A
’ Z,1)(8”'-'7 ny C)=T—gm @ J’E AE g

.. ff C'"'“e'zs-m?de ...de,dl

. - - 0
En effectuant lmtegratlon au numeérateur et au dénommateur,
par rapport a £ comme dans le cas de la formule (16) on a la
probabzlzte a posteriori des Y. quelle que soit la précision §

(n+a 1
) 2

(.‘Ss2 de, ... de,

.(18) 4P, . .., &) —
2("+¢ 1)

.F f(z &) de, ... de,

A Cette probabilité sera encore maximum lorsque I& est
minimum. I s’agit donc de rendre minimum la quantité:

(]9) ‘ Z(M :lxl Qg Xg— .. . — ;. X,)%

Les équatlons de condition du minimum, dites équations normales,
seront :

Yol ' L : .
(20) 00;‘ = Z @i, (M;—a,, X, — ;s Xy— . . . —a;,,X,,) =0
pour »=1,2,...,m. La somme des carrés des erreurs minima est
1) 2 MMt e — %) = 0

en effet en multipliant les équations (20) par x, ef en retranchan

B
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- les produits de I’équation précédente, on obtient I’équation (19).
La valeur minimum «® de 3¢ est importante, car la probabilité
pour que 3¢ soit plus petite que ce minimum est nulle. Ii- faudra
en tenir compte en effectuant les intégrations dans la formule (18)

Pour déterminer « posons:

) M=—a i, m+1.
et ‘
. xm+l‘= 1 ;
de plus _ "
Zaivais':—-bvs
=1
donc _
) bvs=bav-
Soit ‘
‘bll bl‘z .. bli
D,— b:zx_ b:n ... bze.' ,
ba b ... by

alors les 'm équations normales s’écriront
. ,.,x1+b,.,x2+ co ot 0usr, 90X =0
pour ¥ == 1,2,.
En outre I'équahon (21) devient :

A by i1 X1 0y, i XgF - o A By, a1 X = w*,

-La résolution de ces m + 1 équatlons am+1 inconnues Xx,,..., X4
condunt a

. xm+1 = szm/Dmﬂ IR
- mais comme x,,,,==1, on.a 0®*=D,_,,/D,. » _
Les premitres m équations donnent si I'on pose"x,,,ﬂ-——— 1,

(22) v = — Z (— l) m+| oﬂva

-olt §,, est le mineur de D,, obtenu en supprimant la hgne vetla
colonne s dans ce déterminant.

En partant de (22) on peut déterminer I'erreur quadratique -
L, de x, lorsqu’on connait I’erreur quadratique { des mesures M.
" En effet en rempacant b,,,,,, . par sa valeur obtenue ci- dessus on
trouve : :
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M Z (_ l)ﬂw 13"0-'.

s=1
et en vertu de (9) le carré de lerreur quadrahque (ou la dxsper—

sion) de x, sera
a+k

§ 222( DQ ﬂvsﬂvhauaa:k,
 mais '
LZ (— 1)8+kﬁvl;bak

est égal a zéro si s$» et égal 3 D, si s=»; on en conclut que-
le carré de l'erreur quadratique de x, est
Bov
2 __ 2
- Cv Dm C ’

Lorsqu’on attribue aux mesures M; 'unité de poids, alors le:
poids de la valeur x, obtenue (22), étant inversement proportion-
nelle aux dispersions respectives, sera ’

&_b,
;3 ~—"3111"'
‘Pour intégrer I'équation (18) remarquons de. nouveau que

Ze2=r’ est constant sur la surface de la sphére de rayon r
dans l’espace ‘4 n dimensions; cette surface ayant pour aire

1 . .
272" 7 /I’( %) , donc Vintégrale du dénominateur de (18) devient.

" 2q3" dr 227" 1
D) T ) e

il en résulte que la probabilité (18) est égale A
(23) 4P(e, ..., 8)= '

(a-——l (_2') Dm+1 7z @D (Eeﬂ)"_("w Vg, ... de

l n

278"
et si 'on transiorme le numérateur de (18) de la méme marniére:
que le dénominateur on trouve . :

AP, ..., )—(a-—l)‘D"‘“” "‘:a'.
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Cette formule donne immédiatement la probabilité pour que
la somme des carrés des erreurs des Y; soit plus petite que A*
c’est-3-dire Te?=r2 < 12, quelle que soit la précision inconnue .
il suffit d’intégrer l’expression précédente de zéro a 2, on trouve

D, 3%
8’().’) =1— (lsz) ;
Ce résultat a été obtenu en supposant que la probabilité a priori
de la précision { était proportionnelle & 4%/, Remarquons que
pour ¢ =0 (GAuss) la probabilité §(22) diminuerait si A*> augmente,
ce qui est impossible; de plus pour e¢=1 on aurait §(12)=1
quel que soit 4, c’est inadmissible aussi. On en conclut comme
cela a été remarqué précédemment que dans la probablhté A-priori
de § il faut poser au” moins @ =2,

Lorsqu’on a mesuré n fois une grandeur inconnne, ne con-
naissant pas la précision 2 des mesures, mais sachant que sa
valeur la plus probable est (voir la fin du § 8)

' - e - ne?

nt+e—1 . nt+a—1"'

~on trouve dans 'hypothése de GAuss correspondant 3 e =0 que
~ cette valeur sera supérieure 4 o® qui est le carré de I'écart quadra-

tique des mesures. Dans Phypothése e=1 elle sera égale a ¢*
et enfin dans I'hypothése =2, elle sera inférieur & o2 Nous
avons vue que c’est cette derniére hypothése qui est la mieux
justifiée, 11 en résulte que si I'on se contente d’une approximation
pour la valeur la plus probable de la précision % on peut
prendre (®=o0%; mais comme c’est déja plus grande que la va-
leur rigoureuse, on n’a aucune raison d’employer celle proposée
par Gauss, qui est encore plus grande. . '

(Recu le 18 octobre 1941)



