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- Zur Begriindung der Miﬁk‘qwskiSchen Geomefric. "
‘ Von Q. VARGA' in Kolozsvér. - h

Obgleich die Minkowskische Geometrie ein Spezialfall der
in den letzten Jahren von verschiedenén Autoren behandelten Fins-
lerschen Geometrie ist, scheint es doch wiinschenswert eine direkte
Herleitung dieser ‘Geometrie zu geben. Dies umso eher, da die -
- Minkowskische Geometrie in viel ndherer Beziehung zur Euklidi- -
schen Geometrie steht, als dies von’ der Finslerschen gilt.

"~ Der grundlegende Gedanke, der in dieser Arbeit verwendet -
wird, ist der folgende: der Minkowskische Raum ist ein affiner
Raum, in dem jeder Richtung emne -euklidische MaBbestimmung .
zugeordnet ist. Dementsprechend behandeln wir § 1-den Min-
kowskischen Raum’ in Bezug auf ein kartesisches Koordmatensys- '
_tem. Im zweiten Paragraphen filhren wir krummhmge Koordinaten
ein. Es ist bemerkenswert, daB man dann den ganzen formalen
Apparat der Finslerschen Geometrie erhdlt. Dies ist ein Analogon
zur Tatsache, daB der auf krummlinige Koordinaten bezogene
Euklidische Raum den formalen Apparat der Riemannschen Geometrie
~ liefert. Wie E. Cartans Behandlungsweise der Riemannschen Geo-
- metrie zeigt!), sind diese. Zusammenhinge nicht blof formal be- -
~"dingt, sondern haben einen weitgehenden inneren Grund. Derselbe -

- ermoglicht E. CARTAN die einfache und elegante Herleitung der

Riemannschen Geometrie?). Der entsprechende Aufbau der Fins-
lerschen Geomelirie mit Hilfe der Minkowskischen ist ebenfalls
moglich und soll an anderer Stelle behandelt werden?).

1) E. CarTaN (l), S 39--59. (S. ‘Schriftenverzeichnis -am Ende vor-
liegender Arbeit.) .

“2) E. CarTAN (1), S. 90—180.

3) O. Varaa (2). .
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Die Kriimmungstheorie wird in §. 3 nur ganz kurz beriihrt,
da bei ihrer Behandlung fast kein Unterschied gegentiber den
Gedankengingen zu verzeichnen ist, die zu denselben Zwecken
in der Finslerschen Geometrie verwendet werden.- Als Anwendung
der Kriimmungstheorie weisen wir nach, daB der Minkowskische
Raum unter den Finslerschen durch das. Verschwinden zweier
Tensoren ausgezeichnet ist. Diese Charakterisierung wurde ohne
Beweis von E. CARTAN angegeben?). '

§. 1. Der Minkowskische Raum in Bezug auf
ein kartesisches Koordinatensystem.

1. Definition des Minkowskischen Raumes und Zusam-
menhang mit dem Euklidischen Raum. Eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit heift ein Minkowskischer Raum, wenn es in ihr
ein System von Koordinaten x', x% ..., x» gibt, so daB die Ent-
fernung zweier benachbarter Punkte (x) und (x+dx) durch

L _ ds=L(dx', dx, ..., dx")
oder kiirzer ‘
(L7 S ds=L(dx)

gegeben ist. Von L(dx) soll vorausgesetzt werden, dab es bestindig
positiv, ferner in den dx',dx? ..., dx" positiv-homogen von erster
. Dimension ist und nach diesen Verdnderlichen stetige Ableitungen
- bis zur 4. Ordnung besitzt. Die quadratische Form?)

o (xL2dn))
Q, 2 —e

’ __ adxodx* °
der Hilfsverdnderlichen Zi(i=1,2,...,n) sei fiir alle Wertesys-
teme der dx', dx? . .., dx" positiv definit.

~ Geht man von dem Koordinatensystem (x', X%, . . ., x") durch
eine beliebige stetig differenzierbare und umkehrbare Transformation
(1, 3) X=x, ..., u") (i=1,2,...,n)

zu einer Koordinatenbestimmung (', %, .. ., u*) tber, so wird in
derselben das Bogenelement wegen (1, 1) die Form '

ZiZ*

4) E. CARTAN (2), S: 39. A
. 8 Tritt ein Zeiger in einem Ausdruck mehr als einmal auf, so soll nach
- demselben — ohne Angabe eines Summationszeichens — summiert werden.
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awr " e
=L@, ..., udu, ddd,. .., du")

annehmen. [n dem neuen Koordinatensystem wird also das Bogen-
element insofern’ durch einen komplizierteren Ausdruck angegeben,
.da auBer den Differentialen (du) auch die Punktkoordinaten (u)
auftreten. v '

Wir wollen ein Koordinatensystem, in dem das Bogenelement
nur von den Differentialen abhingt, als ein ausgezeichnetes be-
zeichnen. Aus (1, 3) und (1, 4) folgt sofort, da man aus einem
ausgezeichneten Koordinatensystem sadmtliche iibrige durch lineare
Transformationen erhdlt. Im Falle einer Translation bleibt die
Funktion L(dx) ungeidndert.

Wir wollen einen Minkowskischen Raum — bei Verwendung
eines ausgezeichneten Koordinatensystems — als einen affinen
Raum auffassen, dem durch (1, 1) eine MaBbestimmung aufgepragt

- ist. Das verwendete - Koordinatensystem soll daher statt ausge-
zeichnet als Kkarfesisch bezeichnet werden. Eine fiir spateres wich-
tige Feststellung ist- die folgende: Ist ein Vektorfeld gegeben, so
ist die.Ableitung des Feldvektors in allen kartesischen -Koordina-
tensystemen wieder. ein Vektor. - Allgemeiner wird der tensorielle
Charakter von GroBen in kartesischen Koordinatensystemen durch
Differentiation nicht gestort. Dies folgt unmittelbar aus der Defi-
nition eines Tensors durch Transformationsgleichungen und’ aus
dem Umstand, daB man von einem kartesischen Koordinatensystem
zu einem anderen durch lineare Transformationen gelangt.

Ausgehend von (1, 1) kann man auch den Abstand d(x,x;)
eines beliebigen Punktes (x,) von (x,) erkldren. Man betrachtet dazu
die orientierte Gerade, die von x, nach x, lauft. Ist

(1,5 xX=xi+a(t—t) (@>0, i=1,2)

1 2 n
{1,4) ds———L(a—xdu' 9x dus,...,%du’)

ihre Parameterdarstellung und entspricht ,dem. Punkte x, der Para-
meterwert f, (0=0, 1), so soll d(x,, x;) durch '

L1

1,6 d(xo,xl)=fL(-‘;§)d{

to

definiert sein. Wegen ('l,5)'und der Hombgenitéit von L(dx) ’ér- -
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. gibt sich aus (1, 6). . '
(L7 o d(Xe, X)) = L(x,—X,). ,
Der Vektor & mit dem Komponenten x'—x; ist daher dann und

- nur dann ein Einheitsvéktor, wenn

.8 - - - ‘ : L(§)_l-
besteht. '
©_ Tr4gt man von einem beheblgen Punkt (x,) nach allen Rich-
tungen: Einheitsvektoren ab, so ist der Ort ihrer Endpunkte (x)
die -Hyperfiiche ,

(1,9) _ T L(x xo)—l

die Indikatrix oder Eichfliche des Punktes (x,). Die Indikatrizen
verschiedener Punkte gehen durch Translation auseinander hervor.
Wegen (1, 2) ist die Indikatrix eine ‘konvexe Hyperfidche. »

Wir wollen jetzt jeder Richtung des Minkowskischen Raumes

eine Euklidische MaBbestimmung zuordnen. Dazu betrachten wir
eine beliebige, aber feste Richtung Xi durch einen ebenfalls will-
kiirlichen Punkt x;.- Die Komponenten des Emheltsvektors dieser
‘Richtung smd wegen (), 8) . '

(1, 10) Eo'—,_(xo) =120,

Es gnbl nur. eine einzige Mittelpunktsfliche zwelter Ordnung, die
den Punkt xj zum. Mittelpunkt hat und die Indikatrix des Punktes
x5 im Punkte mit dem Koordinaten '

A1) X—xtE (=12 )’

oskuliert. Sxe hat in laufenden Koordmaten Xl X’ L., XE die
. Gleichung '

(1, 12) ) (X (X —x) =1,

. ‘'wobei ' I -
) “ : . 82 lL_“’()E)‘ 4

13y gi.(x)=%'

ist. Die Z.:(x) sind in beiden Zelgem symmetrisch und von nullter

o Dimension positiv-homogen in den %'. Sie hdngen also nur von

der Richtung des Vektors x* und nicht von seiner Linge ab.

Die Hyperfiiche (1, 12) heift die oskutierende Indikatrix oder
‘oskulierénde Eichfliche des Punktes (x,) nach der Richtung x{.
. Die oskulierenden Indikatrizen verschiedener Punkte nach der -
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gleichen Richtung x{ gehen durch Translation auseinander hervor.
Bei festgehaltener Richtung x{ ist die MaBbestimmung
(1, 14) ' do® =g, (x)dx' dx*,
deren Indikatrix in jedem Punkte x, die dort nach Richtung x{
oskulierende Indikatrix ist, eine Euklidische MaBbestimmung, die
~der Richtung x{ zugeordnet ist. Sie heift die nach der Richtung-
xi, oskulierende MaBbestimmung des Minkowskischen Raumes. Sie
ergibt natiirlich nur fiir Vektoren der Richtung xj dleselbe Lange
wie die MaBbestimmung (1, 1). _

‘Durch die oskulierende MaBbestimmung wird jeder Richtung
X' des Minkowskischen Raumes ein Euklidischer Raum zugeordnet.
Er mbge als der Euklidische Raum (x) bezeichnet werden. Der
oskulierenden MaBbestimmung entsprechen im Euklidischen Raum
(X) diejenigen kartesischen Koordinatensysteme, deren MaBvekto-

ren®) (_e);',, den Gleichungen

@15 e.e,= g (%)
. [OX I

n(n—1)

geniigen. Aus diesen oo 2 , der Richtung x' zugeordneten kartesi-

schen Koordinatensystemen grmfen wir ein beliebiges heraus und

setzen fest, daf sich dasselbe in stetig differenzierbarer Weise mit

der Riditung X' dndern soll, d. h. die Komponenten der MaBvek-
toren seien stetig differenzierbare Funktionen der X!, %, ..., X"

' - Es ist jetzt. moglich, die Ldnge von Vektoren in Bezug auf

eine thztung (x) zu erkldren. Man versteht darunter die Linge /

des Vektors § im zugeordneten Euklidischen Raum (x)
(1, 16) : ’ 1= Vg REE.

Die Linge ! ist unabhingig davon, in welchem Punkte der Vektor .
angebracht wird. Der Cosinus des Winkels ¢ zweier Vektoren

E und 17 in Bezug auf die Richtung ist entsprechend gegeben durch -
. &uX)E
Ve D FE VeuDyre -

Allgemein wollen wir als skalares Produkt zweier Vektoren den
folgenden Ausdruck bezeichnen :

(1,17) £ 'z g.z,E’?"

6) In der Beieichnung(a;,, bedeutet der in Klammer stehende Zeiger i

1,17 _cosd=

den Vektor, der zweite Zeige'r k gibt die Komponente an.
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2. Das invariante Differential. Durch die oben getroffener
Festsetzungen ist ein Vektor wesentlich an die Richtung (¥) ge-
bunden. Wir wollen nun festsetzen, daB wir unter Parallelver-
schiebung einer Richtung X' die gewdhnliche Paralellverschiebung
im affinen Raum x', x% .. ., x" verstehen. Zwei parallelen Richtun-
gen entsprechen somit proporhonale xi. Entsprechend wollen wir

unter der Parallelverschiebung eines Vektors ’g’ von einem- Punkte
des Raumes nach einem anderen, bei paralleler Richtung (x), die
gewdhnliche Parellelverschiebung im Euklidischen Raum (x) ver-
stehen. Wir wollen nun Festsetzungen treffen zum Vergleich zweier
Vektoren, die zu verschiedenen Richtungen gehoren. Diese Fest-
setzungen sollen infinitesimalgeometrisch gemacht werden. Durch
den Feldvektor \7(x X) sei ein stetig dlfferenuerbares Vektorfeld
festgelegt. Dabei sei zugelassen, daB in V(x X) die Variablen
x', x% ..., x* nicht vorkommen, d. h., da8 simtliche Vektoren den-
selben Angnffspunkt haben, Sind Vi(x, X) die Komponenten des
Feldvektors, dann konnen wir den Vektor der Richtung (x, X)
sofort mit dem Vektor der willkiirlichen benachbarten Richtung
- (x+dx, x-+dx) vergleichen. Der Unterschied beider Vektoren
wird durch dVi(x, X) angegeben, dies ist nimlich nach einer frither
gemachten Bemerkung wieder ein Vektor. Nicht so- einfach, fiir
unsere Zwecke aber wichtiger gestaltet sich der Vergleich benach-
barter Vektoren in den Komponenten v'(x, X) des Feldvektors in
Bezug auf das lokale Koordinatensystem s das der Richtung (x)
zugeordnet ist. Der Zusammenhang der v' und V¢ ist durch

(1, 18) V"=(e;iv‘- :

bestimmt. Unsere Aufgabe besteht nun darin, diejenigen GroBen
Dv' zu bestimmen, die der Gleichung

(1, 19) : dV‘=(£;,-Dv’

geniige leisten. Differentiation der Glelchung (1, 18) zeigt, daB wir
dazu nur die Grofen de bestimmen, d. h. aus der Maﬁfunktlon

L {dx) und ihren Ablentungen heraus berechnen miissen.
Nach der schon zuvor beniitzten Bemerkung sind die Grofien
de;

de; und ebenso natiirlich "’ (bei festen s und k) Vektoren,
(n)
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daher lassen sie sich aus den e, linear kombinieren. Es ist also
® .

ae;

W __pr,
(1, 20 e .k(gi
mit Koeffizienten C,,, die nur Funktionen von X' sind, da wir ja
den fraglichen Vektor im Ursprung des Koordinatensystems der e

— das nur von X' abhingt — ansetzen. Aus (1,15) ergibt snch
ferner durch Differentiation und nochmaliger Benutzung dieser
Glexchungen selbst

08

(1, 21) - CheutClhgi=—%

Um die GrdBen C!, vollstindig durch die Funktion L(dx) und
ihren Ableitungen zu bestimmen, stellen wir noch die folgende
Symmetrieforderung

(1, 22)l N Civ.=Cuirs
dabei haben wir
(1,23) Cir, = Cl, &

gesetzt. Jetzt ergibt sich aus (1,21) und (1, 13)

o ' 1 ag(x) 1 8(L¥%))
24 L 11 _
(1,24) Cus 2 9x 4 9xX'9x*oxr’

Flir de; ergiebt sich somit
(o)
(1,25) o de,= e dxt.

Differentiation . von (l 18) (‘:glbt somlt bei Beachtung von (1, 25)

(1 26) '—e(dv + C; v dX?). '

Vergleich von (1, 19) und (I 25) ergibt

(1,27) Dy =dv* +C *dxt

Man bezeichnet Dv* als das invariante anferential der Grofien v*.
Die GroBen C,, sind,. wie aus (1,24) folgt, in ailen drei

Zeigern symmetrisch. und in den x* von (— I)-ter Ordnung posi-
tiv-homogen. Aus der letztgenannten Eigenschaft folgt noch

(1,28) ) : Cikr(x.)x‘i = Cy, X = Cier.r=0-

Da, wie oben bemerkt, Differentiation den tensoriellen Charakter
einer GroBe nicht dndert, sind die C,, ein Tensor dritter Stufe.
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Bemerkung. DaB die GroBen de; durch die dg.-k(i)A.im

' o
wesetlichen bestimmt sind, ist wegen der Festlegung der Koordi-
natensysteme e; durch die g,, ziemlich naheliegend. .Die e — ge-
(O]

nauer bloB ihre gegensemge Lage — sind durch die g, beshmmt

die” Nachbarvektoren e;+ de; daher durch den Nachbarwert der g,k,
(:) (z)

also durch g,+dg,,.

§ 2. Der Minkowskische Raum, auf krummlinige
Koordinaten bezogen.

Einfﬁhrung der krummlinigen Koordinaten und lokale
Mlnkowskische Réume, die auf kartesische Koordinaten be-
zogen sind. In §. 1,1 hatten wir, um die ausgezeichneten oder
kartesischen Koordinaten definieren zu kdnnen, ‘durch die Trans- .
. formation (1, 3) Koordinaten o', u?, .. ., u* eingefﬂh'rt, die wir als
aligemeine oder auch krummlinige Koordinaten bezeichnen wollen.
Wie wollen " nun einen auf krummlinige Koordinaten bezogenen
Minkowskischen Raum ndher untersuchen. Zunichst" einige Fest-
stellungen dber die Funktion L(dx) und die aus ihr hergeleiteten
Tensoren g,(dx) und C,,(dx) in den krummlinigen Koord'inaten.:. '
'Die Eigenschaft der Funktion L(dx), in den Differentialen positiv--
homogen von 1-ter Dimension zu sein, wird durch die Transfor- -
mation (1, 3) nicht gestort, d. h. L(u, du) ist in den du’ posmv-
homogen von 1-ter Dimension.

Die GroBen x, g..(x), C;.,(X) sind Tensoren, transformleren
sich aiso bei Ausiibung von (1, 3) gemaisd

f x' — _(15'_ u"

J ou* ‘
. o . ax” ax’
(2) l) Y gik(ur ll) _gn(x) 6”‘ 011‘ y

. . 0xT 9x° - axe
Ciu(y, u)=C,_,,(x) . ou* aa’

Die g.(u4, &) und C;,,(u, &) driicken sich durch die Funktion
L (u, 4) und ihre Ableitungen folgendermaﬁen aus:

gl i) = 5 - (L2, ),

(21 2) 8 2
o1 P, i)
Culth =7 Sigaon
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(2, 2) zeigt, daB die GrdBen g;,(u, 4) und C,,(u, u) in Bezug auf
u* von nullter bzw.. (—1)-ter Dimension positiv-homogen sind.
Die Symmetrieeigenschaft bleibt natlirlich auch bestehen. da diese
ia bei Tensoren koordinateninvariant ist. Ebenso besteht auch hier
“die Tensorrelation (1, 28).

Unser, auf ein kartesisches Koordinatensystem x', x% ..., x*
" . bezogene -Minkowskische Raum erscheint bei Auslibung der I'rans--
tormation (!, 3) von einem Kurvennetz bedeckt, das natfirlich durch
die Linien-

2,2) : u'=c (i———l.2,...,n)

gebildet wird. In einem festen, aber beliebigen Punkt (u) des
Raumes bestimmt dieses Kurvennetz durch seine Tangentenvek-
toren n Vektoren : :

. - axl
| 23 —_ (g—* o
- Andererseits wird durch Festhalten eines solchen beliebigen Punktes
(u) demselben ein lokaler, auf kartesische Koordinaten bezogener -
Minkowskischer Raum zugeordnet, da ja dann in L(u, &) nur
die &' variabel sind. Jedem Linienelement (u, &) st nun nach
&1 derienige Euklidische Raum (%) zugeordnet, dessen Kompo-
-nenten x* (2, 1) entsprechen. Wir wollen ‘diesen Raum als den
Euklidischen Raum (u, &) bezeichnen. Als. MaBvektoren dieses,

. auf ein kartes:sches Koordinatensystem bezogenen Minkowskischen . '

Raumes kénnen wir die Vektoren. (2, 3) verwenden. Dazu ist nur
zu zelgen daﬂ das skalare Produkt zweier Vektoren e (im Koordina-

_'_tensystem x‘ 2., x) dne GroBen Luly, 1) ergeben Der ana-
-, lytische Ausdruck hlefﬂr wir aber bei Beachtung von. (I 17) und
@ 3) durch (2, 1) geliefert.’ ' : [
... 2. Dbertragung von Vektoren, das invarianle Differen-'.’ -

tial. Nach §.1, 2 bedeutet Parallelitit zweier: Rlchtungen Paralle-
. litdt im Smne der gewbthnlichén Euklidischen Geometrie. Wir .
. -betrachten nun in einem gewissen Bereich B ein Feld von paral-

AH_,_.V'_lelen Rlchtungen Die Gleichung des Feldvektors sei
T (2, 4) ‘u——-u(u' A 7L} (z-_l 2,...,n).

- Die. Funktlonen 2, 4) ‘'sind dabel auf B definiert. Dle Ubetlegungen
__‘von § 1,2 zeigen, daB in B ein auf krummhmge Koordinaten

Cuh it ., o bezogener Eu_khd;scher Raum vorliegt. Seiri MaB-
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tensor wird durch
(2,5) yo(u, u?..., u")=

=g (U, w3, un, (W AL ), g (U, 8L, at))
bestimmt. In einem solchen Raum geniigt aber der Feldvektor
eines Parallelbiindels (2, 4) der folgenden Differentialgleichung :
(2,6) di'=T}ja*du’.
Dabei sind die I}/ die mit Hilfe der »,, gebildeten Christoffelschen
Symbole zweiter Art?).

Die Ubertragung eines Vektors »' von einem beliebigen
Linienelement (u, 4) zu einem beliebigen benachbarten paralielen
Linienelement (u +du, 44 di) — natiirlich innerhalb eines Be-
reiches der At 3 — wird dann gleichfalls entsprechend dem in
§ 1, 2 Auseinandergesetzten und den Tatsachen, die in einem auf
krummlinige Koordinaten bezogenen Euklidischen Raum’ bestehen,
durch

2,7 - Dyi=dv'+ I3 iv'du’
ausgedriickt’). Der Parallelismus eines Vektorfeldes »* bedeutet:
(2: 8) Dvi=0.

'Wir wollen jetzt die Ubertragung eines Vektors von einem
beliebigen Linienelement (u, i) zu einem beliebigen benachbarten
— nicht parailelen — Linienelement (44 du, a+ du) herleiten.
Dies wird in zwei Schritten erfolgen. Erstens: Ubertragung des
Vektors ' von (4, ) zu dem benachbarten, aber parailelen Linien-
element (u+du, i+ d*i). Zweitens: Ubergang von dem Linien-
element (¢ du, a+d*ia) zu dem Linienelement (u +du, i +da)
gleichen Zentrums. Der erste Schritt vollzieht sich nach (2, 7),
der zweite nach (1, 27). Wir wollen den analytischen Ausdruck,
dén wir durch diese Uberlegungen gewinren, herleiten. Bezeichnen
wir das invariante Differential, das zu dem ersten Schritt gehort,
mit D,v' und mit Dyv' das zum zweiten Schritt gehdrige, so ergibt
sich als Ausdruck fiir das invariante Differential
2,9) Dvi=Dpvi+ Dy(vi+ Dsv'), ,
oder, da wir GroBen von hoherer als erster Ordnung vernach-
l4Bigen, ‘

(2,9) Dvi=D,v'+ D,v".

7) E. CarTar (1); S. 39, Gleichungen (15).
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Nach (2,7) gilt fiir D,v':

(2, 10) " Divi=d'vi I v dut '

d* deutet an, daB das Differential beziiglich des Zuwachses
~(u+du, i+d*u) zu bilden ist. Um von dem Linienelement
(t+du, a+d*a) zu dem Linienelement von gleichem Zentrum
(u+du, t4-dua) zu gelangen, muB der Richtung a+-d*a der Zu-
wachs

2,11 di—d*i~di
erteilt werden. Dann kommt fiir Dyv’ wegen (1, 27)
(2, 12)  Deyvi=dvi+ Cjv.

Die Summe der Differentiale d+d* wollen wir mit d bezeichnen,
dann erhalten wir aus (2,9) zufolge (2,10), (2,11) und (2,12)
fiir Dv' schiieflich

(2’ ]3) DU —_dl/ +C“7Jl'dll +Ikl v"dll’——Ck"l‘de‘llI.

In (2,13) sind die d*a' diejenigen Differentiale, die' das zu°4*
parallele Linienelement im Punkte (44 du) bestimmen. Fiir die-
selben gilt aber (2, 6). Fihrt man dies in (2, 13) ein, so erhdlt man

(2, 14) Dvi=dvi4+ Civ*di' + v du’,
wobei
(2,15) iy =r}+ Cl:ar:lsur

Da die Iy}, die zu dem MaBtensor 7, gehdrigen Christoffelsche_n
Symbole sind, erhalt man bei Beachtung von (2, 5), (2, 2) und (2, 6)

( g + 08 0 ) _
2\ out Ju' ou'
—Cllsrrl:[sl'lj Ckllrl'jsu]-*-clkl r‘s g

Uberschiebt man (2, 16) it &' und &*, so ergibt sich wegen (1, 28) _
(2, 2) und der Homogemtatselgenschaft von L (u, i)

(2, 17) . 11”‘12 u th -—'2ng,.1.
Dabei_haben wir

lt
(2, 16) Hitam

: (LY (LY

— ok

(2! 18) . Gl_ adlauk u aul i

gesetzt. Beniitzen wir die Gleichungen (2, 16) bis (2, 18), so ‘er-
hdlt man ' '
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4G’

gut -

Substituiert man dies in die linke Seite von (2, 16), so kommt
schlieBlich _

2,19) o=

out ut . o _ -
aG* G’ 8G’®
. _Cill au Ckh au. +C|kl au[ _'
‘Die I7), bestimmen zufolge (2, 15) auch die Ubertragungsparameter. ,
I, in der Form”)

I',',,,=—;—( 08 + 3gl_k . 6g.~,,)_
(2,20)

oo . - 3 a 3 . 03
.20 Ty % + ?,‘;* — 2 )+ Cu 5
- In der Finslerschen Geometrie®) wird das Bogenelement ebenfalls
durch einen Ausdruck der Form (1,4) bestimmt. Die ,Grund-
" funktion® L (u, ) geniigt dabei denselben Voraussetzungen, wie .
-im Falle einer Minkowskischen Geometrie, nur gibt es hier kein
ausgezeichnetes Koordmatensystem d. h. es ist unmoglich,- durch
eine Koordinatentransformation die Grundfunktion auf die Form.
(1, 1) zu bringen. Das invariante Differential fiir Finslersche Rdume

- stimmt. formal ebenfalls mit demjenigen in Minkowskischen Rdumen o

{iberein,” vorausgesetzt, daB derselbe auf krummlinige. Koordinaten
bezogen wird. Die Uber(ragungsparameter Cieir Ty und T, driicken
~ sich in beiden Fillen (immer unter der Voraussetzungen, daB der
Minkowskische Raum -auf krummlinige Koordinaten bezogen wird)
-genau auf dieselbe Weise durch den Fundamentaltensor und seine .
Ableitungen aus'?). Wegen (I, 2) kann man auch sagen, sie be-
" stimmen sich auf dieselbe. Weise aus-der Grundfunkhon heraus.
Da durch Bogenelement und invariantes. Differential -die’ Finsler-
sche Geometrie im wesentlichen bestimmt ist, ist zu erwarten,

daB diese Analogie sicher tiber das Formale hinausgeht. In der
" Tat 148t sich — wie schon- einleitend bemerkt — ~zeigen, dab .
" 'man den Finslerschen Raum  mit Hllfe Mmkowsklscher Raume.
aufbauen kann.

8)' Die' Berechnung von (2, 20) und 2, 21) findet sich in etwas anderem
Zusammenhange bei E. Carrax (2), S. 16. . e
9) Vgl. P. FInNsLER (1), E. CARTAN (2) und O VARGA (l)
10) Vgl. O. VarGaA (l), S. 174 . .
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§. 3. Die Krliimmungstheorie,

Die Methoden zur Darstellung der Torsions- und Kriimmungs-
theorie von Minkowskischen Raumen, die auf krummlinige Koor-
dinaten bezogen sind, stimmen ganz mit denjenigen fiir Finslersche
Rdume {iberein. Dies folgt unmittelbar daraus, daB man in beiden
Fillen wohl am einfachsten mit Hilfe der Cartanschen Methode
der duBeren Produkte und &duBeren Ableitung Pfaffscher Formen
zu dieser Darstéllung gelangt!!). Dabei bentitzt man bei dieser
Darstellung als Ausgangselemente die Tensoren g;,, C,,,, und ferner
diejenigen, die sich aus ihnen durch Anwendung des invarianten.
Differentials herleiten lassen.

Die Torsionstensoren erhdlt man in dem Koefflzxentensystem.
der #uBeren quadratischen Form

@ n O = [du* w(d)]
und die Kriimmungstensoren aus dem Koeffizientensystem der Form
32 - G=[0]@)wid)] — (0 @)}).
Dabei wurde gesetzt :
3,3) o(d),= L. C,o*(a) + Iidu*
und w*(d) bedeutet das invariante Differential des Einheitsvek-
tors I, also:

; . i
(3, 4) o' (d) — DI =D (—m) .
Da also die verwendeten GroBen in beiden Geometrien formal
tibereinstimmen, erhdlt man vom formalen Standpunkte aus -auch
dieselben Torsions- und Kriimmungstensoren!?),

Wie in Finslerschen Rdumen folgt aus (3, 1), daB-auch der
" Minkowskische Raum nur einen Torsionstensor besitzt und zwar:
3, 95 Au=LCy. _

Wegen der Koordinateninvarianz der ausgefiihrten Operationen
konnen wir statt krummliniger Koordinaten auch die kartesischen
Koordinaten des §. ! verwenden und auf diese die Cartansche
Symbolik anwenden. Da in den kartesischen Koordinaten die I7;
verschwinden, zeigt sich, daB von den dlfei Krummungstensoren,
T 11) E. Carrax (1), Kap. VIL

12) Wir verweisen hier so wie fiir den ganzen §. 3. auf E CARTAN (2), .

" Kap. X!l Die dort verwendete Bezeichnung der Kmmmungstensoren wurde
von uns iibernommen. . .

BT
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die durch (3,2) bestimmt werden, nur ein einziger von Null ver-
" schieden ist. Derselbe hat die Gestalt

@3, 6) : Sijm= L2 (u, i) (C.'mhc — Cini C W

P.;., und R;;,, sind Nulltensoren!!). Bei Beniitzung von kartesi-
schen Koordinaten kann man weiter feststellen,. daB auch der
Tensor Ci.,,, mit dessen Hilfe sich P, gewinnen l4Bt, ver-
schwindet!8).

Umgekehrt 1aBt sxch nun zelgen daB das Verschwmden von
R;;i, und Cyy, die Minkowskischen Riume unter den Finslerschen
auszeichnet. Diese Charakterisierung findet sich-.ohne Beweisangabe
bei E. CArRTAN'!). Der Beweis kann etwa so gefiihrt werden: Wir
halten in g,(u, ir) i fest — betrachten diese GroBen im wesent-
lichen als Parameter —- und leiten dann aus diesen nunmehr nur
von u' abhingenden Tensor den vierfachen kovarianten Riemann—
Christoffelschen Kriimmungstensor her. Aus dem Verschwinden
von R, und C;;;, kann man auf Grund einer Rechnung schiieBen,
daB auch der Riemann—Christoffelsche Kriimmungstensor ver-
schwindet. Dies bedeutet, wie aus der Theorie der Riemannschen
Riume bekannt ist!4), daB man die quadratische Form

3,7 ds*=g,(u, iydu'du*
durch eine Koordinatentransformation auf eine Gestalt bringen

kann, in der die Koelffizienten Konstante sind, die in unserem
Falle aber natiirlich von den Parametern & abhdngen. Ist also

3,8 v=uwx, xt...,x") (i=12...,n
diese Transformation; so erhdlt man fiir das Bogenelement
3,9)  ds?=g, (x)dx .dx“.

Da die g.(X) nur von den X' abhidngen, folgt aus (2, 2), daB auch .
L{x, x) nur von den x abhangt also die Form (1, 1) hat, w.z. b. w.
Die Koordmate_n x, x% ..., x* sind dann die in §. 1 verwendeten
kartesischen Koordinaten. . - o

_ 13) Vgl. E. Cartax (2), S. 12. Die dort angegebene Formel XiV ange-
wendet auf C;;; gibt : : :

() Cirtm = ——t - =2 = Cot1 i~ CiarTim = Cit I .

ax ax' . ax"
Die linke Seite von (a) verschwindet, da Ci;; xi nicht enthdlt und I, und

daher auch Null sind.

“9x™ ‘
1) F, CAR'IAI\ (1), Kap. 2, insbes. S. 49—59.
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