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Uber. konvexe Kurven und einschlieBende
Kreisringe,

Von GyurA (JuLius) v. Sz. NAGY in Kolozsvir.

Als Kreisring wird die abgeschlossene Punktmenge zwischen
zwei konzentrischen Kreisen bezeichnet. Derjenige Kreisring mit
minimaler Breite (mit minimaler Halbmesserdifferenz), der eine
konvexe Kurve C enthilt, heit Minimalkreisring, wenn sein innerer
Kreis innerhalb C liegt. Ein Kreisring, der C enthdlt und den.
kleinsten Fldcheninhalt besitzt, soll als kleinster Kreisring von C
bezeichnet werden, wenn der innere Kreis des Kreisringes inner-
halb C liegt. .

T. BoNNESEN und N. KRITIKOS') haben gezeigt, daB der
Minimalkreisring einer konvexen Kurve C durch die Kurve ein-
deutig bestimmt wird.

Wir. beweisen den folgenden Satz: ,

Eine konvexe Kurve hat im allgemeinen nur einen kleinsten
Kreisring. Hat die konvexe Kurve C mehrere kleinste Kreisringe,
so enthdlt sie eine Strecke, deren Endpunkte fiir C Ecken sind.

Eine konvexe Kurve mit diesen Eigenschaften mu8 aber nicht
immer mehrere kleinste Kreisringe haben. Zum Rand des gleich--
seitigen Dreieckes gehort z. B. nur ein kleinster Kreisring.

1. Die Existenz mindestens eines kleinsten Kreisringes einer’
konvexen Kurve C erkennt man so: '

1) Vgl. T. Bonnesex, Uber das isoperimetrische Defizit ebener Figuren,
Math. Annalen, 91 (1924), S. 252—268; N. Kririkos, Uber konvexe. Flichen
und einschlieBende Kugeln, Math. Annalen, 96 (1927), S. 583—586; T. BONNESEN
und W. FencaeL, Theorie der konvexen Kdorper (Berlin, 1934), S. 54—-55. Diese
Arbeiten werden einfach unter BoNNESEN, KRITIKOS bzw. Bouﬁnsnn—ﬁsucnnn
angefiihrt. ' :
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Es sei B der von C begrenzte abgeschlossene konvexe Be-
reich. Ist M ein Punkt von B, so gibt es einen kleinsten Kreis
K(M) mit dem Mittelpunkt M und einem Halbmesser R(M), der
B enthilt, und einen groBten Kreis k(M) mit demselben Mittel-
“punkt und vom Halbmesser r(M), der in B enthalten ist. Liegt
M auf C, so reduziert sich k(M) auf einen Punkt.

Der von K(M) und k(M) begrenzte Kreisring hat den Inhalt
aF(M)=n[R*(M)—r*(M)].- Hier ist F(M) in B eine nichtnega-
tive, stetige Funktion von M. Nach einem Satz von WEIERSTRASZ
erreicht die Funktion F(M) in B ihr Minimum, das offenbar dann
und nur dann gleich Null ist, wenn C ein Kreis ist. ‘

Es ist klar, daB sowohl K(M), wie k(M) mit C mindestens
‘einen Punkt gemeinsam haben.

2. Zum Beweis des ausgesprochenen Satzes benbtlgen wir
den folgenden

Hilfssatz. Wir bezeichnen mit k, einen Kreis mit dem
Mittelpunkt M; und dem Halbmesser r,(i=1,2 und M,+M,), mit
H die konvexe Hiille von k, undk,, und mit Q einen auferhalb H
liegenden Punkt der Potenzlinie von k, und k,. In H gibt es dann
und nur dann keinen solchen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der
. Strecke M, M, liegt und dessen Potenz beziiglich Q kleiner ist, als
diejenige von k, und k,, wenn einer der Kreise k, und k, den an-
deren von innen beriihrt.

Wir nehmen an, daB der Halbmesser r, von k, nicht gréBer
ist, als jener von k,. Wir bezeichnen mit S den Schnittpunkt der
Potenziinie von &, und k, mit der Geraden M, M,.

‘Ist S ein innerer Punkt der Strecke M,M,, so liegt der Kreis
k mit dem Mittelpunkt S und vom ‘Halbmesser r, offenbar in H
und hat in bezug ai auf den Punkt Q eine klemere Potenz als k,,
weil QS%—r2< QM2 —r? ist. :

Ist S ein innerer Punkt von H, aber kein innerer Punkt der
Strecke ‘M, M,, so schneiden sich die Kreise k, und k, in zwei
Punkten A und B. Derjenige Kreis ¥ durch die Punkte A und B,
dessen Mittelpunkt M ein innerer Punkt der Strecke M, M, ist,
hat keinen Punkt auBerhalb von &, und k,. Die konvexe Hiille
von k, und k, enthdit einen zu &’ konzentrischen grofieren Kreis £,
weil A und B innere Punkte von H sind. Bezeichnet r’ bzw. r
den Halbmesser von ¥’ bzw. k, so ist die Potenz von Q beztiglich
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k, k' bzw. k,
OM:—r2, OM®*—r® bzw. QMZ—rL.
Daraus folgt die Ungleichung
QM*—r < QM*—r'*=QM; —r},
weil r>r ist und weil Q auf der Potenzhme AB der Kreise ¥
- und k; liegt.

Liegt S auBerhalb von H, so stimmt H mit k, @berein. Be-
zeichnet S, den Schnittpunkt von k, mit der Strecke SM, und &
denjenigen Kreis vom Halbmesser r,, der den Kreis &, in S, von
innen berithrt, dann ist die Potenz von: Q beztiglich k kleiner als
jene beziiglich k,, weil QM < QM, ist, wo M den Mittelpunkt
von k bedeutet.

Es bleibt nur der Fali ubng, in dem S auf den Rand von
H fallt. Dann beriihrt &, den Kreis &, in S von innen. Der Punkt
Q liegt dann auf der Tangente von k, in S. Die Potenz von Q
in bezug auf k&, und &, ist gleich QSZ% Ist nun M ein beliebiger
Punkt der Strecke M,M, und ist k ein in k, liegender Kreis mit
dem Mittelpunkt M und vom Halbmesser r, so hat Q beziiglich &
die Potenz

Q_Mz—r“g Q_M2—§TW2= 6_82-
Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen.
3. Wir nehmen nun an, daB die konvexe Kurve C mehrere
~ kleinste Kreisringe hat und M, und M, die Mittelpunkte von zwei
solchen- Kreisringen sind.

Der konvexe Bereich B enthilt die Krelse k(M,) und k(M)
und ihre konvexe Hiille H. Die Kreise K(M,) und K(M,) enthal-
ten B und haben mindestens je einen Punkt mit C gemeinsam.
Daraus folgt, daf K(M,) und K(M,) einander schneiden, oder der
eine Kreis den anderen von innen beriihrt.

Schneiden K(M,) und K(M,) einander in Q und Q’, so enthilt
ihr gemeinsames Kreiszweieck den Bereich B und damit auch H.
Der Punkt Q liegt auf der Potenzlinie von A(M,) und k(M,), da

F(M,\)=R*(M,)—r*(M,) = F(M;) = R*(M,) — *(M,),

R(M,)=QM, und R(M;) =QM,.

Beriihrt nun keiner der Kreise k(M) und k(M,) den anderen
von innen, so gibt es nach dem Hilfssatz in H einen Kreis £,
dessen Mittelpunkt M auf der Strecke M, M, liegt und -dessen Potenz



Konvexe Kurven und einscﬁlieﬁénde 'Kreisringe. 177

bezﬁghch Q Kleiner ist als die Potenz von k(M,) bezughch Q. Der
Kreis' K, der durch Q geht und den Mittelpunkt M hat, enthalt
offenbar das gemeinsame Kreiszweieck von K(M,) und K(M,).

Der von. K und k begrenzte Kreisring enthdlt also die Kurve C. .
Sein Inhalt ist offenbar -das z-fache der Potenz von Q in bezug

auf k. Er ist also kleiner als der Inhalt des kleinsten Kreisringes
von C vom Mittelpunkt M, oder M,.. , }

-Aus diesem Widerspruch folgt, dab einer der Kreise k(M,)
und k(MQ) den anderen von innen berfihrt. Wir nehmen an, daB’
k(M,) den Kreis k(M,) in A von innen beriihrt. -

k(M,) hat mindestens einen Punkt mit C gemeinsam. Daraus' ,
folgt, daB. A auf C liegt, weil jeder andere Punkt von k(M,) im
Innern von k(M,) und deshalb auch im Innern von B liegt. -~

. Die Tangente von k(M,) in A ist eine Stiitzgerade von C
und zugleich die Potenzlinie von k(M,) und k(M,). Bezeichnen
wir mit S(M,) bzw. S(M,) den Kreisabschnitt, der von der Gera-. -
den QQ’ aus K(M,) bzw. K(M,) abgeschnitten wird und B ent-
hilt, so liegt S(M,) offenbar in S(M;). = ;

 K(M,) hat mit' S(M,) nur die Punkte Q und Q und mit C
mindestens einen Punkt gemeinsam. Daraus folgt, dag C mlndestens
einen der Punkte Q und Q' enthilt.

Liegt nur Q auf C, so enthdlt der Rand von: K(M,) kemenv
‘anderen Punkt von C und B. Es gibt also auf der Strecke ‘QM,
einen zu M, geniigend nahe liegenden Punkt M’, so daB B auch
in dem durch Q gehenden Kreise K’ vom Mittelpunkt M’ enthalten
ist. Bezeichnet & den Abstand M, M’, so liegt der Kreis X’ mit dem
Mittelpunkt. M’ und Halbmesser r(M,)—¢ in k(M,) und somit auch
in B. Der von K’ und K’ begrenzte Kreisring énth&lt aiso C und hat
den Inhait ={[R(M,)— &> —[r(M,)—&]*} = n[R*(M,) —r*(M,)] —
—2ne[R(M,)—r(M,)]. Er hat also einen kleineren Inhalt, als der
kleinste Kreisring von C mit dem Mittelpunkt M,.

Aus diesem Widerspruch folgt, dal auch Q' au,f C liegt.

Die Gerade QQ. ist eine Stiitzgerade von C, die Strecke QQ’
_ gehort also zu C. Die Punkte Q und @ sind Ecken von C, weil
die Stiitzgeraden von S(M;) in .Q und Q auch C stiitzen,

Fiir den Beweis des ausgesprochenen. Satzes bleibt nur der
Fall zu erledigen, in dem K(M,) von K(M,) in Q berithrt wird.
Q liegt auf der Geraden MM, und hat beztiglich k(M,) und ‘
k(M,) dieselbe Potenz, weil die Kkleinsten Kreisringe von C mit
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den Mittelpunkten M, und M, gleichen Inhalt besitzen. Daraus
folgt, daB Q mit dem Berlthrungspunkte A von k(M,) und k(M,)
zusammenfilit. A

Dies ist aber unmdoglich, weil die konzentrischen Kreise K'(M,)
und k(M,) einander nicht bertihren kdnnen.

. Damit ist der ausgesprochene Satz vollstdndig bewiesen.

4. Ist M ein beliebiger Punkt der Strecke M;M,, so ist
R(M)=QM und r(M)=AM, weil K(M) offenbar durch Q geht
und k(M) die Gerade QQ’ beriihrt. Die Kreise k(M,), k(M,) und
k(M) gehren zu einem Kreisbiischel, sie haben also in bezug
auf Q gleiche Potenz. Daraus folgt, da6 K(M) und k(M) einen
kleinsten Kreisring begrenzen.

Sind also M, und M, die duBersten Punkte der Geraden
M, M,, die fiir C Mittelpunkte kleinster Kreisringe sind, so ist jeder
Punkt der Strecke M, M, der Mittelpunkt eines kleinsten Kreis-
ringes von C.

Es gibt keinen kleinsten Kreisring von C, dessen Mittelpunkt
auBerhaib der Strecke M, M, liegt.

Ist nimlich M, der Mittelpunkt eines kleinsten Krexsrmges
von C, so miissen die Kreise k(M,) und k(M,) von k(M;) im
.Punkte A beriihrt werden. Diese drei Kreise miissen auf derselben
- Seite der gemeinsamen Tangente QQ’ liegen. Im entgegengesetzten
Falle gibe es nimlich ‘unter k(M,), k(M,) und k(M;) ein Paar,
von dem kein Kreis den anderen von innen beriihrt.

Daraus folgt der Satz:

Gehoren mehrere kleinste Kreisringe 2u einer konvexen Kurve
C, so erfiillen ihre Mittelpunkte eine Strecke. Die duperen Kreise
der kleinsten Kreisringe von C haben eine gemeinsame Sehne s,
die zu C gehort. Die inneren Kreise beriihren die Kurve im Mittel-
punkte von s.

5. Man kann leicht konvexe Kurven angeben, zu denen
mehrere kleinste Kreisringe gehoren. _

Ist C die Begrenzung eines Kreisabschnittes S von einem
Kreise K, so erfiillen die Mittelpunkte der kleinsten Kreisringe von C
eine Strecke m der Mittellinie von S. Die Mittellinie von S be-
deutet hier die Verbindungsstrecke der Halbierungspunkte des
Kreisbogens und der Grundlinie von S. Ist S nicht kleiner als die
Halfte der Kreisfliche K, so  ist m die Verbindungsstrecke des
Mittelpunktes .von K und des Halbierungspunktes der Mittellinie
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von S. Ist S kleiner als die Hilfte der Kreisfliche K, so liegen
die Endpunkte vom m in den Halbierungspunkten der Grundlinie
und der Mitteilinie von S. )

“Ist C die Begrenzung eines gleichschenkligen Dreiecks, so
~ liegen die Mittelpunkte der kleinsten Kreisringe — der Symmetrie
wegen. — auf der Hohe des Dreiecks. Ist ‘die Grundlinie des
. Dreiecks groBer als seine Schenkel, so erftillen -die - Mittelpunkte
der kleinsten Kreisringe von C die Verbindungsstrecke der Mittel- -
punkte des Htllkreises (Pferchkreises) und des Inkreises des
Dreiecks. Im entgegengesetztern Falle hat das gleichschenklige
Dreleck nur einen Kkleinsten Kreisring.

" 6. Der Mittelpunkt eines kleinsten Kreisringes der konvexen
Kurve C kann nur dann auf C fallen, wenn mehrere kleinste Kreis-
ringe zu C gehdren,

Liegt ndmlich der Mittelpunkt M, eines kieinsten Krensrmges
auf C, so fillt er mit dem Mittelpunkte M* des Hillkreises von C
zusammen. Der entgegengesetzte Fall  fiihrt namhch zZu einem
Widerspruch, - da :

(1) Min F(M)=R*(M,)—r* (Mo)—~R2(Mo)> }
> Min R¥(M) = RE(M*) = R*(M*)— r*(M*) = F(M").

Daraus folgt, daB K(M,) der Hiillkreis von C ist.” Die Stiitz-
gerade von C in M, enthilt einen Durchmesser QQ’ von ‘K(M,).
Die Strecke QQ’ gehort zu C. Im entgegengesetzten Falle wire
nimlich der kleinste Bogen des Hiillkreises K(M,), der jeden
gemeinsamen Punkt mit C enthait, kleiner' als ein Halbkreis
von K(M,).?)

Ist M, ein auf der Mlttelgeraden des Punktpaares QQ zu
M, geniigend nahe liegender Punkt von B, so ist offenbar

@  F(M)=R*(Mo) = R*(M)—r (M) —F(M,).
Damit ist unsere Behauptung bewiesen?). ‘

'2) BONNESEN—FENCHEL, S. 54.

. 3) Der entsprecheénde Satz fiir einen - Mmimalkrelsrmg lautet folgender-
maBen

Ein Punkt der konvexen . Kurve C ist kem Mdlelpunkt des Mlmmal-
kreisringes.

- Dieser Satz lziBt sich ebenso bewelsen, wie der oblge Satz’ ﬁlr kleinste

Kreisringe. :

Der Beweis fuhrt hier statt (I) wegen
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7. Sind M, und M, die Mittelpunkte von zwei kleinsten Kreis-.
ringen von C, so erhdlt man aus F(M,) = F(M,) die Gleichung
R¥(M,) —R*(M,) = r*(My) —r*(M,).

Ist also r(M,) < r(M,), so ist auch R(Ml) <R(M9)

Aus der Indentitdt
, " [R(M)—r(M)]. [R(M)+r(M)]—F(M)
folgt ‘also, daB die Breite desjenigen kleinsten Kreisringes moglichst
klein ist, der den grbBten inneren (und zugleich AuBeren) Krexs
besitzt. ,

Unter den kleinsten Krelsrmgen "gibt es nur einen, dessen
Breite moglichst klein ist, weil dié inneren Kreise der kleinsten
Kreisringe eine Gerade in einem Punkte beriihren und auf der-
selben Seite dieser Geraden liegen. (Der innere Kreis als Punkt-
“kreis kann auch auf diese Gerade fallen.) ' .

8. Nennt man innere bzw. dupere Stiitzpunkte von C die
gemeinsamen Punkte von C mit dem inneren bzw. duBeren Kreise
des kleinsten Kreisringes von minimaler Breite, so besteht der Satz:.

Es gibt auf C keinen Bogen, der Jeden duﬁeren Stiitzpunkt
und keinen inneren enthdlt. ‘

.. Aus einem Beweis in 3 (S. 177, fiinfter Absatz) folgt, daB
es auf C mindestens zwei duBere Stitzpunkte gibt.

. Fiir-den Beweis nehmen wir an, daB C von den duBeren
~ Stiitzpunkten P und P’ in solche zwei Bogen C; und C, geteilt
‘wird, von denen C, keinen inneren und C, keinen 4uBeren Stiitzpunkt
enthilt. Bezeichnet M, den Mittelpunkt des kleinsten Kreisringes -
von minimaler Breite, so teilen P und P’ den Kreis K(M,) in
zwei Bogen I, und I, von denen I, im Innern keinen (duBeren
und inneren) Stiitzpunkt von C enthilt. Die .Zentralprojektion
"y, bzw. y, des Kreisbogens I, bzw. I, von M, aus auf k(M,)
'enthalt kemen mneren Stﬁtzpunkt bzw. jeden. inneren Stitzpunkt
von C. =~

Mlﬂ[R(M)-—r(M)] = R(M,) > Mm R(M)= R(M‘) =2 R(M')-—f(M'
0 einem Widerspruch.
Statt (2) hat man jetzt die Ungleichung
. . R(Mg)—r(Mo) = R(Mg) > R(M))—r(M,),
weil R(My), R(M,) und r(M,) die Seiten des Dreiecks MyM, Q sind. .
‘Beim Beweis haben wir hier die Heranziehung unendlich kleiner GréB8en
von hoherer Ordnung vermieden, die beim Bewels von KriTikos (S. 584) eine
wesentliche Rolle spielen.
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I, und ein beliebiger innerer- Stﬁtzpunkt kdnnen nicht auf
derselben Seite der Geraden PP’ liegen. Sonst fiele y, in das
offenbar. zu B gehorige Dreieck M,PP’. Dann konnte aber 7, und
damit k(M,) keinen Stiitzpunkt von C enthaiten. '

Bezeichnet T bzw. 7* den Beruhrungspunkt der von P bzw :
P’ an y, gehenden Tangente, 8o liegen die inneren Stutzpunkte- :
~ von C auf dem zwischen T und 7~ liegenden  abgeschlossenen -
Teilbogen d, von y,. Die inneren Punkte der beiden anderen Teil-
bogen von 7, liegen. namlich im Innern der konvexen Hiulle des
Punktpaares PP’ und des Krelses k(Mo) und deshalb auch im .-
Innern von B. . :

Der Punkt T ist also nur dann ein Stﬁtzpunkt wenn die
Strecke PT ein Teil von C ist. '

Fallen T und 7’ zusammen, 50 gehort .die Strecke PP’ der
Kurve C an. Dann berhhrt,k(Mo) die Strecke PP’ in T und hat
mit C keinen anderen Punkt gemeinsam. Offenbar gibt es: einen
zu Mo ‘hinreichend nahe liegenden Punkt M,, so daB k(M,) in B
liegt, den’ Kreis. k(M,) enthilt und in T beriihrt. Nach 4 begrenzen -
K(M,) und k(M,) einen kleinsten Kreisring, der-nach 7 eine klei-
.nere Breite hat, als der kleinste Kreisring von minimaler Breite
(mit dem- Mlttelpunkt Mo) Aus diesem Widerspruch folgt- die
RlChtlgkelt des obigen Satzes, falls T und. 7’ zusammenfallen.
_ Ist T kein Stutzpunkt so 4Bt sich -P durch einen hinreichend -

nahe Ilegenden Punkt- P, von T}, so ersetzen, dab der Beriihrungs-

- punkt 7, auf der von P, an 4, gehenden Tangente kein Stiitz-

~ punkt ist und daB es auf d, zwischen T und T, keinen St(ltzpunkt
- gibt.- Ist T ein’ Stiitzpunkt, so fillt P, bzw. T, mit P bzw. T zu-
'sammen. Auf dhnliche - Weise verfdhrt man, falls T' kem Stutz--‘ ’
‘punkt ist. -
Nimmt man die Punkte Pl, P{, T, und T’ auf dlese ‘Weise
an, soenthdlt B den zwischen T und T’ fallenden Teilbogen-
- 6 von 6, und- je eine Teilstrecke von P, T, und P/T;. Der Kreis. '
- k(M,) hat -mit C auBerhalb von d; keinen gemeinsamen:: Punkt. -
o P, (oder P;) ist entweder kein Punkt von C oder eine Ecke
- von C. Daraus folgt, -daB man durch P, und P; einen zu K(M,)
hinreichend nahen groBeren Kreis K, mit dem. Mittelpunkte M,
~fiihren kann, der B enthilt. Offenbar kann man M, auch so wihlen,
- - daB. derjemge Kreis k, mit dem Mlttelpunkte M,, der die Geraden _
P, T1 und P'Tl m den Punkten P2 und Py berﬂhrt im Bereich B



182 ‘ ) , Gy. v. Sz. Nagy

liegt. Der von K, und k, begrenzte Kreisring enthdlt C und hat
nach 3 den Inhalt =P, 72. Dieser Inhalt ist also kleiner, als der
Inhalt nP, 77 des kleinsten Kreisringes mit dem Mittelpunkt M,.

Aus diesem Widerspruch folgt der obige Satz?):

9. Der Zusammenhang zwischen dem Minimalkreisring und
den kleinsten Kreisringen von C wird durch den folgenden Satz
beleuchtet :

Hat eine konvexe Kurve C nur einen klemsten Krezsrmg, s0
ist er ihr Minimalkreisring. Hat aber C mehrere kleinste Kreisringe,
so stimmt ihr Minimalkreisring mit demjenigen kleinsten Kreisring
iiberein, dessen innerer Kreis am griften ist.

Dieser Satz folgt aus dem folgenden Satze von T. BONNESEN

‘und N. KRITIKOS?) :

Liegt die konvexe Kurve C in dem von den konzentrischen
Kreisen K und k begrenzten Kreisring vom Mittelpunkt M und
lassen sich die gemeinsamen Punkte der Kurven C und K von
den Zentralprojektionen der. gemeinsamen Punkte von C und k
auf K von M aus durch keine Gerade der Ebene trennen, so ist
der-Kreisring von K und k eindeutig bestimmt. Er fallt mit dem
Minimalkreisring von C zusammen.

Aus dem Satze fiir die Lage der Stiitzpunkte von C mit dem
kleinsten Krelsrmge von minimaler Breite folgt einfach, daB dieser

4) Dieser Satz gilt ohne Weiteres auch fiir die Lage der Stutzpunkte
von C mit den zwei Kreisen des Minimalkreisringes. i

Gilt namlich der Satz fiir den Minimalkreisring nicht, so wird C von
zwei Punkten P, und P/ in solche Bogen C; und C, geteilt, von denen C,
keinen inneren und C; keinen 4uBeren Stiitzpunkt von C enthilt. Wir bezeichnen
mit M, den Mittelpunkt des Minimalkreisringes, mit Iy und Iy bzw. y, und y,

"die Zentralprojektionen von C; und C, von M, aus auf K(M,) bzw. k(My),

mit P bzw. p die Projektion von P, auf K(M,) bzw. k(M,) in derselben
Zentralprojektion und mit D-den Halbierungspunkt von I,

Ist nun M, ein zu M, geniigend nahe liegender Punkt der Strecke
My D, so hat man offenbar R(M,) <PM, und r(M;)=pM,. Dies ﬂihrt aber

zum Widerspruch

Min [R(M)—r(M)] = R(Mo) —7(Mo) = Pp > P, —IJM1 2 R(My) —r(My),

. Aus diesem Widerspruch folgt der Satz fiir den Minimalkreisring von C.

Dieser Satz und ein entsprechender von Kritikos (S. 584) lassen sich
aus einander ableiten. Beim Beweis verwendet aber KriTikos unendlich kleine
GrdBen hoherer Ordnung.

5) KriTiros, S. 586.



Konvexe Kurven und einschlieBende Kreisringe. 183

Kreisring die voranstehenden Eigenschaften des Kreisringes von
K und k besitzt und deshalb mit dem Minimalkreisring von C
dibereinstimmt.

10. Die fiir konvexe Kurven erhaltenen Resultate lassén sich
auch auf konvexe Fiichen veraligemeinern.

Als Kugelschale wird die abgeschlossene Menge zwischen
zwei konzenirischen Kugeloberflachen bezeichnet. Eine Kugelschale,
dre eine konvexe Flache F enthdlt und fir welche die Differenz
der Flacheninhalte ihrer zwei Kugeln bzw. die Differenz der Halb-
messer ihrer zwei Kugeln am kleinsten ist, soll als Kugelschale
von kleinster Flichenabweichung bzw. als Minimalkugelschale be-
zeichnet werden, wenn die innere Kugel innerhalb der Fliche F
liegtf).

Die Existenz wemgstens einer Kugelschale von kleinster
Flachenabweichung zu einer konvexen Fliche erkennt man ebenso,
wie die Existenz eines kleinsten Kreisringes zu emer konvexen
Kurve.

Auf Grund des Obigen kann- man ohne grﬁﬁere Schwierig-
keit den folgenden Satz beweisen :

-Hat eine konvexe Fliche F mehrere Kugelsdzalen von kleinster
" Fldchenabweichung, so beriihren sich die inneren Kugeln dieser

Kugelschalen in einem Punkte M von F. Die duperen Kugeln gehen
durch einen Kreis K vom Mittelpunkt M, der in der zu M gehd-
rigen Stiitzebene von F legt. In dieser Stiifzebene enthdlt F ept-
weder einen Durchmesser von K, oder einen konvexen Bercich mit
~dem Hiillkreise K. Die Minimalkugelschale ist von kleinster Fldchen-
abweichung. Hat F .mehrere Kugelschalen von kleinster Flichen-
abweichung, so stimmt die Minimalkugelschale von F mit derjenigen
Kugelsdzale von kleinster Flichenabweichung iiberein, deren innree
Kugel am groften ist).

Ist F die Begrenzung eines Kugelabschmttes dessen Grund-

t) BoxNESEN—FENCHEL, S. 54,

7) Ich mochte hier bemerken, daB einige Beweise fiir Minimalkugel-
schalen bei Krrrixos sich vereinfachen lassen.

Der Beweisgang in der FuBnote 3) fiihrt auch zum Satz: Ein Punkt
von F ist kein Mittelpunkt der Minimalkugelschale,

" Nennt man innere bzw. duBere Stiitzpunkte der konvexen Fliche F ihre
gemeinsamen Punkte mit der inneren bzw. duBieren Kugeloberfliche der
Minimalkugelschale, so gilt der Satz von Krrrigos:

Projiziert man vom Mittelpunkt M, der Minimalkugelschale von F aus



- 184 va. v. Sz, Négy : Kohv.exe._Kurven und einschleiBende Kreisringe.

"kreis K den Mittelpunkt M hat, so hat F-offenbar mehrere Kugel-
‘schalen von kleinster Fldchenabweichung. Die inneren Kugelober-
" flachen beriihren sich in M, die ZuBeren gehen durch K. '

Ist K der Durchschmttskt)rper eines Drehzylinders 'Z und
-einer Kugel S vom " gleichen Durchmesser, deren Mittelpunkt M
auf dem Mantel von Z liegt, so ist die Begrenzung von K eine B
- konvexe Flidche F; die offenbar mehrere Kugelschalen von kleinster
Flichenabweichung besitzt. Die inneren Kugeln dieser Kugelschalen
“bertthren den Zylindermantel in M, die &uBeren Kugeln gehen.
durch’den Hauptkrels von S, der in der zu M gehorigen Bertihrungs--

: '_ ebene des Zylindermantels liegt. Diese Flache F enthalt nur eme

Strecke ‘einen” Durchmesser von S.

’ '(Eingegange_r'zz am:19. Januar 1942.)

"die. inneren Stiitzpunkte auf dje 4duBere Kugéloberﬂﬁche O(M{)), so sind diese

Prolektlonen durch keine Ebene von den HuBeren Stiitzpunkten getrennt.

Der Beweisgang m der FuBnote 4) 146t sich auch zum Bewexs dieses
Satzes anwenden.

. Besteht ndmlich dieser Satz nicht zurecht, so gibt es eme Ebene g,

' von der O(M,) in zwei Kugelkappen O, und O, geteilt wird, so daB das

Innere von -Oy bzw. O jeden. #dufieren Stiitzpunkt bzw. die Projektion jedes

: mneren Stiitzpunktes enthilt. Wir bezeichnen mit P bzw. p einen Schnittpunkt

“von- O(M,) mit-e bzw. seine Zentralprojektion auf die innere Kugeloberfliche .
" o(Mo) und mit D den von & am weitestens liegenden- Punkt von O,. Dann
" gibt es auf der Strecke M,D offenbar einen zu M, geniigend nahe liegendén
‘Punkt M;, so daB F in der durch P gehenden ‘Kugel S, vom Mittelpunkt M, -
- und auBerhalb der durch -p gehenden Kugel s, von demselben Mittelpunkt liegt. .
' ' Die Differenz der Halbmesser von S; und s, ist aber kleiner, als -
dxelemge von O(MO) und o(M,). Aus diesem Wnderspruch folgt der Satz.
-Dieser Satz' von KriTikos gilt -auch fiir diejenige .Kugelschale von

mmlmaler Flﬁchenabwelchung, die die groBte innere Kugel besitzt. Der Be-

- weis geschieht durch eine entsprechende Abﬂnderung des fiir den kleinsten
Krelsrmg von- mmlmaler Brexte gegebenen Bewelses



