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Uber die Wurzeln der Dirichletschen
L-Funktionen.

Von P. TURAN in Budapest.

Im folgenden sei- k stets eine positive ganze Zahl, ¢(k) die

- Eulersche zahlentheoretische Funktion, x(n) eine beliebige von den

20 k gehtrigen Dirichletschen Charakteren (deren Anzahl bekannt-

lich ¢(k) ist). Die komplexe Verdnderliche sei s=o+it, a ein

_reeller Parameter und a,, a,, . . . Konstanten, welche von s,k und.

-

" a unabhdngig sind. :Die Dirichletschen Funktionen L(s, x) sind
~.bekanntlich dlejemge analytlschen Funktlonen welche fiir ‘o> 1

durch. die Relhe Z x( ). deflmert sind.

Schon DlRlCHLE’I‘ erkannte 1m jahre 1837 den Zusammen-'
hang zwischen den Waurzeln der L-Funktionen und der Anzahl
der Primzahlen der arithmetischen Progression kx-{-l wo (k, ) =1;
der schwerste Hilfssatz seines beriihmten Satzes iiber die- Exnstenz
unendlich viéler Primzahlen der Progression war ‘eben der Nach-
weis, da L(1, %) %0 fiir. jedes x und k. Der Dirichletsche Satz -
wurde sechzig Jahre spiter von DE LA VALLEE—PoUSSIN in eine
asymptotische Formel fiir- die Primzahlen der Progression kx4 !
verfeinert; dazu benotigte er aber die schirfere Tatsache, daB
L(s,x)+0 auf der ‘ganzen Gerade =1 gilt. Diese Tatsache
konnen auch die neueren Methoden von LANDAU und N. WIENER
nicht entbehren. Wenn man zu der asymptotischen Primzahiformel
auch ein Restghed zufﬁgen will, -muf man’ auch die komplexen-

‘Nullstellen der L-Funktionen im ,,kntlschen Streifen 0<o< 1

betrachten. Bekanntlich: hat hier jede der L-Funktionen unendlich
viele Wurzeln es 1st sehr wahrschemhch daB alle diese auf der
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Geraden 0_7 liegen?). Dies ist nicht einmal fiir den einfachsten

Fidll bewiesen, wenn x=1yx,, der Hauptcharakter ist; in diesem
Falle reduziert sich die Frage nach der Formel

o tew=te T 1-5),

(wo £(s) die Riemannsche. Funktion bedeutet) auf die klassische
Riemannsche Vermutuhg £(s)=0- fiir o> —;—- Das Wéitgehendste _ '
Resultat in dieser Richtung verdanken wir TlTCHMARSHé), nach
welchem ein a, existiert so, daﬁ im Gebiete = 1—aq, log"081 (t]4+2) .
L(s)+0 gilt.

- - Die meisten Ergebnisse der Theorie der L- Funkhonen be- .
ziehen sich. bei festem k auf |f]->oco. Die Klassenanzahl der
definiten. bindren quadratischen Formen mit der Discriminante —&,
die obere Abschdtzung der kleinsten Primzahl der Progression
kx -1 fihrten zu der Frage, wie sich die L-Funktionen im Gebiete
%gagl, [(|=5 fiir k~oco benehmen. Aus den vielen schdnen
Unfersuchungen in dieser Richtung heben wir nur die folgenden
hervor. Ein Satz von LITTLEWOOD?) wirft Licht auf die wichtige
Frage, ob die L-Funktionen fiir 0>—;- reelle Wurzeln besitzeri
oder nicht; er besagt, daB jede L- Funktlon mod k wenigstens eine

Wurzel im Gebiete 0= — 2 , |t I—Ioglog Sak besitzt. Aus einem

Satz von SIEGELY) — wie WALFISz®) bemerkte — folgt, daB es
eine, nur von & abhingige Konstante A(e) gibt so, daB keine der
zu k gehongen L- Funktlonen auf der Strecke 1=o=1—A(e)k°

- 1) Explizit ausgesprochen bei A. Piure, Habilitationsschrift, 1884. Slehe
auch Harpy and LrrrLEwoob, Some Problems of Partitio Numerorum il,
Acta Math,, 44 (1922), p.. 1—T0.

- 3 E. C. Trrcamarsy, On {(s) and #(x), Quar!erly Journal of Math.,
Oxford Series, 9 (1938), p. 97— 108.
%) J. E. LirTLEWOOD, Researches in the theory of the Riemann ;functlon
Proceedings London -Math. Society, (2) 20 (1922), Records, p. XXI1—XXVIIL
4) C. L. SieceL, Uber die Classenzah! quadratisc‘herbZahlkérper, Acta
. Arithmetica, 1 (1936), p. 83 86. :
%) A. Warrisz, Zur addmven Zahlentheorie 1I, Math. Zeitschrift, 40
(1936), p. 592—-607 . )
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reelle Wurzeln besitzt. In Verschirfung eines . Gronwallschen®)
"Resultats bewies A. PAGE?) schon frither, daB es ein a, gibt so,
daB auf der Strecke 1=o=1—a,log-'k hochstens eine der
L-Funktionen mod k verschwinden kann. Diese gehdrt dann zu
einem reellen Charakter und besitzt hier. eine einzige einfache
Wurzel. Die von PAGE benliitzte Methode stammt von LANDAUS);
er und anschlieBend TITCHMARCH®) bewiesen, daB fiir ein geeig-
netes a; im Gebiete 0= 1—aglogk, |{|<5 keine der zu komp-
lexen Charakteren gehorigen L-Funktionen verschwindet, ferner,
daB die zu reellen Charakteren gehorigen L-Funktionen hier nur
.auf der reellen Achse verschwinden konnen. Aber es ist bisher
— abgesehen von L(s %) — fiir keine einzige L-Funktion mod k

bekannt, daB sie im Rechtecke 0> 5 ! , [t|=5 (oder auch nur in

einem Rechtecke 0= 1—a,, |t]<5) mcht verschwindet. (Was L(s, x,)
- betrifft, sie besitzt nach (1) iberhaupt fiir >0, |t}=<14 keine
Waurzeln, da die Wurzel von Z(s) mit dem Kkleinsten positiven

imaginaren Teil bekanntlicht®) —;——i—i. 14,13 ... ist)

Im folgenden beweise ich, daB sol.éhe L-Funktionen mod &
. wirklich existieren und sogar die Anzahl derfenigen L-Funktionen

5

>
mod &, weldte im Gebiete 6= + oglogk
eine Wurzel haben, durch die Gesamtanzahl der L-Funktionen mod k
d. h. durch ¢ (k). dividiert, gegen O strebt. Also ist die veralige-
- meinerte Riemannsche Vermutung ,im Wesentlichen“ fiir - [¢|<5
fir ,fast alle L-Funktionen mod k wahr. Sitze I und II werden
noch schirfere Abschdtzungen fiir die Anzahl derjenigen L-Funk-
tionen mod k ergeben, welche im Gebiete 6= ¢, |} <5 wenigstens
eine Wurzel besitzen. und - sogar fiir die Gesamtanzahl der hier

[t|<5 wenigstens

8) H. GroNwaLL, Sur les séries de Dirichlet correspondant 4 des ca-
ractéres complexes, Rendiconti Palermo, 35 (1913), p. 145-159. :

7) A. Page, On the number of primes in an arithmetic progression,
Proceedings London Math. Society, (2) 39 (1935), p. 116 —141.

8) E. Lanpau, Uber das Nichtverschwinden der Dirichletschen Reihen,
welche komplexen Charakteren entsprechen, Math. Annalen, 70 (1911), p. 69—78.

%) E. C. TircamMarcH, On a divisor problem, Rendiconti Palermo, 54
(1930), p. 414—-429.

10) Siehe z. B. E. C. TitcumarsH, .The zefa-function of Riemann
(Cambridge, 1930), p. 45.
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liegenden Wurzeln aller L-Funktionen mod k; hier bedeutet « eine

beliebige Zahl im Intervalle —- ! +—5——— ’asl————z—-. Diese

Vioglogk ~ ~  logk
Sitze erinnern uns interessanterwelse an einen Satz von CARLSON!!),
welche sich auf die Wurzelverteilung der Riemannschen Z-Funk-
tion fiir |#|- oo bezieht.

"In einem friiheren Aufsatze!?) bewies ich, daBi, wenn wir die
kleinste Primzahl der Progression [, [+ k, [+ 2k, ... mit P(k, [)
bezeichnen, dann - P(k, I) < a,¢(k)™ gilt, vorausgesetzt, daff ein
—%gaﬁ~<1 existiert mit der Eigenschaft, daf keiné-de_er L-Funk-
tionen mod k im Gebiete 6=aq,, |¢|<5 verschwindet. Hier hingt
‘a, natiirlich von @, ab. Neuerdings habe ich die Ungleichung
P(k, 1) < a,p(k)* auf Grund der wesentlich schwicheren Annahme
" bewiesen, dall es ein a, glbt 0, daﬁ keine der L-Funktionen

. modk im Gebxete

@ o= 1—aB08"

verschwindet. Satz 1 gibt Orientierung fiir die Wahrschemhchkelt
dieser Vermutung, da die Anzahl aller Wurzeln aller L-Funktionen
mod k im Gebiete 02—;—, [t}<5 gewil > agp(k)logk und von
diesen nach Satz I im Teilgebiet (2) nur hochstens a,logd*~6k
liegen Auf diese Frage werde ich in einer -anderen Arbent zuriick-
kommen. *

Im folgenden bezeichnen wir mit Nk(a) die Anzahl der;emgen
Waurzeln aller L-Funktionen mod k, welche im Rechtecke 2=0= e,
|t} =5 liegen. Es sei stets k> ¢%. Dann beweisen wir die . folgen— ‘

den zwei Sitze.

2 4B
log ¥ a= > . Dann gilt
11

N,,(a) < @y kA0 lbg k.

11y F, CarLsox, Uber die Nullstellen der Dirichletschen Reihen und der

v

Satz I. Es sei 1—

"~ Riemannschen ¢-Funktion, Arkiv fér Math., Astronomi och Fysik, 15 (1920),

. No. 20.
1°) P. Turix, Uber die Primzahlen der arithmetischen Progression (lI),
: dxese Acta, 9 (1939), p. 187—192 )
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Satz Il. Es seiﬂgag '4+——5— Dann gm
2 Vioglogk -

—l— +2a- Za"

N,(a) < ayk log k.

Beide der Exponenten 4(1 —af) und -;—-‘}-20:—;-2(::2 éind fiir die

betrachteten ‘e-Werte kieiner als 1. Die Exponenten kdnnte man
mit umstdndlicheren Rechnungen, nidmlich m:ttels bessere Wahl'
von zwei Parametern, etwas verkleinern.

Zum Beweis bendtigen wir einige Lemmata.

>, | oy
. - 18 —_—— i [
Lemma ['%) Es sei | ogh =a= 2 o=a fogk und
Sl=. d(:l) ,
“n=lmodx 1N
1

wo d(n) ,die Anzahl der Teiler von n bedeutet, x und y Abkiir-

(e gkr) | 2l i)

zungen fiir k ZW. k sind. Dann gtlt

S= ZS” < ay K4 ogo £,

Beweis: Fir jedes /. gilt offenbar“)

@ S%=['Z w ll)zg( > s 1),

n= 2 n n=
zénély fl2 flz x=aZy xguély
Da
1 11 (du (_Za, du
2 =X TR w =k +k u“)<
(4) x=n=y.

<ag(k e 4 U -a)- 'logk) < a, K24 ‘logk
gilt, folgt aus (3) und (4).

. o 2
5) - S=a B N ogk d(ny

1=y ne

13) Nachtrdglich habe ich bemerkt, daB Lemma 1 aus Lemma Il folgt
und sogar mit log! k statt logs 4.

14) Wir verlassen von nun an die Bezeichnung ,mod k“ iiberall wo nicht
. -ein MiBversténdnis zu - befiirchten ist.
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2 d@p=0W log®N),
also gewinnt man durch partielle Summation

@ - =

Y .
T ——a.—éam'f ga
n<y .1

du < @,k logtk
(5) und (6) beweisen Lemma l

Lemmall Wenn(k 1)—1 und sasl
fur a=a—

) :
fog Togk’ dam gilt
l g ;A d(e ‘Ungleichung

S, < a,l,kl 2% og? k.

Bewels Es ist; mlt den Bezelchnungen des vorigen Lemmas
: o ,
St_—_" Z o

I
M
Bl=- N
A‘
-9
A
=

»J%$4$Q

WO’ l1 die (nach {, k)—l immer exnstlerende) Lésung - der Kon-
gruenz d/,=1I mod k bedeutet. Dann ist aber, wie in (4),

'i

, ' 1 v

s<an 3 L[4 kf ),--
| |

. <a19(x7_+ e

i
k(l-—a)dZ “)<

<V d

@)

<am(ka 2a’+k2(l+a)(l a)ll logzk) <a21’k2(l ol) llong

13
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" und

<a
@) 5 Wrgird d“ k
. yla 1 (la;l
2 _
éa%(x +k(l—a),,<zl,"— )<a,.k2 log 3

Aus (7) und (8) folgt Lemma 1.
Es se1 :

(Qa) A(s xo)—L(s xo) 7:?&1——1);:_;‘@.5“%1@

" und fﬁr e
©(9b) o A(s, x)’="L(s %)

Lemma IIl. Wenn XTXo,0>— |s| <10, dann gilt

= 4 ,
A(s »- Z X(n)

n =42

< @y k2 ' Ibgk.

Beweis- Fﬁr a>0 gilt L(s, x)— Z x(n). Da nachv

| PoLya-

Z x(n) <ay Vk logk gllt folgt durch parhelle Summatlon v
L':) < ai,',k2 'Iogk, ‘qu: e. d.
n=k1 n - i . -

Lemma Iv. Fur a>— |s|s10 gilt

S %o(n) |
{A(s, Xo)"' < 0,5,

Beweis: Die Funktion (s, w) O<wz=1) sei fiir 0> 1
durch die Formel L :

= Ay k"?" :

-]

1
& Gty

;uw=

definiert. Dann ist bekanntllch“) fur o=

wenn m eine beliebige '
posntlve -ganze Zahl bedeutet - ‘ -

1
=7

~ 15) Siehe z. B. E. LANDAU, Vorlesungen iiber Zahlentheone (Lelpzlg,
1927), Bd ll p- 9—10.
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ls| 140
o m° me’

C('s,'}g)*—"""{(s_')(m+W)" . _,._ (n+w)' =

Setzen’ wir w.‘=%, multlplmeren ‘mit k~* xo(a), S0 gelangen wirzu

'(10) 'Xo(_‘l)C(S?T) L xo(km—}—a) N ’”'x.,(kn+a)
K k=) kmta) S (kn+a)'
: ' : a
' » Mm+®
. Es sei in (|0) m= k—l a_l 2,...k; wenn 'wir’ nach a

summieren, folgt' . N
| Sl s wm
ks. Zlo(a);( ) k(S—]) o k+lZn<k’ n._

. . ‘ _‘ 2 Xo (n)
n=1 - n_‘

%;”; xo(a)»'é(s, %),——-L(S: %)

.. ist Lemma IV nach der Definition von A(s, %) (s. (92)) be'wiésgn. ‘
Es sei - '

an F6 0= 0 T 0
wo x dieselbe Bedeutung hat, wie in Lemma I. Ferner sei

2 Zu(d)—a

- d<z

Dalb)

bDafm ist offenbar .
(13). - || = d(m),

wo d(n) wieder die Teileranzahl von n bedeutet. Wir: bemerken
schon hier, dafl die Zahlen a, reell und von den Charakteren_
unabhdngig smd .

Lemma V. Es gzlt fur o=z , |s]=10

kl -20 du
‘— 31 ug
e

fsx)y—1— 2 _g_x.;(n_)_

afnzy
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und fir x==x, -

q, z(n) du

=a, k2 “lo kj

fls, )—1—

zE=EnZy

Beweis: Wir werden Lemma V fir xF 2, bewensen fur
x=xo‘ ist der Beweis analog. Aus (11) und Lemma III folgt’

a9 |s

n n) u(n
(s ) — ;’; x( ),.<Z x( )u( )
1 , A ‘
>amkf'2”logk2nisas,k2 -2 du
* Das linksstehende Produkt im (14) ist gleich _
() x(m)p(m) - x(N) S u(m) = S ayx(N) -
ngl:’» '((1”1)‘9 N=ZkKr Ns. m|N L N=1 Na

Da offenbér kKx=y und ay=1 fir N=1 "und ay=0 fir .
1 <NSx gllt ist Lemma \ bewnesen . :

¥ 2
Lemma VL Wenn —z—sasl Togk
P

logk.

und |s|<10 ist,

; dann gtlt fur o=a—

IZ (fGs, =1 <a3. 2 log-

Bewens Es bezeichne U; d1e lmkssextlge Summe Aus der ’
bekannten Relation Zx(n)—O oder —q>(k) (je nachdem n$

oder =1 modk) und Lemma v folgt .

-',P(,{) Z 3P m(kn 2.,J du. -'afcdu)‘<

.t<n<y uc«
n=1 T

3
o | <2amkf’2‘?‘k2“<F'f"?1ogk; .
_ also ,n'ach (13). o .

a8 (Ulsk] >

=3
17

d (n)

Zamk2 Qlogk. |

IIA

V Aus Lemma II und (15) olgt offenbar Lemma VL

]
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: : I 2
L } —_— —_—
e‘mma VII. Wenn 3 ;agl Tog k

und [s| 10, so>-‘
gilt fiir ez a ——- Iogk |
Z I (s, x)—l|2<a82 K “"log‘k

Beweis: Aus ‘Lemma V folgt wegen der Unglelchung
la+bF=2(laf*+{bF")

x 2 .
Z ax(n) |+ &k24a(J‘ﬂ} |0g2k
1

z=ZnXy

'(16) U, <2 2

'Das erste Ghed von (16) ist nach der Orthogonalengenschaﬂ der
Charaktere gleich - ‘

2 Z an,ax(n)z(@)( ) —r®) 3 (:,.:; (m)'=

(mn) m=n
:r<m<_/ : . R .z<n<y
z=n=y r=m=y .
(17)' . L (m B)=1

d 2
= Sfﬁ(k)Z( 2 —,(,'1)—)
L x)=1 z=m=y x<;—<J

nach den bei der Unglexchung 13) gemachten Bemerkungen Aus
(16), (17) und Lemma II folgt '

U, < a [k'"" logik +# te al-a)00u ) < 0 100 loghk, quie. d.

‘Lemma VIIL. Es set—éa>l und F(s) reguldr

_2
2= logk

fur e ——r<0=4, [t<10. Dann ist- die Anzahl der. Wurzeln

1
Iogk
~ von F\s) fiir a<os—7—, ltlss wenn nur k>aw, klezner als

o e{3 ]

3
33 logfk[ 'rrllax Iog|F(s)| — mm Iog

§a<4
|t|S1 4
Bewels Es sei s.,—.3 +i- _Y , ( _=.0,i1,_{2,...,iN),:
‘ Viegk '’ -.
wo N diejenige ganze Zahl bedeutet, ftir welche N _ 5 Nt] _
Viogk Viogk -

gilt; ‘dann ist Ns5 Vlogk Nach der- Jensenschen Formel folgt
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far dle Anzahl der Wurzeln von F(s) 1m Krelse ls—s,[s-

3
2 + 2Iog % =r bei festen ? klemer als
[ Jlog (sv+ + e“’) 49
.. 2logk S
‘log(l+2lgk) og S

X —log[f'(s.;)l'J <

()]

‘Wenn wn nach v summleren folgt daB die Anzahl derjemgen
~Wurzeln- von F(s), welche m 1rgendwelche der obigen’ 2N+l«

, ( +un'

ist. Da dlese Krelse offenbar das Geblet as«:s — |t[s5 bedecken '
folgt die Behauptung -

Bewels des Satzesl Fﬂr aéag [t|s5 |st L(s x(,H:O

<3logk[ E max - loglF(s)[—mm log

|8~ n,]g -a+—&-

.‘ 3 o - ‘
33,»log.2k[; - max log[F (s)l— mm Iog

a-m'édsf R

‘nach_der Defmmon der Funktlonen f(s x) 1st also Nk(a) gewnBﬁ
nicht groBer, als d:e Gesamtanzahl ‘der “hier hegenden Waurzeln
- aller. Funktionen (s, x). Lemma Vlll erglbt mnt F(s)= H f(s 7).
© dié Ungleichung

[';"_.(18) M(a)<3slog2k[ Z logms x)l”

-f'-'f'log:. S"<‘ o _
=T g ' ‘ :
o min Z’ loglf(s x)l]
s 3 _
) '.'-'Da aber f(ir o——'%-und z:{:xo ‘. T
-_'_‘.‘-'f(s x)_(;g; n’)‘)(,,é'; :Z(m)#(ffl)) : ; .. _‘  .
o L xN) e A
A _)‘é‘lN ( =z ,' (d)) ' ‘l_”—z+| N a :

AN
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also

. = " d(N) . logk
s, D—1l< s <
| | f(s, %) | < NI’; T
und da analoges gilt fiir x=g,, also

Z‘ log f.(-:-;—v'-f-Ai t, x) > -

S0 folgt aus (18) nach dem Satz tiber das anthmetnsche und geome-
trische Mittel :

N < 17log2‘k[ (k) I;nax Iog(rp(k) Z| o x)|2)
| - g S04
qtisT

— agz k' "*logk,

+ au‘,kl "log k]

) 3 . -
<a_3'9|_og7k[qp(k) max log(l+ N Z(f(s x)— I)+
ST es loglcs =
=T

l-a
q,(k)Zv(s D— 1|) ¢-togk] <

<a4o[k' “ |og2k+|og2k max Z(/(s x)—l) +

a- ogk = so<4' %
) l'1<7 R
+log2k e x)—1|2] |
_654 o .
“1%|‘s7 |

Dann 1st aber nach Lemma Vi und Vit -

o N‘(a)<a iseu-a |og2k © qu.e d,

Der Bewens des Satzes 1 verlauft analog, wir - sknzzneren

2. L Vs L
: 1hn nur dahe Es sei 1=-—2 >g=>—d—ou und E
, " , - logk = 2 + VTog logk '
| (19).- A4, x(.)—L(S z.,) Z 2

k(S——- l) n=1 n‘-l
-und f[u’ x:}: Lo w1eder D — L .

| (20) R "(s ’)"L(s )
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Die Relle. des Lemmas Il bzw. IV ﬁbemehmen die Ungleichungen

@y - ‘A.(s,-z) ~3- ""” < agk? logk
~ fiir x4x, a;%, lslle und

(22) ) . 'A (s xo)__ Z Xo(”) < a‘skl-a.

Evs s__ei

h (s, %) =A,'(s, 2) Z x(n) u(n)

2 _ .
wo. Z zur Abk(lrzung fir k°°7' " TogF steht, Statt Lemma V hat man

._ftir o= 4 , |s|=10 -

,_ (2‘3'),

z2=5n=<ks

. fl(:s;FXoA)‘.— 1— a+(n)_

-und fﬁi’.x=}=xo'

- 4(2.4)

fl(s,x)—l+ > ax(n) =a, k2 logkf du
gnék:
}Aus (23) und (24) folgt durch Summation 2 g
- (261
du

s=n=<kz
n=1

‘Z(L(S x)—l)—tp(k) 2 :<a‘.ak2 logk
: ) 4

k2¢ 1

- (29 |§(f1.(s,'z)‘f1)\s¢(k)§ > d(n)+a.,k2 long du,

t=nsSke n=l1

IA

ajon |

o | _ logn
- Da bekanntlich d(n) < i exp | jooreor

),'so folgt aus (25)

' | Y - (1-2a)041 p | dU Iogk ) '

@) |3 (s, 0—n| g [ #2904 [ U2 | exp3 0B )

. . o o : R 2o
3 du -

+ agk? logkf o

S J
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Wenn also -
(27) +log?og)c§a§ " I+V_ (<D
. S0 folgt aus (26) fUr s=a-— Togk -
[T ven-nj<a ["‘ e o (ufglﬁigk)* |

+kg logk k(2a-l)(l u)z
‘Da : l__(2a_._-1)a-,>42a(l—a) und —g———a+(2a'_1)(|_a)>

>1—(2a— SO gilt

-3
1)a+ loglogk’

+2a 2a?

< ag % logk.

(28) ‘Z’ (fl(s )—1)

Ferner gilt wie bei Lemma VII und Lemma I, fir 6=a—

1
logk =
. 2 ’
S IAG, x)—1|= <2<p(k) > ( > ",ff).) +

=1 =n=kz
n=l
z

+ ek 2"log’bk[j Z"] <

1-

: . '6log'lc) "( < 1')2
@ <alron(ggg) 2( 2 )+
C ) n=l ‘ ‘
L 2-2ay  or 1 2QRa-1)(1-a) da(l-a) 6logk. )
A+ logk. ¥ £<c K exP(loglogk
Aus (28), (29) und Lemma VIII folgt Satz II ebenso, wie Satz I,
da ftir — ! +—5——Sag_—tV; und k>¢:M
Vloglogk 2 -
5 6
7+?a—2a >4a(l — a)+loglogk’
also ' :
[Z (fiGs, x)—1)|+z s, 09— 1 < ek *loge.

(Eingegangen am 27. August 1941.)~



