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Ober Kontraktionen des Hilbertschen Raumes.

‘Von FRIEDRICH RIESZ und BELA v. Sz. NAGY in Szeged.

Der folgende ‘sog. statnsusche Ergodensatz wurde von J V.
NEUMANN in 1931 gefundenl) .
: Ist U eine unitdre T ransformatton des Hilbertschen Raumes -
9,9 so existiert fiir jedes f E@ der Limes

f*= lim Z U’ f

n- m—»onn

" und f* ist mvarlant bei U, d. h. Uf‘ =f*.

Der folgende Beweis dieses Satzes (und einer Verallgemei-
nerung desselben), den einer von uns (F. RIESZ) vor fast 10 Jahren
-gefunden hat, fithrte zu einer Frage, die am Ende von §. 1 for-
muliert und in §.2 (durch B. v. Sz. NAGY) beantwortet wird.

‘Genauer gesagt, gab CARLEMAN in-1932 einen sehr: elemen-
. taren Beweis dieses Satzes, allerdings nur fiir den sogenannten
- ergodischen Fall, d. h. fiir den Fall, wo der Hilbertsche ‘Raum
von den quadratlsch integrierbaren. Funktlonen gebnldet wird und'

l) Jov. NEUMANN, Proof of the quasi-ergodic . hypothesns, Proceedmgs;
. National Academy U. S. A., 18 (\1932), 'S, 70-82. .

?) Fiir die Grundbegriffe ' der Theone des Hnlbertschen Raumes ver-
'welsen wir auf M. H. SToNE, Linear transformatrons in Hilbert space (New York,
1932), oder auf B. v. Sz. Nagy, Spektraldarstellung linearer Transformatlonen
des Hilbertschen Raumes, Ergebmsse der Math. und ihrer Grenzgebiele, Bd. V/5_ :
- (Berlin, 1942). Der. Verfasser des letztgenannten Berichtes  benutzt die Gele-*
genheit, -einen infolge ejner Textéinderung wihrend der Korrektur emgeschh-
chenen- Defekt richtigzustellen :

Auf Seite 17," Reihen 7-9, . ‘soll der Satz: Umgekehrt es folgt aus
P=Q, daB’. PQ Q. ndmg “heifien : ,Umgekehrt, es folgt aus P>.Q,
" daB [— P<1 — Q; fir jedes f gilt also [[(/ — P)Qf | = ((I—P) Qf, d_)<
<((1—Q)Qf,Qf)—0d h(I—P)Q 0, Q= PQ“ :
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die einzigen. Invananten von U die Konstanten smd") F Rigsz -
hat nun bemerkt, daB der Gedanke von CARLEMAN, passend um- -
gestaltet, nicht nur den urspriinglichen Satz, sondern ‘unter anderem
- auch dessen Veraligemeinerung auf den Fall einer beliebigen nor-
- ‘malen Transformation T liefert, wenn- nur T eine Kontraktion ist,
d. h.. wenn || Tf||<|If|| fur jedes fe$ gilt. ja auch die Voraus-
' setzung, dab 7 normal ist, dient nur dazu, zu'sichern, daB jedes
Element, das bei 7* invariant ist, auch bei 7 invariant bleibt.
N ~Den so verallgemeinerten Gedankengang hat RIESZ im Druck
‘nicht veroffentlicht, dieser wurde nur miindlich und brieflich .
. weitergegeben, und gelangte schlieBlich, wieder nur far den Fall-
_eines unitdren U, im Berichte von E. HOPF tiber Ergodentheone‘)
zum Abdruck. In dieser Form lautet der Beweis, wie folgt. = =

§ 1.
Sei U eine unitire Transformation des HilbertSchen Raumes 9. -
‘Der von allen Elementen der Form Ug—g aufgespannte Unter-
. raum von § sei mit M bezeichnet: Ein Element f aus M ist dann
~ entweder selbst von dieser. Form, oder es ist mindestens durch
solche, Elemente beliebig genau approxnmlerbar '
er setzen

. an

n mv;:tu . (ﬂ>m20).

lst f Ug'—g, SO’ hat man. _
' U g— U"‘g

. : '""f_— _m ?
w . . fn<HU_"gu+uu gl_ 2lgl

—m - np—m’
Tfolghch V,,,,,f—»O wenn n—m-»oo ' '

Ist f zwar nicht, selbst von dieser ' Form aber m1t solchen‘
‘ Elementen f- = Ug—-g behebxg genau approx:mxerbar s0 folgt aus

"3 T. CARLEMAN, ' Apphcatnon de la théone des équatlons mtégrales '
lindaires aux. équatlons dlfférentlelles non lméalres, Acta Malh 59 (1932),.
.. 8.63-87. : T
. .. 4E. Hopp, Ergodentheone, Ergebmsse der Math und ihrer Grenzgeblm,'

-Bd V/2 (Berlm, 1931), § 8.
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(2) IImeH<IIVm(f f)l|+Hme =

mn

f’ll
‘w1eder V f—»O fﬁr n—m-oco. _
~ Der Satz ist also fiir jedes f aus B giiltig. Andererselts gilt *
aber der Satz fiir jedes Element, das bei U invariant ist, da dies
auch bei V,, invariant ist. Diese lnvananten bllden einen Unter-
raum % von §. 2 )
"Wegen- der Lmeantat von V,,,,, gilt dann -der Satz auch fur ,

jedes Element f=f, +f, mit f1 €M, £EN, und f* ist dann gleich
fe, d. h. ist bei U invariant. : '
Nun ist jedes Element f von-9 in dxeser Form darstellbar
Es geniigt-dazu zu zeigen, daff ]edes Element g, das zu M ortho--
gonal steht, in 9 enthalten ist. In’ der Tat, fur belleblges hed gllt :

(Ug-g h)= (U‘g,h) (g W) =(g Uh)— (g, h)= (g, Uh—h)=0,

folglich ist U‘g g=0, d. h. g ist gegeniiber U* invariant. Auf.
Grund der fiir die unitdren Transformationen geltenden Glelchung
UU*=1 folgt hieraus Ug=U(U*g)=g, d. h. gxst auch ge- .
‘geniiber U invariant, also in 9t enthalten. ) .
Damit ist der Satz bewiesen. Von der Voraussetzung, daB
U -unitdr ist, wurde nur benutzt, da ||Uf||==||f|| (letzter Schritt -
in (1) und (2)), und daB jedes Element, das bei U*-invariant ist,
auch bei U invariant ‘bleibt. Der Gedankengang gilt also umsomehr
fiir jede solche beschriinkte lineare Transformation T stait U, - _
" a) dte eine Kom‘raktton ist, d. h. fir die immer ||Tf ||< || I l|
b) le mit threr Adjungzerten T‘ die gletdzen Elcmente in-
vanant lapt. :

In den letzten Jahren. gelang es, den v. Neumannschen Satz
‘durch verschiedene sehr einfache Methoden derart zu verallge-
jmemem daB die’ Rolle von U eine beliebige Kontraktion, d. h.
. eine nur die Bedmgung a) geniigende lineare Transformation T
Ubermmmt“) Das legt die Frage nahe, ob Bedmgung b) nicht

. 5) Vgl. z. B. GARrReTT BirkHOFF, The mean ergodxc theorem, Duke
Math. ]aumal, 5 (1939), S. 19—20; E. R. LorcH, Means of iterated trans-

- formations in reflexive vector spaces, Bulletin American Math. Society, 45
(1939), S. 945—947; F. Riesz, Some mean ergodic theorems, Journal London
Matih. Soaely, 13 (1938), S. 274 -278; Another proof of the mean ergodlc.
theorem, diese Acta, 10 (1941), S. 75—76 .
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schon aus Bedingung é) folgt ? Wir werdeﬁ diese Frage bejahend
beantworten. ' :

§ 2

Wir ‘beweisen den soeben angekiindigten Satz :

Ist T eine Kontraktion, d. h. eine lineare Transformation mit
WTAI<If) fiir jedes f aus O, so haben T und ihre Adjungierte
T* die gleichen invarianten Elemente.

Mit T ist bekanntlich auch T eme Kontrakﬂon d. h.. es
gﬂt auch

IT*AI<IIL
Schrelbt man hier msbesondere f=Tg, so erhalt man
(€) BN - I T*Tgl=Tgl.

Man bat ferner .
lg—T*Tglt=(2—T*Tg.g~T*Te)= .

~(g,8)— (g T*Te)—(T*Tg,g)+(T*Tg, T* Tg) = _

. =llgl* - 21 TglF+IT* Tglf*.-
~also, wegen (3), :
@ - lle=TTelPtliglt—IITel® |

- Nun sei g ein gegeniiber T -invariantes Element. Dann ist
“die rechte Seite von (4) gleich 0, folglich ist g—T Tg 0, d. h,
g ist auch gegeniiber T*T invariant.

- Also ist
- T'g=TXTg)=2g,
d. h., g ist auch gegeniiber T* invariant.

Damit wurde gezeigt, daf die Elemente, die-bei T invariant
-sind, auch bei T* invariant bleiben. Da man aber die Rolle von
T und 7* miteinander vertauschen kann, folgt hneraus daB 7 und’
T* dieselben lnvananten besitzen.

“-

(Eingegangeh am 4. Mai ”19.43.)



