Ober orthogonale Entwicklungen.
Von S. SIDON ($) in Budapest.

" Die hier zu- behandemden Fragen sind sehr verscmedenamg
"_und beziehen sich teils auf allgemeine orthogonale, teils auf
Fourierschen und Walshsche Entwicklungen. Die Einteilung der
‘Satze geschieht nach dem Charakter derselben in vier Gru’ppen:
.im §. 1 werden Absolut-Konvergenzfragen, im §. 2 einige Inter-
polationsfragen, im §. 3 Fragen aus dem Ideenkreis des Young—
Hausdorffschen Satzes, im §. 4 eine Frage von STEINHAUS und
anknﬂpfende Sitze behandelt. Die Sitze der §§. 1 und 3 haben
nattirlich einige Berlihrungspunkte. Die Besprechung der Resultaten
filhren wir in den einzelnen Paragraphen aus. Einige Sitze, welche
vereinzelnt stehen, folgen im Anhang.

| § 1.
. Eine Reihe :
(1) Z (a..cosvx + bysin vx)

helﬁt bekanntlich ,stark lakunar wenn diejenige. lndlzes y=r,,
filr welche a‘f,+ba >0, ,sehr selten“ hegen d. h. es glbt em q> 1
- S0, daﬂ :

@ L g k=1,2,...
i ;

() Der durch seine Arbeiten iber -Orthogonalreihen wohlbekannte
Mathematiker S. Sivox ist am 27. April 1941 nach einem leichten Unfall an
Lungenentziindung gestorben. Seine hier zu Verdffentlichung kommende Arbeit
wurde aus kurzen Manuskripten zusammengestellt, die im Zeitintervall 5. Juni
1937—13. Juni 1940 bei unserer Redaktion eingegangen sind. Die meisten
derselben bediirften aus Lesbarkeitsriicksichten noch einer Umarbeitung. Die
vorliegende Umarbeitung verdankt die Redaktion der Herren G. GRUNWALD
- und P. TurAn.
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Eine solche Reihe kdnnen wir im Gestait

-3 Z; (acosn,x + b,sinn, x)

schreiben, da wir Summabilitdtsfragen nicht beriihren. Wenn f(x)
eine einseitig beschrinkte und L-integrable Funktion bedeutet,
deren Fourier-Reihe stark lakundr ist, so.habe ich bewiesen?),
daB die Koeffizientenreihe absolut konvergiert. Mit einer Umar-
~ beitung der Beweisideen beweise ich. hier zunichst den

Satz 1. Essei f(%) wieder einseitig beschrinkt und L- -integ-
rabel und wir setzen voraus, daf ihre Fourierreihe in k stark
lakundre trzgonometrtso’ze Reihen zerfillt, d. h.

@ fx)~ Z Z (a,,cosn,,x-{—b,,smn,,x)

t=1y .
wo die Zahlen n;; alle verso’ueden sind und mit einem. q > 1
- n, oy ; n
5) Riti2% SN Nz >gq;. .., RUEARN

©) T Ty g, kA

k

gilt. Dann ist > Z(la,,|+|b,.l)<°°

=1
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgememhelt konnen w:r
voraussetzen

. . . 2,, .

® - fREM, | f(dx=0

Es sei x==x, eine feste, aber behebxge Stelle und
7) ‘ - sign (apcosn; X, + b;isinn;x,) = &,
Dxe posntwe ganze Zahl l sei die kleinste, fiir welche

1 1

8 1 < , >

( ) + V‘l g—1 Ve

gllt und wir betrachten dle Funktionen

O  @= 3 T tpicosn ).

r=0 J—

. 1) 8. Sipox, Ein Satz iiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen,
in denen sehr viele- Glieder fehlen, Math. Annalen, 96 (1927), S. 418—419;
Verallgemeinerung eines Satzes iiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen
mit Liicken, Math. Annalen, 97 (1927), S. 675—676. Fir eine wichtige An-
wendung siehe S. Banacu, Uber einige Engenschaften der lakundren tngono—
metnschen Relhen, Studm Math., 2 (1930), S. 207—228.



.28 S. Sidon

- Wir behaupteﬁ zunichst, daB

(10) | ffm,(x) dx—l

Das wird bew1esen sein, mdem wir zeigen, daB keme der- Zahlen'
_von der Form

~N——’l.."l.g,r,"i”.‘,l.‘.’-){i-.-oo‘, 'il>i2>o-.
‘ (I, r, i fest) '
verschwindet. Nach (5) und (8) gilt namlich

o N= Nitgr, i —Nigtgr,i— .. > Rtye, s (l ——]— —-L —_ ) > ‘
any _ Ty ‘
- >nil+ri(i——!——)>nil+ri—l:>0.
d 1 y ql___l 1 s Vq
Ganz ahnlich sieht. man ein, daB man, wenn wir ein' beliebiges
Produkt aus (9) ausmultlphzleren und jedes Glied nach der ldentltﬁt

. COSX, COSX; . . . COSX, — —— Zcos(x1+x2+ +x)

umformen, nie zwei Giieder sich zusammermehen lassen. Wir
behaupten aber, daB man auch dann nie zwei Glieder zusammen-
zichen kann, wenn wir in (9) nach r summieren. Im entgegen- .
- gesetzten Falle gidbe es ndmlich zwei ganzzahlige Wertsysteme .
E>0h>...>0 und fi>j,>...>j,-und zwei -ganze Zahlen
0<r, r2<1—1 so, daB - B S
(12) n‘,l+r,, +ns,l+r,, + +n|.l+r| :

—"nij-r,, +nhl+r,, + +nj'l+"’,i
Ohne Beschrinkung der Allgememhelt sei i+ r= ]11 +r,. Es sei
erstens das Zeichen > gultug Dann ist’ dne linke Se:te nach ®
groBer als : .

| - o |
(133) N, ,-“,-(l————'—- )>n“l+r,, 7=
. die rechte Seite aber nach (8) kleiner als
(13b) . Wuen,s (l +— +
- und nach (5)
: (|3C) nu‘,H—r,,s‘ =2 n‘)'|l+'3; ‘.VE'
P (A

q2l + .. ) < njllv"”':,‘“ VE
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1(13a), (13b) und (|3c) sind also mit (l2) mcht vertrﬁghch Wenn |
zweitens 4l+rn,=jl+r;, so verlduft der Bewels ahnlich. Also
gilt fiir jedes 1<i<k ' -

. (14) Koeff. cdsn,_.-x in f.,.}(x)=%'s,,.-.
Es sei '
Nach’ (10) gxlt offenbar

. 2w .
I I
(16a) : Ey_z f F,(x)dx=kl
und '
(16b) F (x)>0 O<x<2n

" Wir betrachten zuerst den: Koefﬁzlenten von cosn;, x in F ' (%)-
Der Beitrag von f,,,,(x) ist nach (14). k &,. Es ist aber mﬁghch

~daB z. B. auch in f,,(x) das Glied cosn,,x auftritt. Nach den-
obigen hat die Gleichung o i
(178) n)xl+712+nhl+' 2+ +”.hl+":2_ n;, . (jl /'j2 el > ja)
" bei- verdnderlichen Jir Jay oo jo und. r hbchstens eine Lbsung,
diese gibt also zu dem Koeffizienten von. cosn;, x den Beitrag
‘ 1 1 ‘
A (l7b) ) 28-[' k&

Eil+r.2, 8j,,z+r,2- . 8j,l+r,2-

Da offenbar s=2 gilt, ist der Bentrag hochsteris 3 k2 D_assélbe'

'gllt offenbar auch ftir d1e Beitrage von f,5(x), .. ., fu(X): Also ,vor-

wiegt“ der Beitrag von f;,(x) beim Koeffizienten von cosn,,x und
zwar glbt .

" .

Bal=t,

_ .
-—jF (%) cosn;; xdx — = 9,1 ok’
Analog gllt '
' 22 ‘ )
1 S
(18) —JF (x)cosn,,xdx——lzs,.i=8,,. Il |'9,.|—,

d=1,2,..,k;j=12,. Sim+1—1,
i ) 14
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Die Fortsetzurig des. Beweises verlduft analog, wie ich 1. c. l)’a-m-
gefuhrt habe ; der Volilstdndigkeit halber skizzieren wir ihn. Es gilt

13 lm+1 1
K SZZ Z) |a,,~(':osn,.,.xo-i—bj,-smn‘;xo!§

=1 j=
E Imtl-1 |+
<2km D) . |a,,cosn,,xo+b,,smn,,xo|
=1 =0 kn
Coe ’-=2k”2‘2, T (@, cosn;; X, + b, sinm; x,),.
, ~ = ; :

' "also nach (18), (6), -(16b) und (16a)
.sgzkjf(x) ,,,(x xo)dx<2kM [| F(x—%)|dx=

-(19) L -

| : _2ijF (x)dx—2k"lnM
_unabhanglg von x0 und m. Daraus folgt, daB die- Relhe -

Zl ,,cosn,,x0+b,,slnn,,xo|

iiberall - konverglert also gilt das'sel'be “auch fiir die Reihe
Z(la |+!b,,|) selbst, w. z. b. w. -
o Der soeben bew:esene Satz laBt sich unmlttelbar auf fast-
- penodlsche Reihen’ 2 (a.cos, x+bk51n2 x) mit 4,>0 ausdehnen 4

Die Bedingung (5) ka_nn dann bei samtlichen Exponentenfolgen.
A,; oder einen Teil derselben durch die der linearen Unabhéngig-
keit der Glieder der namlichen Exponentenfolgen ersetzt werden.

Es ist naheliegend zu fragen, ob der'Sat'z sich nicht dahin
, veréchéirfen 148t,. daB statt der Voraussetzung —=*- n, L >¢>1 auch

Vn—>l genligt, 'Dann giit aber kein Satz iiber absoluter Konver—v
genz ; auch dann nicht, wenn wir statt der einseitigen Beschrankthelt'
. iiberall Stetigkeit voraussetzen. Diese Tatsache folgt fast unmittel-
bar aus den bekannten Fejérschen Konstruktionsverfahren einer
iberall stetigen Funktion mit divergenter Fourierreihe?). ’

. ¥ L. Feskr, Sur !és' singularités des sérieé de Fourier des functions .
continues, Annales de-I'Ecole Normale Supérieure, 28 (1911), S..63—103.
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_ in{ Folgenden werden wir auch einige S&tze_ itber die Rade-
macherschen und Waishschen Orthogonalsysteme entwickeln. Das
Rademachersche System besteht - bekanntllch aus- den Funktlonen'

- (20a) . ¢,,(x)~sngn sin 2"’rl 0<x<1, n=0, 1, 2,.

und das Walshsche System aus. den Funktionen

L Q0B) Pu() = Fu (D @) G0, K) W@ =1, n=1,2,.

WO @y, (x), ... die Bedeutung (203) haben und die : Entwmklung

. von-n im dyadlschen System

L(200) n=2"42"4 42, m>m>..>n=0.

" lautet. Wenn n die Darstellung (20c) besitzt, - werden wir sagen,
“daB die Zahl n »-ziffrig ist. :
' Das- Rademachersche System wurde schon hinsichtlich laku-
ndrer Eigenschaften untersucht®) ; nicht aber des Walshsche System '
Fir diesen gilt -

‘ Satz 1l. Wenn dte Walsh -Entwidklung einer. eznsetttg be-
schrdnkten und L-inte@rablen f(x) stark lakundr ist, so ist dte Reihe

.. der Koeffzzlenten absolut konvergent. :

Der Beweis verlduft ganz analog, wie der des analogen Satzes

. beim trigonometrischen System').

Bei einer anderen Verallgememerung des Satzes setzen wir .
von der gewdhnlichen. Fourierreihe der einseitig. beschrdnkten und
L-integrablen f(x). nicht mehr starke - Lakunaritdt voraus, sondern
nur, daB unendhch viele Indizes n=n, existieren, in deren ,Ndhe*
-alle dbrigen "Koeffizienten verschwinden. Dann ist die Reihe der

~einsamen“ Koeffizienten absolut konvergent. Die Voraussetzung
dieses Satzes ist wohl nicht unnatiirlich; die - Untersuchungen von
OSTROWSKI‘) zeigen, ‘wie wnchtlge Rolle eine @hnliche Lakunarltats-'
: bedmgung beim ‘Uberkonvergenz spielt. Genauer gesagt, beweisen.
wir den folgenden .
" Satz lll. Es sei f(x) einseitig besohrinkt . L-integrierbar und
F(x)~ ‘Z; (a,cosnx + b, sinnx).
3) KaczMarz - ~ STEINHAUS, Theorie der Orlhagonalre/heri (Warszawa, 1935).
1) A..Ostrowski, Ober Potenzreihen, die {iberkonvergente Abschnitts-

folgen besitzen,. St!zungsbendzte der - preuBischen Akaderme der Wissenschaften,
- 1923, S, 185 192
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Es gabe 2wei Zahlen K ‘und ¢’ mit .

@y - 1<g<gi<q
5 und eine Folge der n-Werten '
m<m<
mit
(22a) sy '>q k= l,2,'.-..
- Tn,

und mit der Etgensdzaft, daﬂ a, —-b =0 fur aIle n Werte flr
weldhe : o o
1 n

@®) <<

T n=}=n,f,.k=l,2,. .

gilt. Dann ist
Z(Ia |+|b,.,‘|)<oo
Bewels Es sei X=X fest und f(x) von oben beschrﬁnkt
f(x)<M Es sei wieder . - 5, : .
sign (s, c0Sn,Xo+ by, smn.,xo)—s.,, v=12,...

" und k d|e klemste posntwe ganze Zah! so, daB

: o1
(23). S <q, l—m—o——>—,
(23) R + q "7

, und _ ) - '
." (24) ' Pmr(y)—.l—l(l +£h+r cosnkﬂ-ry)

_Ahnhch wie oben kann man' einsehen, - daB ‘wenn man P,,,,(y)
als Cosinuspolynom aufschreibt, der Koeffment von cosm,.,y
gleich ¢,,,, ist und {iberhaipt ‘nur solche Cosinusmultipla cosnyv '
. auftreten, fﬁr welche n in einem Intervall

ol ) i)

fallt Nach’ (23) fallen also alle, in P,,(y) auffretenden Indizes ‘a
fortiori in-die’ Intervalle . . ST -

[nuﬁ"al,—', nk.w’lI'], o i=0,],n'2,~'..".,.lh

- Daraus fblgt aber nach der Voraussetzung {iber die Fdﬂrier;Kdéfﬁzi-
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enten.von f(x), daB die Cosinusm.ultipla cos h,,,+,y (i=0,1,2,. m)
_die einzigen Multlpla sind, welche in der Founerentwnckelung von
f(0) und in (x) auftreten. Dann ist ‘aber, wie oben

27
"

‘ % |a,.,“+,cosn,,+,xo + b,,,‘m SNy, Xo| =— - f(x) P,,.,(x —xo) dx,

woraus Satz Il nach dem obxgen Muster folgt
‘Diesen Satz Il kann man im Wesentlichen auf allgememere
Orthogonalsysteme dibertragen.

Satz IV.-Es sei .

‘ , ‘/’o(x): ‘Pl(x) ‘Pa(x): e
ein’ ‘normiertes. Orthogonalsystem (z B. 'bezughdz des Intervalles
{0, 2x7]) und es gelte . .- _ : '

. (25) CO<)m=|p.X)|<M, . _n_'=o, 1,2,...

~wo m und M von. n unabhingig sind. (Solches System ist z.'B. -
das Wa\sh~System) Dann. exzstteren drei. umverselle Folgen von
posmven Zahlen o L : -

, my <Ay <.. <n,, <.

(26)_. omnl <. o< <
- n1'<_n2.?< <y <

mit. ' L T e

i

(27a) n, < nl < n1 . < nk_, < << n <.
“und R .
:(27b) S —h -'—N.—- vorgeschneben _

. S0 daﬁ, sobald m der. Entw:cklung

R (L .ga, 9.(5)
"" emer eznsemg besdzrankten und L-mtegrablen f(x) aIIe a, mtl
B = én:n #: ]—] 2 ’

; 'versdrwmden dann grlt Z Ia,. |<°°

Vorbemerkung ln dem Speznalialle N-—l (j-——l 2 ). _
Sl hatte ich Satz IV .in meiner.. ‘Note-- ,,Uber Orthogonalsysteme '
‘(Composmo ‘Math., ( |940), S 372—375) ausgesprochen -Eine.

+ . Licke" im Bewense habe 1ch in einem Nachtrag erfﬁllt dle aber
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. im Compositio- Math. nicht mehr erscheinen konnte. Mit Satz IV-
* 'ist also auch diese Liicke erginzt (gleichzeitig wird dabei der Satz
verschﬁrft da ich in der urspriinglichen Fassung auch die. stiick-
- weise ‘Stetigkeit der tp,(x) voraussetzen mubte).

-Es sel ohne Beschrﬁnkung der Allgememhext le m>
femer ’

(28) | N ¢p,,(x)~ %‘ (A,,,coslx +B,,,smlx)

Wir benbtlgen den folgenden Hilfssatz. , .
: Hxlfssatz A. Aus der Folge -@,(x), ¢,(x), . kann man eine
Tetlj’olge P (x), q:,.,(x) auswdhlen und zwei Zahlenfolgen n,, n,..
cay, g e angeben mit den Jfolgenden: Etgensdzaften . :
' a) m<n<m< <n,‘_,<nk<n,, <n<.. n,,—N, )
" b):zu jeder qa,k(x) exlstzert ein. trzgonometrtsdzes Polynom '

3

,--'(29) R F}(x) Z(c,,,coslx-{—d,,,smlx)
‘,-Il'fii}-hieldzé ‘ = :

o R wﬂk(x) mx)l <5
uberall mtt der Ausnahme emer Menge E,, vom Maﬁe < —,‘_ gt'_It",""-"
- in den Punkten von E,, glIt , N
" (30) - IFk(x)I<2M
..’*_'.c) es. gzlt I > il 'un'd 'fiir' 1;22

A I,,>t,‘>l2 Zl.,,

i, |

o e) ﬁir jedes n< n gtlt

Bem;e_rkﬁng ‘ Von dlesen -Zahlen n,,, n,,, e werden wxr""jf,“_
bewensen daB;sie. die-im Satz v behaupteten Elgenschaften be- -
sﬂzen o




~ Bewéis des. Hilfssa'tzes; Es. sei'n;_—_o;' n’=N,. Da
_-wegen der Normi'erung des Systems @y(x) und. (28)

@31) . ‘ ) %‘(Aln-*- )—1 - -
gilt, S0 glbt es eme Kleinste’ ganze Zahl i so, daB fﬂr nISn <'n;’__7
| . - . L s
-'(32). 2 (A )_

‘ i=[Ts, 4' N

2
Da bekannthch be1 festem »

33) llm Itr,(x)cosvxdx_llm Jfl’,(x)smwxdx_-f)-;.- )

gilt,. glbt_ es ein kieinstes Index n,, fir welches

(34a) o >'n;"
und fiir ]edes n>n1 ' ’ )
G0y Zd‘ (IA,n|+|B,"|)_ o 3

Mitdiesem n, bilden- wir: (fnl(X), dann gnbt es bekannthch em'
kleinstes J, so, daB o . ,

(3%) . . E ll>t1
und, wenn’ o,,(x) dle 1= te Ceséro Mlttel erster Ordnung derﬁ_»
Founerrelhe von @ (%) bedeutet T :

: C2ms
@ f (q:.,<x)—of,<x»2dx< “')0
Dann ist aber s . ’ .'_. .
@O = «m(x)lz 2

'mlt Ausnahme emer Menge E1 vom MaBe <%; Da nach dem
:bekannten Fe;érschen Satze |a,l(x)l<M uberall gilt, so- hat man,-
f.wenn 011,.1(x) die (ll—.—l) -te Pamalsumme von a,l(x) bedeutet fir-
“die’ Funktlon

. F;(X) - aIi(x) 011: i (x)
auf 1.'?1 weg_en (34b) und M >l offenbar

;(37a) N |F(x)|<M+—<2M
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. und auf E, wegen (36) und (34b)
(37b) |F(x)— %(Jt)l<I%(X)—oz,(X)I+|01.,..(x)l_ 2l .

Dann exnshert aber nach (33) eine klemste ganze Zahl n; so, daB
~fiir jedes n=n]
B 1.]

@38) 2 (Al +1Bub) < 557

gilt. So kénnen wir voraussetzen daf

. n, . n; ’ - M, nl':ﬂ
L RN 4
by b e
myy R ., m
ll: IZ- ’ > Il:

), Fa) - . ) Fu®)
E, E ,...E

 bereits. defml'ert sind; wir zeigen, daB das obige sukzessive Kon-
struktionsverfahren. mcht abbricht. n}, sei natiirlich gleich n;,,+N,.,,.
-Dann sei t,‘,,, als’ dne klemste ganze Zahl defmlert fﬁr ‘welche

 (309) - l.ﬂ>z zz,

-und fﬂr welche bel 1edem n<nm

o’ I -
G F )< iy

(das geht wegen (31)) Nach (33) glbt ‘es ein klemstes Index ]
Miyy SO, daB -

(403) L nk-ﬂ >._"k+;>"v .
und f(ir ledes nznm Lo

_ : TR ’ -
_(40b)' SR (1A1n|+lB,,|>< ,om.

:'Mlt dlesem My ‘bilden. wir Prisr (x), dann glbt s em klemstes _
‘ganzes 1,,\‘l so, daﬂ ' : :

@y 1>'
. und ’ '
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2n :
@) f(qon,,ﬂ(x) 10, ()7 < s
Dann gilt
- k+1
2) 9rrn =041 < (1)

mit Ausnahme einer. Menge E,., vom Mafe < 4:+1 Dann i;t_

-aber, wenn wir mit den obigen Bezelchnungen

Fkﬂ(x) = aIk+l(x) GII:+1 , 'k+l(x)
wihlen, wie oben auf E...

_ (433) |F,,+1(x)] <2M -
~und auf EH;

- o .
. (43b) ) iFk+1(x)—¢",,ﬂ(X)l = "iﬁl— .

Mlt diesen I exxshert nach’ (33) ein klemstes ganzes n,, so, daB
' Misa > My By '

Ik+l] C

%‘ (IA,,,I+|B,,,|)< 31—+1N

© Somit lst der Hilfssatz bewiesen.

Beweis des Satzes IV. Es sei m|t den obngen n.

() e~ 2 avth(x),

'(44b) e ‘ J(x)<K. _

_Uber f(x) wnrd also vorausgesetzt daB mit, den obngen nk und ny
) (45) a,=0 fir nf<v=nj.,, v#n,, j=12,.

~Es sei mit den obigen Polynomen Fy(x)

d

' (46) : Pa(x) —'_H(l +sngna,.,F( )) ' v'd’='=’l' 2,..., L.
- Nach (30) 1sf P,(x) mchtnegatlv femer gllt nach c) ‘

y -(47)V 6[|p,(x)|dx_dfp,,(x)dx_2n , (4,;1,_2,7._.,'L)'.

B
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Da offenbar : .
(48) Py(x)=P,_,(x) +am 51gna,,d F;(x) Pd_l(x) - @d=2..,1)
gllt so folgt

2n . 23 25

JP, (x) F,,(x)dx ——JP,,_,(x)F,,(x)dx+ 3 M sign a. JPH (x)F, 2(x) dx;
da ferner nach b)

13\ 3% -
JPH(x)dx— P,,_l(x)dx—— P,, ,(x)dx>27t-—z— 5 > 7

"so gilt nach c) und 47

. 2rr . .

'(49) sign a,.dj Py(x) F, (x) dx = J P,,_,(x) F2 (x) dx > _
(m ! ) e
Z M JP‘-‘(")F"?(")"" > TJPJ ,(x)dx> T3 5

B -. Wenn j<k so 1st nach (48)

(50) JP,,(x)F(x)dx_ o
: . ’ 2:: .
: V—J-P._l(x) F; (x) dx+4M sngn dn, JF,,(x) P,_,(x) F (x) dx

. Da aber Pk 1(x) ein tngonometnsches Polynom von der Ordnung
_,+I,+ 41, F; (x) ein ebensolches von der Ordnung i

o . ‘l <k 15’ +12+ +Ik v .
. bedeuten lst dle Ordnung von P,, J(X) F; (x) kieiner als 2 21 < 1,,

' '(snehe c)), also das zwente Ghed rechtsin (50) verschwmdet nud es gllt
. . 2z . : .
j PAOF, (x) dx=| Pes() F,-<x> dx, - j<k
. i 0 ° . .
daher S R o
: 23

- (s1). jp,,'(x')):(x)dx—jP(x)F(x)dx L <k
. "und endhch nach (49) mnt d j o IR
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L . 2= S
-1 3=
(52) sngn a,. J-P,,(x)F (x)dx > =er 1 44 M o
' . T 2=

Wir benbt:gen aber eine Abschatzung der lntegrale fP,,(x)qJ,. (x)dx.

" Es gilt wegen (29), (30), (47)

| '-Up(x)rp" (x)dx—G[P(x)F(x)dxl—

—UP(x)@,. () - F(x))dx <—2—2n+2MJ|P(x)|dx<

- __<—+2M4_1(%)’<%”_,
also nach- (49) '
' - 2n
. B 1 371 IOM, -
N 51gna,.JP(x)tp,. @des 1 Ty ek

'__-'Femer gllt fiir 1< j<d<L nach (48)

. J(P - Pd-l(x))% (dx—-
v _ _ 2m

4M s‘gn iy f Pa-l ) Fa(x) % (x) dx .
Nach (28) (54) gllt wegen ' '

o Fd(x)P_l(x)—cocos(z,,—(l +[2+ +1d-1))x+
- und wegen c) - :

| J(Pd(x> Pus () (x) dxl._

: 9 = g5 f P F.,o;) [ iy cosix+ B, smlx)] dr<

l— —ld

V Z <A," +B?,. ) f P.f.l(x)Fﬂ(x) dx. -~
st c = —‘d N B
.Der erste Faktor rechts m (55) |st ‘nach 1 < d und e) klemer alsj‘;'_T
- i 4..; L 1 1 : o
, "_"(563) N 2 l<an<d N,
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der zweite wegen (47) kleiner -als
(56b) 2M( J P}_l(x)dx) '
3 d
~ <2M max (P ,(x)|V2n<20M( )

2
aiso folgt aus (55), (563), (56b)

7) <5(3)" min .

2) 1zu<d N’
Wenn wir (57) mit d— k k—1,...,j+1 anwenden und-sum-'
mieren, gewmnen wir , :

j Py — Psr(3)) 9u, () dx

f P.(x :p.,-(x> dx— f Pi(x) 9, (x) dx

<20(1)M' min 1
| 4 l<P<I+le‘
: also nach (53) fir ]<k , ' .

(58) sign d,. I P,,(Jf) P, (x) dx>

{1 3% 10M N R
>l44M v 2}._—-20( ) min . .

' l<p<i+l N,
- Wir bendtngen noch eine. Abschatzung “der lntegrale» .

j P,(x) qJ,,(x) dx, wenn n> n,,, Da dle Ordnung von P,(x) nach c)
(I,+l,+ + _,)+1 < +I < o 3. I ist, gllt wegen (47) und d),‘-»l.»

JP (x) «p,,(x) dx-—JP,(x)[g (A,,,coslx+B,.smlx)J dx <-' g
9) | g At + |B...|>f Pl

TR 28
_ __27t 26‘ (lAlnl+|Bll‘)< 3’N
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Wenn ferner j<d<k und. n}ghg n}, dann ist wegen (48),
© wie in (55) ‘ |

<

]ﬂmnrmmmmu 4ﬂj&@mm%mn

<7 V (41,+ B1,) rpf-x(x)F’(X)dx<
2
. ; |
~ : <?l<mplgdﬁlo(2) 3

also erhalten wir durch Sﬁmniatifm fir d=j, /+ ...,k

' 1 3'L'
<50 m ——(—)’
<J21Nf« 8

2z 2z )
| ’ f Py(x) ¢.(x)dx — J P, ,(x) p.(x)dx
0 e o :
" Nach (59) gilt also far n’-s'n§njf <k,

2 . (3\i- 1
50 (=T min = <
3"N + (8) (20N,

3\i 1
<00 |—=1|2 min A
(8) l<;¢l<1Np .

-WDUHM%MM

o Es sei endlich

’ : - .2n

;_‘(61) 1= (x)PL(x)dx
: T

Es ist wegen (47) und (44b)

(62a) ' o - <21tK
Ferner folgt’ nach (44a) und (45)

’”
TNy

jmw%mm%gi

- 2n .
3 f meﬂ+
R A
4 Zl'a fP (x)lp,. (x)dx

I=
0

- also nach (58)-und ©0)
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L ' i+
1 3= 10M 3! 1
> 2 "’w'(m?—:‘_‘zf “ZO(T) max N,.)
A ' _ — ' 12uZ j+1
N L 3 1 -
(62b) : — 2-100( )’N min - max |a.,|>
A . =1 8) 7i<u<jNunisvzn; :

L . . i+1 - a
1. 3z 1OM (3) 1)

> 2, An || = — ——- — 20| = . mm
= | |(l44M 2 4 1<»<1+1 N,

— 400 j () |dx.
Aus (62a) und (62b) folgt unmitteibar Satz 1V..
| § 2.

. Es sei @y(x), ¢u(x),... ein beliebiges normiertes Orthogonal-
system beziiglich [0, 27]; &, &,,... eine Zahlenfolge und m, <n,<..
eine Indexfolge. Die Probleme, welche in diesem Paragraphen
behandelt werden, sind folgender Art. Es sollen hinreichende Be-

dingungen iiber die & und n, angegeben werden, welche die
Losbarkeit des Gleichungs‘ystems

©3) f () @ () dx =0,

in einer vorgegebene Funktlonenklasse sxchern Wenn das' Ortho-
gonalsystem die Bedingung (25) erfiillt und jede der Funktionen
ov(x) stiickweisé stetig ist, hatte ich®) die Existenz einer Index-
-folge bewiesen, bei welchen das System sicherlich L-integrable
Losung besitzt, falls nur die &, eine Nullfolge bilden. Den Beweis.
hatte ich auf einen Absolutkonvergenz-Satz und auf einen Satz
~von S. BANACHS) gegriindet. Eine Liicke dieses Beweises habe: ich -
im § 1. ausgefullt und glelchzemg den Satz verschirft. So ergibt
sich also der

Satz V. Es sei qao(x)_,‘tpl(x)', ... ein normiertes ~Orthogonale
system mit der Eigenschaft (25). Dann existiert eine Indexfolge
- m<n<...so, daf das System (63) eine L-integrable Losung.
besitzt, falls nur die Folge & eine Nullfolge bildet. ‘

5 S. Smoxn, Uber Orthogonalsysteme, Compositio Math., 7 (1940),
S. 372—-375.

) . 8) S. Banacs, Uber einige Eigenschaften der lakunaren tngonomem-'
- schen Relhen, Studia Math., 2 (1930), S. 207—228..
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Wie ich nach der Abfassung rheine_r Compositio-Note %) er-
kannte, bewies Herr J. MARCINKIEWICZ in seiner Arbeit’) u. a. den
- folgenden Satz: wenn die Funktionen ¢y (x), ¢,(x),... im [0, 27]

2%

iiberall stetig sind und li_m _[l(p,,(x)ldx>0 s0 hat das Gleichung-

system (63) eine L-mtegrable Losung, . falls nur & eine Nuilfolge
bildet. Satz V scheint sich mit der von MARCINKIEWICZ angewandten
Beweismethode nicht zu ergeben.

Wenn @y(x), ,(x), ... das trigonometrische System bedeutet,
bewies ich®), daB das System

(64) - le— f f(x)cosn,xdx=¢,, %J f(x) s_inn,,x dx=¢

sicherlich losbar .ist in der Klasse C der Uberall stetlgen Funk-'

' Atlonen wenn die lndexfolge n, eine B-Folge bildet, falls nur

Z(e;“—i- &%) <co. ‘Bj-Folge nennt man eine Folge n,, n, -
< A

wenn dle Koefﬂznentenfolge der formalen Laurentrenhe

(2z‘"*+2z"*) Sar

k=1\ y=-o

 gleichmbig beschrénkt ist. Solche Indexfolgen konnen viel ,dichter*
sein als die lakundren Folgen ; eine B;-Folge kann die Absch_atzungv
m,— O(K®) erfilllen. Ich bewies nur die Existenz einer solchen
Folge. und ich weiB nicht, ob es nicht B;- -Folgen mit n, = O(k?+)
existieren. In der Richtung meines Satzes ¥) bewies -ich .

' Satz VL. Es sezen A éwez Zahlenfolgen mit der- Ezgen-

' schaft, daﬁ die Reihe Z vﬂ(e,’,2+£,""“) bei jedem festen positiven &
konvergtert Dann ist des System

7] MARCINKIEWI(‘Z Sur les séries orthogonales, Sludta Malh 8(1939),.
S. 1-27.

8) S. Sipon, Ein Satz iiber tngonometrnsche Polynome und seine An-
- wendung in der Theorie der Féurier-Reihen, Math. Annalen, 106 (1932),
S. .536—539. ln meiner Arbext Bemerkungen uber Fourier und Potenrelhen,‘

diese Acta, .7 (1936), S 85 94 bewnes ich, da8 ( Z‘ "k) 2 Bz .
: k=1 k=1
‘B,‘ ='0(1) gen_ﬁgt._ ' : '
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2n 2z

(65) ' % f f(x)-cdsksx dx=¢, % f f(@)sinkxdx=¢
0

' sicherlich l&sbar in der Klasse C.

Der wahre Grund dieses Satzes liegt in der zahlentheore-
tischen Tatsache, daB die Lb®sungzahl der Gleichung x*+)2=n
— wie bekannt — O(n®) ist.. Mit glelcher Muhe beweisen wir
gleich den allgemeinen

. Satz VIL Far die Indexfolge n, < n,< gelte
(ma) i nﬂ-
k

und fir die Lﬁsungzahl 2, der Gletdumg nk+n,-—n gelte dze Ab—
sdzdtzung ’

—=>g>1 k-l 2,.

: (66b) Co A= O((p(n)) ,
wo qz(x) eine positiye, nichtabnehmende Funktion mit der Etgenschaft'
(66¢) o P(2x) < c,9(x)

‘bedeutet (c, absolute Konstante) Es sei ferner 8, < ,8, .. eine
Zahlenfolge, fir welche :
- (66d) h im _P(A) <o
C . A k
und : ‘
“(66e). , Z :p(nu)( 7 ) <o,
- k k+1

‘Wenn die Rethe Z ,6’,(3 + &%) konvergzert S0 zst das System

(64) in. Klasse C szcherlwh losbar®).
Bewels Es sen z—re"’ b =0, a,, b, reell und

(6-7) f(Z)—— Z(a.-—tb)z" Rf(R) = 26‘ (@vcos99 + bysinw ). i'

_ . Fr eine posmve Funkhon 1//(3) gilt nach der HOIderschen Un-
' glexchung J

9) Dle Konvergenz der Relhe Z(e v "’) ist offenbar not- ‘

v=1
- wendlg, damlt J(x)EC sei, Fﬂr y(n) = c, By =¢ erglbt SICh also eme Verschar-
: fung meines Satzes in g, , '
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P . | ] ] |

oo [y voaos [raof fvraf,

:.h. o _°( SR

. (j:‘p(S) d‘g_)z ( 0[ #,2 ) d 8)2

- voae 6(¢.(3) P
Es sei hier tp(&)-l?)tf(z)l dann gilt -

E 2n J |f(z)|2d3_ao+ Z(a*+bz)<_’

C In}_l

_7_<__2»[a3'+“ (a=+bz)] zlf mf(z»w
also. . L 2
Y . 2r
(Jisorast ¢ irorat
3w — > - :
J@fard I(snf(z))*d&

"Nach emer Unglelchung von M. RlF.SZ gnlt

J (Sif(z))‘ 49 < caj If(Z)I‘d3
‘, mut emer absoluten Konstanten €y} also

" (J (insalasy | (of ferasy

(68) - e v .

- J @f@a9 J If(z)l‘d~9
-Wenn f(z)— Z a,z a,_a..—zb,, s0 gllt !
: f"(z)—- Z. &7
wo, - o
. = g,= Z , a,-a,.“f

) n,+n,._.v

-Nach der VorausSetzunglnst dle 'Anzahl der Gheder in der recht-' L
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seitigen . Summe <¢p(v), also gilt nach der Cauchyschen Un-
gleichung
lgvl”<<p(v) Z | ? | e
‘Ml—-l’

und wegen (66¢)

1 J 4 49
Py )tdd = WES
72 ) f@FO= 3 1

<peen)( 31k = arm L f e ds)

Aus dieser Ungleichung und (68) folgt bei jeder Wahl von a,
und b, und £

2z

@]

k

2
2. (a.cosnx+ b.,sinn.,x):dx) >

v=1

2
(/(nk) J [ Z a,cosn,x + b, smn,x] dx

mit absolut-k_onstantem ¢;. Es sei
P ,

(70) >’ (a,cosn,x + bysinn,x) = F(x)
1 i .

und S,(x) bedeute das n-te Cesaro-Mittel erster Ordung von F(x)
(wo natiirlich ‘bei der Mittelbildung auch die verschwindenden
Glieder zu rechnen sind). Nach (66a) gilt dann fir j <K

.é: (a?.+b2,,);(qil)22j* (nzj—'-n,,-i-l )2(02—{-1;‘1).—_-

h=1 l"2,"*'1

, also nach (69) fiir 1<j<K .

2=z
an 3 @+ <a@on)| [18,@dx) <
‘5 )
' 2x

<e@r) | [ IF@iax)

0



Orthogonale EntWickluhgen. 227

wegen einer bekannten Ungleichung. Es sei s;— 2 (a+ b?):
_ " A=
aus (69) folgt, wenn wir a, =a,|B,, b,=b.)/8, setzen,
. K
U= 2 (@*+b2) =

(712) = Z(ah+b2) B, _sx B +(32 31)—+---.+(3K'—3K-1)E;—7
1

{1 1 1
_s‘(E ﬂ,)+ F k- ‘(ﬂx_l "E)“KE
d. h. aus (71) und (72)

2n

| U <c4(q)(J- vg,v_ﬁ(a;c'osnvx-}fb;sinnyx) dx)z-
0 ) . -
) sl 2175

2
d x)

< ¢(q) ( f vg m(a:. cosn,x + b, sinn, x)

nach (66d) und (66e). Es gnlt also die Ungleichung

By

dx >

»€OS M, X + b, sinn, x)

2n

> ¢:(q) [ J (vg (a; cosf,x + bisin n,x) )zdx]%..
[

Wie ich bewies®), ist der Satz VIl im Spezialfalle ¢(n)—c eine
Folge der Ungleichung

2n X
(73a) OJ 2

D' (@, cosn,x+ b, sinn,x)|dx>
1 B

2n . . :
p K I O\ T
> ¢(q) {J ( Z (av cosnu'x-}-b.’,sinnux)) dx] .
. -\ py=] _ . .
0

Der aligemeine Fall ist ganz analogerweise eine Folge von (73).
. In der Arbeit8) gab ich eine hinreichende Bedingung fiir die
Losbarkeit des Systems (64) in der Klasse C unter der alleinigen
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Bedmgung Z (24 &%) < oo, Wie mein Beweis zeigt, folgt aus’

der Ldsbarkelt des Systems (64) in der Klasse K der beschrinkten
'und L- mtegnerbaren Funktionen mit vorgeschriebenes ¢, ¢’ und

. 2 (6,24 €/%) < oo sofort die Losbarkeit der analogen Problem in -

:der Klasse C. Und zwar gilt. dies auch fr beheblge Orthogonal-
systeme. Im folgenden zeigen wir einen ‘weiteren Redukhonssatz.

Satz Vlll Wenn das System (63) mtt Z & < co-eine Losung

aus der Klasse L, mtt p> 2 besrtzt S0 besdzt es auch eine Losung

. aus der.Kiasse C '

Beweis. Wie eine geometrische Betrachtung zeigt (siehe

~ ZYGMUND, Trigonometncal Series (Warszawa, 1935), besonders
" p. 218—219), ist die notwendige und hinreichende Bedingung der
_ Ldsbarkelt von (64) in. der Klasse - K (also- auch in der Klasse C),

wenn Z(e"+ 6’”)<oo gilt, -dab.
© (142) - ‘max |a,a1+bﬂ,+ Faa+ >

T g, ﬁu “k )
: . ' >cl(a)+b2+ +ak+bz)l/, ]
wo a,, ag,.. a‘, b;; b, .., b beheblge reelle Konstanten und
a,,'ﬁl,'.. a,,, ‘A dne Founerkonstanten o :

’——Jf(x)cosn.,xdx _Jf(x)smnvxdx .;(v=_1,2,'--..-.,k) |

der]emgen Funktlonen durchlaufen fir welche | f(x)l< 1 ﬂberalt
gilt und .¢, eine.von den a,, b, und k unabhingige Konstante
bedeutet. Wenn wir das tngonometnsche System ‘durch ein alige-
meines Orthogonalsystem ersetzen . und die Losbarkeit von. (63)
Jin ‘Klasse. L, untersuchen, - so’ folgt ganz 5hnllch als notwendlge
- und lunrexchende Bedmgung :

.(74b) ym_axy |d17’1+ + dk;’l»l > [ (dz‘l‘dz + +df)u'

: AN R (I

- WO d,,dz,.; ,d, . behebnge reelle Konstante c; eine. von den d,’
21

- und k unabhanglge Konstante bedeuten und dle 7,, = J f(x).tp,.v(x) dx

dle verallgememerte Founer—Konstanten einer. f(x) bedeuten fair
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27 - o _
welche _J'If(x)l"dxs 1. gilt. Es ist aber

max |dytdyat .. +dk7k|_‘

Pt - .- 1yk

= Max

jf(x) [di9n) + g ) + ..+ digu ]

= [ f [dipa, (X) + da%,(x) oot g (D] "ldx] p-1

" nach der Holderschen Unglelchung, also ist (74b) mit der Unglel-..
chung

2n

(74C) J‘ldl ¢n,(X) + d2¢,,,(X) + + qu,"k(x) l p—l dx >

>c3(d“+d2+ +d2)"" '
(@, dy, .. d,, beliebig) "aquivalent. Wenn aber p > 2 ist, so ist
y /] .

p—<2 also folgt da allgemein’ N
) 2;1 ' - . 2= .
_r_ 22 -
[ 1F@ax— f P R ax <
,0 . _ 5 .
- o ’ 21 . 2n .

_ <[ el rrrad
” gilt, aus (T4c) v S
. Cs(dl + + dz).zp_

[ [laona+. +dmnk(x)|dx]::‘ @+

Dann ist aber
2n

J|d1¢r-1(x)+ +qu’nk(x)ldx204(d2+d2+ +d)

- was eben die notwendlge und hmrelchende Bedmgung dafiir 1sf
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daB (63) mit D & <oo in der Klasse K (also auch in der Klasse
v=1 .
C) I8sbar sei.
. ®
Es ist wahrscheinlich, daB das System (64) mit > (e,2+ £,'%) < oo
. v=1 - .
in der Klasse C losbar ist, wenn die Indexfolge n,, n,, ... die
. Bedingung n;+ n,sn;, erfulit. Satz 1X wird zeigen, daB der
. analoge Satz richtig ist, wenn die Klasse C durch die Klasse P
"der positiven und L-integrablen Funktionen ersetzt wird. Es exis-
~ tieren bekanntlich notwendige und. hinreichende. Bedingungen daftir,
daB eine trigonometrische Reihe die Fourierreihe einer positiven
‘Funktion sei; es scheint mir aber sehr schwer, Satz IX aus diesen
abzuleiten. Ein Beispiel fiir eine die obige Bedingung n; + n,%=n;,
" erflillende Folge bildet offenbar die Folge ¢, d+¢, 2d+¢,.. .,
‘kd+c, . ..mutc<d :

Satz IX. Es sei Z(£'2+£"2)<oound o<n<n<...eine

Indexfolge, fiir welche immer n; + n,==n, gilt. Dann ist das System
(64) in der oben definierten Klasse P lisbar.
~ Vor dem Beweis des Satzes IX beweisen wir einen Hilfssatz.
Hilfssatz B. Wenn die Indexfolge 0 <n, <n,< ... die obige
‘Bedingung n., + n,==n;, erfillt und fir
fx)= Z; (a.cosn.x + b,sinn.x)
- Gberall -
(75)  —m=f()<M, m>0, M>0
_ gilltig ist, so ist
: K Y -
( 2 @+ bi)) <V?2 min (M, m).

Beweis des Hilfssatzes B. Es sei ohne Beschrinkung
“der Aligemeinheit'm > M. Da die Funktionen M—f(x), f(x) +m
: mchtnegahv smd giit nach der Cauchyschen -Ungleichung

i=| J (M—1)* (m +f)dx] =
aw -—[6[ (M—f){(M— ) dx <

;(-j (M - fydx J (M—1) (m+ P dx= L1,
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Nun ist
2n .
R=[ (M?—2Mf4 1) (m+f)dx—
0

=2aM*m+(m—2M)n Z(a2+b)
2n . V
da J f(x)dx=0 wegen der des Verschwindens des konstanten
2n ’

Gliedes von f(x) und f fA(x)dx=0 wegen der Indexbedingung
: 0
ng+ n,=n;,. Es folgt ganz dhnlich

K
=2aM*+3aM § (@+b2)

und

K
L=2am*M-+(M—2m)n D (a2+ B2).
' v=1

K
Aus (76) folgt also, wenn wir Z(af,—i—bf,)’ mit S2 bezeichnen,
v=1

_ CM2m+(m—2M) 82t < (2M2+-3MS?) 2m*M + (M—2m) S2),
. AMtmE4-4AMEm(m —2M) S®++(m—2M)2 St < ‘
S4M*mE+ (6M2im:+2M*— 4mM3)Se+3M(M 2m) S*,
also auch offenbar
4M2m(m——2M)+(m 2M)eR S < ‘
<e6M:m*4-2M3(M—2m)+3M(M—2m) S?,
(m2+2Mm+M2)S232M2(m’+2Mm+M2),
S<MmYy2.

Beweis des Satzes IX. Es sei 4, 7,... eine konvexe
Nullfolge von der Beschaffenheit, daf die Reihe

. -] 8;2+ e:l/2
W) >
v=1 ny

noch konvergiert. Wenn wir Hilfssatz B anwenden, so folgt nach -
einem wohibekannten Satze von F. Riesz!®) die Existenz einer

10) F. Riesz, Sur certain systemes d’équaﬁ'ons integrales, Annales de
I’Ecole Normale Superieure, 28 (1911), S. 33—62.
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mchtabnehmenden Funkhon a(x) fiir welche
2

: ,'(78) ——fcosn,.xda(x)——{- ,l, fsmn.,xda(x)= S

'lv n,

i 4

;'"Bekanntli'ch“) ist dié'Reihe Z n,cosvx die Fourierreihe einer

positivén und L-integrablen Furiktion Y(x); wenn of(x) das n-te.
. Cesaro-Mittel ‘der Funktion ¥(x), ¢,(x) das n-te Cesaro-Mittel der
kompomerten Relhe von da(t) und ¥(x) bedeutet, so ist

RO L a(x) jw<x+t)da<t)
oea R - zn 27 .'
Jiee-eolaxst f |da(t)|ﬁo+<x+t>—a+<x+t>|dx<-
0 .
. 2m:

;—flda<t>| [floﬂx)|dx+j|aﬁx)|dx]=._— To(@(2)—(0)),

. also nach dem bekannten Satze“) ist. dle kompomerte Reihe die

Fourierreihe einer L-mtegrablen Funktlon, welche nach (79) positiv

Vist, qu. e. d.

Blsher habeh wir dle Lﬁsbarkelt des Systems (64) in einigen

T Funktlonenklassen untersucht ‘wenn nur (s’2+ e"’)<oo von

der Lbsung selbst wuBten w1r nichts anderes als dafl-sie zu der‘

.n,,— = ege en is ann kbnnen wir — w1e er
_ 42*k12 ) gegeben ist, dann k d

(e’2+e"’)<oo vorausgesetzt — die Ex1stenz emer Lbsung

v=

von' (64) im Klasse C sichern, welche ‘nur ,,wemge mchtver-

- schwmdende Founerkoeiﬁzxenten besxtzt Genauer
Satz X ‘Es sei n,,—-42" (k——l 2,. ) und Z (e”-{-s”’)-

- geforderten Klasse gehbrt Wenn speziell die Indexfolge durch -

vorgegeben Dann hat des System (64) eme solche Lbsung, béi -

© S, 109..

S8

1) Satz von S’rnmaws-ﬁnoss Siehe Zvammn Tngonomelncal Senes,

1) Siehe A ZYGMUND Trlganamelncal Senes (Warszawa—Lwéw, 1935),_..
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welcher fiir die Indizes Ny< N, < ...< N, <... der nichtverschwin- -

denden Fourierkoeffizienten
N E\__ g>1
-gilt, unabhanglg von k. b

Beweis des Satzes. X Nach dem Satze der Arbelt 8) ist -

das System

(80) " —7'!—f f(x_) cos4¥x dx= £ % J £(x) sin 42'x dx =,

- omit (e""+e"’)<oo in der Kiasse C ldsbar, diese LOsung sei

y=

fi(x) ~ Z (a.cosvx+ bysinvx). Wir betrachten diejenige trigo-
v=1 . )

® . _ .
nometrische Reihe Z“ o,cosvy, welche durch formale Ausmulti-

plizieren des Produktes -]I (1+cos4%y) eritsteht. Die - Partial-

produkte ]I (1 +cos42‘y) sind offenbar mchtnegatw und wegenv

der Seltenhelt der lndnzes haben sie- nach Multlphkahon und Um-

ordnung die Form Zb'c,,cosvy, WO M 4"—{-42’—}— 42

‘Dann ist aber nach einem bekannten Satze‘s) die Reitie Z c,cosvy

. eine Founer—StleItJes-Relhe und nach einem ebenfalls bekannten :

d

' Satze“) die kompomerte Reihe D’ ¢, (a. cosvx+b smvx) die

v=0
Founerrelhe einer iiberall stetigen Funktion fg(x) Diese Funktion
. erflit offenbar (80), die nichtverschwindenden. Founerkoeff:zlenten
. haben die Indizes 42“+42“+ .+ 4% also, wenn N, <N, < .
~ die der GroBe nach geordnete Folge dieser lndxzes bedeutet ‘SO
_lst offenbar. N, > 2* bei jeder k erfillt:

. Wie ich friher bewiesen' hatte, ist das System (64) in der‘

Klasse L der nach. Lebesgue integrierbaren Funktionen l0sbar, falls

L

- - nur die vorgegebenen e,, &' eine Nullfolge bllden und dle lnd:zes'_.

13). men, Tnganometrlcal Serles, S. 87—88.
) Zvomunp, Trigonometrical Series, S. 100. -

‘..‘»,/
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n, die Bedingung —- finr ———=¢q>1 erfilllen. Es ist naheliegend zu

fragen, ob man mcht ahnlicherwelse die Losbarkeit in der Klasse
L, 1<p<2 sichern kann. Eine Mﬁglichkeit wadre flir den Zahlen

t,, £ eine Bedingung von der Art Z (& +]€/|®) zu fordemn,

wo a nur von p abhdngt; das kommt aber nach einem Satze von
A. ZYGMUND™) nicht im Betracht, wie auch die Indexfolge n,, n,,..
sei. Man konnte aber denken, daB, wenn wir die Zahlen &, und e
der Voraussetzung ~

A A e,
81 lel= o5, [&l= 5 (6<1/2, ¢ =d(p))
, unterwen‘en und die Indizes n,, m,, ... ,geniigend zerstreut®

wiahlen, dann gibt es stets eine f(x) in L, (l <p<2) mit
f(x)mz (a,cosvx+ b,sinvx) so, daB a., =g, b,,,‘__e,‘ k=1,

v.._

2,...) gilt. Wir zeigen, dafi auch dies nicht der Fall ist. Wenn
ndmlich solche p mit 1<p <2, 6 und Indexfolge n, <n, < ..
existieren, so bilden wir die Reihe

[

1 .
82 —_— ~
(82) ;;:Zz‘ Velog k COSM &(x).

Da die Quadratsumme der Koeffizienten in (82) konvergiert, exi-
stiert nach einem Satze von LITTLEWOOD') eine Folge My Moy - -

mit |7 =1 (k=1,2,..)) so, daB die Reihe >
A ( ) kz; V— ogk
die Founerrelhe einer Funktion g,(x) aus der Klasse L , ist.
p— l
Nach einem Satze von KAczmARz!?) ist diejenige trigonometrische
Reihe, welche durch Komposition- der Fourierreihe zweier Funk-

tionen aus der Klasse L, bzw. L , entsteht, die Fourierreihe einer
p—1

cos, X

besc_hré'inkten Funktion gg(x). Es sei nun 4:%, e;’=£61. Dann

- st (81) erfiilit und wenn unsere Behauptung richtig wﬁre,' exi-

15) A Zyvauuxp, On the convergence of lacunary trigonometrical series,
" Fundamenta Math., 16 (1930), S. 90—107.

16) J. E. LirtLEwooD, On the mean-values of power series, Proceedings
. London Math. Society, 25 (1926), S. 328 337.

17) S. Kaczmarz, On some classes of Fourier-series, journal London
“Math. Society, 8 (1933), S. 39— 46.
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- stierte eine Funktion g,(x) in L, mit
g4(x)~ %‘ (a,cosvx +b,sinvx), av, = v" , b,., Z;' .

Wenn. wir den obenerwihnten Satz von Kaczmarz auf die Funk-
tionen g,(x) und g,(x) anwenden, gelangen wir zu dem Ergebnis,

Lo = 1 . —— .
daB die Reihe kng cosm.x die Fourierreihe einer be-

schrﬁnkte_n Funktion ist, also auch die arithmetischen Mittel erster
Ordnung dieser Reihe tiberall beschrinkt sind. Das ist aber fiir
x =0 augenscheinlich nicht der Fall.

§. 3.

" Der wohibekannte Satz von YOUNG—HAUSDORFF wirft Licht
auf den Zusammenhang des Konvergenzexponenten der Fourier-
koeffizienten und des Integrierbarkeitsexponenten der dargestellten
Funktion f(x); gehdrt z. B. f(x) der Klasse L,, 1 <p<2, so ist

® L2 -2
die Reihe D, (|a,|*+|b,|”") konvergent und der Exponent ) P ]
v=1 . —

148t sich im allgemeinen nicht verkleinern. ZYGMUND'®) und PALEY!S)
bemerkten, daB, wenn man nicht alle Koeffizienten betrachtet,

sondern nur gewnsse @y, und b,,, wobei ”‘l“ =¢>1, so kann
k

man viel mehr aussagen, ndmlich daB Z; (a3, +'b‘,‘.) konvergiert.
Wie dieselben Verfasser spiter zexgten konvergiert, dann merk-
wilrdigerweise auch die Reihe Z“(Ia,.,|+[b,,,|) und zwar auch

in dem Falle, wenn die Funktion f(x) und ihre Konjugierte zu der
Klasse L gehdren.

Die Indexfolge n; ist sehr selten; wir betrachten anstatt deren
solche Indexfolgen n, <n, <... wie wir sagen, B,- -Folgen, fiir
welchen d1e Losungzahl der Gleichung :

(83) i+ g+ ..+ ny=
unter einer '_'von N unabhanglgen Schranke bleibt. Diejenigen In-

18) R. E. A C. PALEY, On the lacunary coefﬁments of power series,
Annals of Math 34 (1933), S. 615-616.



236 - S. Sidon

" dexfolgen j, <Jj, < ..., fiir welche ’}“

2q > 1 gilt, gehoren -
auch zu den B,-Folgen bei jeder ganzen [=2. Wie wir schon
bemerkten, kdnnen solche B,-Folgen viel dichter sein, als eine solche
Folge ji, js, . .. Betrachten wir einfachheitshalber den Fall / =2
“und untersuchen die dichteste Folge 1 =d, < d, <... der ganzen
Zahlen, fiir welche die Lbsungzahl d,+d,= N hachstens 1 ist.
Offenbar ist die Anzahl der verschiedenen der Summen d; 4 d,
n(n—1)-
)

n(n—l)

'(1;1‘;-/(;';‘1]—1) “hochstens ,.also gilt:

1+

hieraus folgt durc_:h Addition d,, = ? + 1. Wahrschemhch exnstneren

- By-Folgen df < d; <... mit d,f-—O(nz_“). Es sei immer [ 2 und
ganz. Wir beweisen die folgenden Sitze. ’

- Satz XL Es sei die lndexfolge n<n<... eine B;-Folge,
_-q > 2, f(x)EL 1, und f(x) ~. Z (a. coswx+ b smvx) Dann lst )

lq—

-kg 'l“""s‘ < oo, |

Sa"tz' XIi. Es sei n, <n, ... eine B,-Folge, q > 21 und'

| Z( +b?.,‘)—O(K W),

, Bevor wir dlese Sﬁtze bewelsen schxcken wir zwei Hllfs-
-sétze voraus - :

Hllfssatz C Wenn Zlﬂ,, "“<oo -q=2 und ny,n,,...

g()EL ,, wo g(x)~ % (a cosvx+b sin vx) Dann ist

- ‘eme B,—Folge bedeutet darm gehort die Funktton 2(x) NZp’ e

o o \ie-D
zu der Klasse H,,, undf[g(x) s dx < cs(l q) ( 2 |ﬂk|’_ )

Vorquerkung. -Emen in ahnhcher' Rlchtung wie Hilfssatz C .
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@®*

: i'iégénden'Sati~_fﬁr die spezielleren Reihe Zl' (a,cosm.x+ b, sinm,x)

mit l:;"—’ =g > 1 findet man in einer Note des Herrn A. ZYGMUNDY).
k . X

_ Beweis des Hilfssatzes C. Es 565(215’1-2"") =-ZA Pl

Wenn wir beweisen, daB Z |A |"‘1 konverglert dann ist nach

m=1

'dem Satze von YOUNG—HAUSDORFF [g(x)]' €H -Es_gilt offenbar
) (84) . _Alrp— . Z ﬂll ﬂi, ﬂt’ .

""1+ +n,l_m )

‘Dann ist aber -
A= 2 Buba BT

=6 (lr q) o Z mlﬂ_"xlq‘-l Iﬂ'l‘_i’-

. ll"1+...+n'-[=
" da die erste Summe nach der Voraussétzung nur Glieder enthilt,
dessen Anzahl unter einer von m unabhanglgen Schranke bleibt.
Dann ist aber

) '_q_v . o _a\! . ‘
ZlA,,,["‘S.o,(l q)(Zlﬂ..l'*‘) qu. e. d.
Hnlfssatz D. Wenn g=2l, z=¢&'%, n,, fiy, . .. die-obigé'_'

41ndexfolge und P(z) an"" dann ist .

- AR A
 fir@rarsa ot (; )
|z|—1 _ . . :
Beweis. Es sei q <g<q’, wo q" und g” gerade ganze
Zahlen bedeuten, und es sei vorausgesetzt, daB Hilfssatz D - ftir
.gerade Exponenten schon bewiesen sei. ‘Wenn - wir die Zahlen
6, und 6 durch - -
6 +46,=1, q6 +q"6 =4
deflmeren SO folgt aus der Ht)lderschen Unglelchung

m) A. Zmumm, Note ‘on tngqnometncal and Rademacher series,. Prace'
,mal ftz 44 (1936‘} S. 91-—-107. '
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f IP@Idg= f |P@)"|PE)* do <
|sf=
<(,'.L|P(Z)|q dg)’ (. J 1P ag)*<

. <cs(l, q)z (2 -) '+(GT”_'1)6'( Zx'lyblz)";'(q'dﬁf’dl):

. 2. K 2
—a6 0k 3 k),

wie behauptet. Es gentigt also Hilfssatz D fiir gerade ¢ zu be-
weisen. Aus der Definition der Indexfolge folgt offenbar, daB die
- Losungzahl der Gleichung n; + ny+ ...+ n;,, = N kleiner ist als

(A q)N%_'. Aus dieser Bemerkung und aus der Cauchyschen
KQ

Ungleichung folgt, wenn wir P(z)7 — ZA z setzen

K2 s ‘
1 . . a . 2 \
-2—7'(- lfllp(z)l d(p—,,;l ,Anl _,.; n,1+ %"/ nrq;’tg. < Vi =
|zf=
= .
. 2 0
N () Z Z |7'-1V2|y‘-2|2__.l;,'_q’2'2§ .

1+ +ﬂ‘/2

e, DK? ( 2 17 I2J%

Beweis des ~Satze.s~Xl. Es sei
f(x) ~ %‘ (a, cosvx+ b, sinvx),

Dy(2) = Z (ar; sngna,,,‘cosn,,x+bl’.;'signb" sinn, x).

Dann ist

$= 3 (al +1bul)= L [0 Bumax<
0

2n 2z

s Jirwr e | [1oopas]
0

0
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‘ Wenn man Hilfssatz C mit Rg(x) = @K(x) anwendet, folgt

lg—1

S< —[JV(")I“-I dx] o cel, Q)(Z |ad;! 51gna..,‘ +

£ 1g-1 g¢-1

b5, sign i |"—1) T =l ‘I)[ lf(x)vq_l'dXJ g,

also

2n
lg-1

s<ao| 170 a] T
0

-unabhéngig von K, qu. e. d.
Beweis des Satzes Xll. Es sei

2n
K . K .
U; 'kzl (a:,‘—{—bf.k):?]t.Jg(x) L Z ; (ankcosnkx+bnksinnkx)]dx
: = 0 - ' :

also nach der Holderschen Ungleichung .

U<——[J|g(x)|" ‘dx]v_l[f’: , " q,dx]%.

X
D (@, cosn,X + by, sinn,x)

Wenn wir Hilfssatz D mit R P(z) = 2 (., cosnx + br, sin n,,x)
anwenden, folgt, daf .

U<eu(l q) ( J |g(x)|q_ldx)— E :U?,

also
2q;2

-. U<enll, q)K"%l(ﬂg(}c)ﬁz_*dx) v
9

Satz XIII entspricht dem oben erwshnten Satz von ZYGMUND.
In diesem Satze figuriert die’ Voraussetzung, daB f(x) und f(x)
zu der Klasse L gehoren. Im Satz XII fordern wir nur die L-Inte-
grierbarkeit von f(x) selbst, und statt der anderen Halfte der
Zygmundschen Voraussetzung tritt die Forderung, .daf die Reihe
pliickenartig® sei. Genauer:
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Satz Xill. Es s'ei_. fREL, f(x)~ 2 (@, cosox + b, sinw),
die Indexfolge n, < ny< ... sei von der Beschaffenheit ‘daﬁ

l'+1

——=¢>1 und es gdbe ein ¢’ mit ¢>¢*> 1\ so, dafa, =b,- 0 -
fzIr alle n fiir welche _
7<n<nk(r,’n4=n;{ (k.=-l,2;...). |

-'Dann ist die Reihe Z (a5, +65,) konvergent

Bewels 'Es sei ! die kleinste ganze Zahl, ﬂIr welche
o 1+ l <q
gilt'.A Es sei ¢, ¢, ... eine behebxge Folge aus Zahlen + 1,0 < I<r
und wir betrachten die formal gebxldete tngonometnsch_e Reihe

Z ¢ oS P X ~ II (1 + &, cO8M,,., ).

Ein analoger Gedankengang, wie beim Satz X, erglbt daB alle
diese Reihen Fourier —Stieltjes-Reitien sind. Dann sind aber. alle
Relhen welche aus der Founenelhe der L- mtegnerbaren ‘Funktion

f(x) durch Komposmon mit den Relhen Z c" " cosvx entstehen ,

nach einem bekannten Satze’°) ‘wieder Founerrelhen von L-inte- _
grierbaren Funktionen. Diese Reihen sind aber wegen der Index-
_bedingungen von der Form '

2 Erorr (aﬂl +r cosnla+rx+bnl +r Slnnln+rx)

Wle 1ch aber friiher bew1es’“), “ist die Quadratsumme der . Koeffl-
‘zienten einer trigonometrischen Reihe konvergent, wenn die Reihe
von_ der Beschaffenheit ist, -daB nach Komposntlon mit einer be-
heblgen Folge aus Zahlen +1 immer eine Founerrelhe einer

L- mtegnerbaren Funktlon entsteht es ist also Z(a,.l +’+ ,.“-")'

"

ko_nvergent (r=0, 1,.. l—l), also auch die Relhe E(a,. + b,.,)

m) ZYGMUND Tngonomelncal Series, S. 100. . . :
. 21) S. Stpox, Ein Satz iiber die Fourierschen Relhen stetlger Funktxonen,
Math. Zeitschrift, 34 (1932); S 486 . .
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Beiﬁglich Hilfssatz D bemerken wii_. folgendes; ‘Es sei eine
B-Folge n,<n,<... gegeben mit der Zusatzbedingung, daB

r;:">a> 1. Wenn N, <N, < ... die der GroBe nach geordne"te
k

Summen von der Gestalt n;,+n,+...-+n; bedeuten (. fest und‘
l<j<l) und ¢=2I/, dann folgt analog I }

2x
Z a,2%

@ J
0

Ob diese Ungleichung auch flir- 21>q >— gilt, konnte lch mcht"

dtp <c1'«(¢1)K2 o (Z lakl’)

. entschelden

Wenn wir den Begnff der B;- Folgen auf andere Orthogonal-
 systeme singemib ibertragen wollen, milssen wir ihn etwas abdndern.
- Beztiglich einem Orthogonalsystem @o(x), @,(x), ... nenne ich eine
lndexfolge m< n2< . eine B;-Foige, wenn dle verallgememerten B

4
Founerkoeffnzlenten der Funktxonenfolge ‘@, (x)—[ Z Pn, (x)]‘,

(v—l 2,..) (bezﬁghch dem System @, @,,..".) glenchmaﬁlg
- beschrédnkt smd Fr- das-trigonometrische ‘System' und- filr /=2 .
sind also die B;-Folgen mit den obenerwidhntén Bf-Folgen iden-
tisch. Ftir das Walsh-System kann man-den Beweis des Hilfs- "
 satzes - D ﬁbertragen also gllt ﬂlr ]ede B, Folge H<y<..

S fx) Eaktp.,,, (x)- die Unglelchung

R f[f(x)]ﬂ'dx«ﬂ( Sal.
" Fernér gxlt wenn M <M, < dxe)emge ganzen Zahlen bedeuten:t, .
welche im - dyadischen System aus_h Zlffern bestehen, fﬁr das -
Walsh System dxe Unglelchung : :
S .

@) f

(x)

L4 2
dx<cxe(ﬂ)( a)ﬁ;-'
j=1_77



42 ‘ . 'S. Sidon .

| §4
H STEINHAUS warf die folgende interessante Frage auf Es sei

bekannt daB samthche Pamalsummen der Relhe l+ 2 a’ cosvx |

) ‘Uberall mchtnegatw sind.” Folgt -aus dieser Elgenschaft daB -
lim a,,__-O? Dnese Frage ist bisher unentschleden j SCHUR und

L I

.:j VON NEUMANN bewnesen daB wemgstens lim infa, -0 'P. ERDOs

n-> oo

ibewnes”) scharfer daf die Anzahl der ,groBen“ Koeffmenten'
*,sehr klein“ ist, d:"h. die_Anzahl derjenigen Koeffizienten a,, fir -
" welche 'v<n und |a,.|>e gilt, lSt belm festen & kleiner als

"c,,,(e)(logn)‘ ' Wenn wir statt der Partlalsummen anthmetxsche-'
-Mlttel erster Ordnung nehmen ~so folgt 1im a,=0 mcht wie die

n>m

_-_'-4Fe]érsche formale Rexhe ‘ -
' 1+2cosx+2cos2x+

zelgt Wenn wnr dle Partlalsummen von I+Za, cosvx mlt s,,(x)'
"-'bezelchnen so gilt offenbar ‘ '

'_.:(88) 2 Jlsk(x)ldx‘_"z Jsk(x)dx—l (k=0'1’2')

':'A'-_'also smd dxe geometnschen lntegrale der Parhalsummen beschrankt
" Es-ist die: Frage nahehegend ob aus dleser schwicheren Voraus-’
setzung schon ‘nicht lim a, —0 folgt ln einer FuBnote einer frﬁheren

S ae®

_'Arbeltzs) habe -ich behauptet das die Antwort auf. diese schwachere'

Frage vernemend 1st - d. h es exnstlert eine’ Relhe Z a,,cosvx,

_ mnt den’ Exgenschaften e
J|s,:(x)|dx<c19 (k 0 1 2 ) hma >0 ;

',;er ich - spater bemerkte erglbt mem Bewels mcht dlese Be-

. 22) P. ERDOS ‘On a con]ecture of” Stemhaus, Revlsla de Ia Umvers:dad
Naclonal de Tucuman “1- (1940), S. 217220, '

23) S. Smox, Bemerkungen uber Founer-A und Potenzrelhen, dtese Ac!a .
(1934), S. 89. ' N
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hauptung, sondern nur daB eine Umordnung der Funktlonenfolge

1 cosx, cos2x IR exnshert 'so, daB, fur dle ,,umgeordneten :

Partlalsummen s+(x) gxlt d[ls+(x)|dx<c,9 (k 0 l ) und S
fima, >0 Fﬁr das Walsh System kann 1ch aber d1e oblge Be—

- n-»cn .

. hauptung ohne Umordnung bewe:sen B _ o
~Satz XIV. Wenn i(x)==1, 1/1,(x), ; dt'e' Fiznkttone'n"desv
Walshschen Orthogonalsystems “bedeuten, so gabt es ‘eine Relhe.;_'

- %a,xp,(x) s0, daﬁ

. l L
0.

.‘% a w (x)
Beweis. Wir betrachten das Produ-kt (m voller Allgemem-,'_:
hent bendtlgen wir es nur spater) : e .
(89a) P(t x, g)— ]I (n+ 0w (t) :pﬂ. (x)),

WO 0 “eine feste Zahl bedeutet Nach Multnphkatlon erhalten w:r‘
offenbar T L - ’

dx<cm,_lxma >O v

. L 2"“4 L .
(89b> P,,<t x e)—1+ 2 w (t) w,(x), R
wo J: dxe Zlfferanzahl von n :m dyadxschen System bedeutet also"j

(89c) n—2‘=x+2"s+ +2k

Es |st offenbar fﬁr |g[<

(89d) Pk(t X, g)>0 Koeff !ng(t) in P,‘(t x g)——g%;,(x)
' Wenn man von P (t X, g) zu Pm(t x o) ﬁbergeht ) blelben dlef'
Koefflzlenten von w,,(t) P (x), #< 22— unverandert er bllden_'
formal dle Reihe, ftir welche dxe (21 —1)-te: Partlalsumme ‘durch
T .
(89e) = avwx)wv(t)—ﬂ(we% (xm (t» = o 1,2

gegeben smd x beheblg aber fest Dann ist wegen (89d)
k ¢ agk—g,‘ . k——l 2

a]so wnr haben nur die’ erste Behauptung des Satzes 2u- bewexsen S
Es se: 2*<n< 2’“‘1 und S, (t X, g) d1e n- te Pamalsumme von (89e) .
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. [

__dann lst offenbar _
(903) S, (t X, 9)—‘Pb-1(t X, 9)+93n_e/:(t x,0) !la(x) 'Pk(f). :
also wegen P,_,(t x, ¢)=0 offenbar

- 1 L
- (900) 6“8 ¢ x ldts l+|e| Jlsatt x. e,
‘S'Aus (90b) folgt nach lteratlon, fal]s |o| <1
- A. ) :‘ " l L.
o J|s (tx, e)ldt<l+lel+10I* S

.-also 1st Satz XIV bewnesen ' .
. Man Kkann ubngens mit den obrgen Polynomen P,(t X, —1)
:auch den folgenden Satz beweisen.

- Satz XV.- ‘Wenn f(x) eznsetttg beschrdnkt ist. and in ihrer |
[ Walsh—Entw:cklung alle- Koeff:zzenten verschwinden,. fiir welche j
(szehe (89c)) gerade ist, dann ist f(x) betdersezts beschrdnkt.

Bewels Es. folgt offenbar aus (89b)

6[ Pu(t;%,0 wnu)dt—ef %(x)
-_'.".-er kﬁnnen ohne Beschrankung der - Allgememhelt voraussetzen )
.--.dab f(x)sM Dann-ist nach- der Voraussetzung
gy L '

| -2 a,.w,.(x)-ff«)a(t X —DdtsM

" wegen (89d) B _. o .
RADEMACHER“) bew:es daB, ‘wenn in der Walsh- Enthcklung .

B einer iiberall . stetigen Funkhon nur dle Koeffizienten .au (k=0,
1,2, ) (also die. Gheder it j-— 1) mcht verschwmden, -80 ‘ist

A:‘—Zlazkl <oo ahnhch wie . bel dem, tngonometnschen System Dies

- 148t snch nicht fur den: Fall ausdehnen,. wo w:r nur wnssen, ‘daB )

“alle . Koeffizienten mit- j=3 verschwinden. Wir beweisen, daf in
. diesem. Falle die Reihe in ]edem lntervalle glelchmal.’ng konverglert'
und es gllt sogar der -7 : : : A

-4) H. RADauAcmm, mege Satze tiber Reihen von allgememen Ortho-_ i
' gonalfunktlonen, Math Annalen, 87 (1922), S 112—138. S ) ’
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‘Satz XVI D:e Walsh Enthcklung einer uberall stettgen'
Funktion f(x) habe die E/genschaft daf es eine Zahl H gebe so,
dap alle solche Koeffizienten a, verschwinden, deren Index wenig- -
-stens (H+1)-ziffrig im dyadischen System ist, d. h. j=H+1
(siehe (89b)). Dann konvergtert die Relhe m jedem lntervalle -
- gleichmapig. 3

Beweis.  Wir betrachten mit den vongen Bezexchnungen
(s. Satz XIV) den Ausdruck :

, (92) a,s,(f, X, &) + @S, (1, X, (’a)+ +ams (t X, 95+1)—— o(t, X, e),
~wo |gj|<1,j=12,...,H+], die ¢; sind alle verschieden tnd
iiber d1e Zahlen a, werden wir spater verfﬁgen di(t x, ¢) hat offen- -
bar dne Form Z ﬂ..zp,,(x) zp.,(t),v der Koeffnzlent von tp.,(x) tp.,(t) :

© ist offenbar algi+a29;+ . @g1 01, WO J wie im (89c) die
Zifferanzahl von » im. dyadischen System bedeutet. -‘Wenn wir also _
" die Zahlen a,, @,,.. a,m s0 ‘bestimmen, daf '
v a1+az+ +“ﬂ+1—‘ v
01“1‘*' (’aaz+ + Qnuaﬂu-—- 1

(’2 ax+(’n a2+ + 93+1ay+1 = 1 .

+ gilt (was ‘wegen ¢,% ¢, moglich 1st), dann ist wegen der Lucken- ‘-

eigenschaft von f(x), wenn u, a(X) bzw: U,(x) die n-te Partialsumme
bzw. n-te Ceséro-Mlttel erster Ordnung der Walsh Reihe von f(x)' .
bedeuten, '

B,0)— U(X)_J [f(t) U1 D6 x, e)dt
Es ist wegen 91) S

H+l o
) — u<x)|<(2- o ) max _ /() —Us(0)],

—lev|/ ogi=4r
also st auf -Grund des bekanten Summablhtatssatzes unsere Be-
hauptung bewiesen.-.

Es gilt auch dne folgende Verscharfung des Satzes XVI Es
‘seien Nyj, Nyj, ... diejenige ganze: Zahlen, deren Zifferanzahl im
- dyadischen Systeme genau. j ist.. Dann folgt aus den Voraussetzun-

gen des Satzes . XVI. auch dne glexchmﬁﬁlge Konvergenz im [0 1]
- der Teilreihen :




. 246 LT "" .S Sidon e

Z aNk, ka, (X)

fnr 1<1<H demzufolge 1st Z IaN“|<oo L

. ‘Mittels den oblgen P.(t, x, g) und s, (8, x,g) kann -man den
N foigenden Satz beweisen, welcher eme gewisse Ahnhchke:t mit
den Sitzen des § 2 zelgt

Satz XVll Wenn 1[10, 1)1,, tp,, ... .das Walsh-System und
’- _l'.'lso, 81, &, belzebzge Zahlen mtt Z; £’<oo bedeuten darm besztzf -
.das’ System ’

~

6[ f(xmz»(x) dx=s, .

‘ -'etne Liisung f(x), deren Walsh Enthcklung dberall gletchmdﬁzg
?konvergtert ' A
o Bewels Nach STEINHAUS und KACZMARZ%) exnstlert eme

| ']v'*vuberall stetlge g(x) mlt g(x)~2b.,tp.,(x) bzk—Ze, (k—l 2 ) ‘
ESSCI'_ R
ey ﬁ(X)—Jg(t)P,, (t x, 2)dt

f,(x) ist: offenbar eln Abschmtt von ﬁ,+1(x) also nach (89b) 1st”_-".
ot nzk . , A

I f(t)w«)dt—e,,

o Wenn v“’(x) und V“’(x) dne n-{e Partnalsumme bzw das n-te_-'
- Cesaro-Mnttel erster. Ordnung von ﬁ(x), W, (x) das n-te Cesaro-
-Mlttel von g(x) bedeuten dann 1st wegen (92) und

V"" (x) V""(x) —J[W (t) W (t)]s (t X, 2)dt m > n
‘:‘dle Funktlon hm f,,(x) = f(x) ﬁberall stetlg Wegen

L) H. S'rnmnws S KACZMABZ Le systéme orthogonal de M Rade--
Amacher, Smdla Math 2 (1930), S 231--247.; R .



~ Orthogonale Entwicklungen. 247

R — V() =f e®—W.0)ls, (” "%) “

ist also die Folge ¥ (x) glexchmaﬁlg konvergent, also offenbar '
.. auch die Partialsummen von f(x), qu. e. d.

5 * Ein zum Satz XVII analoger Satz habe ich fiir Potenzrexhen

in. meiner Arbert®) ausgesprochen; dies gilt aber nur, wenn wir

~ die Glieder in ‘gewisser Art umordnen. Dem Satz XV entsprechend _

gllt aber wie es sich analogerwense bewelsen 1aBt, der »

‘o

Satz XVIIL. Die Founerrethe» (a,cosnx + b, sm nx) der

dberall stettgen f(x) habe die Ezgenschaft daﬁ es eine ganze Zahl
H gibt so, daf alle Koeffizienten a,, b, verschwinden, deren Index
im dyadischen System wenigstens (H +1)-ziffrig ist. Dann konver-
- - giert die Reihe in jedem Intervalle gleichmdpig.

h Fir H=1 hat diesen Satz schon KOLMOGOROFF?5) bewiesen ;

- in diesem Falle gilt auch absolute _Konvergenz’ '

Anhang l

SIE ‘Herr KAczmarz!?). bewnes ‘den Satz die notwendige und hm-
_ retchende Bedingung dafiir, daﬂ die Folge der Konstartén o, @,
- . die Ewenschaft habe, eme belzebzge Funktzon der Klasse

L f(x)w E (a cosnx+b smnx) ‘in’ eine solche der Klasse
L,,, p>1 g(x) Z a, (a cosnx+b smnx) zu uberfuhren, ist,

daﬁ h(x) ~ Z a-cosnx zur Klasse L, gehire.

In den folgenden geben wir fiir diesen Satz. einen, von dem
Kaczmarzschen verschiedenen, direkten Beweis.

- Bezeichnet S,(x), o,(x) das.n-te Cesiro-Mittel erster Ordnung
_der Founerrenhe von g(x) bzw. A(x), so gnlt

‘27
S.(x) '=;2—n' J o,(x+1) f(t) dt,
27 o

) 2) A KOLMOGOROFF Une contnbutnon :} letude de la convergence des
sénes de Founer, Fundamenta Mafh 5 (1924) S. 96——97
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'also nach dem bekanntem Youngschen Satze”)

O[|s P dx<| J o, (tﬂ"dtj If(?)ldt

wdraus die Hml:inghchke;t der Bedingung folgt.

Es sei nun g,, a,, a,, ... eine positive konvexe Nullfolge.

. . Loy . . 1- l -1 :

Es’ist leicht emzusehen daB dann die Folge —_— —_—— ...
a,’ a’ a,

eine konvexe Folge darstellt welche gegen —oo strebt. Dann ist :
die Reihe Z a, cosvx bekannthch die Fourierreihe einer Funktxon

F(x) aus der Klasse L”) er bestimmen dié Zahlen B, ;S’,, .
so, daB .

@ an(_x)=_'k§ BS(x).
“Da . .
—v1 E
”(x)_,,§ P a,,cosvx S,‘(x = g a,‘a,,cosux
ist, - gilt-wegen (94) |
’_171___:__'{;_1 @ = —l?i]-—l— alazﬂ1+ 1+2 — B+ + _*_—*1- a8,
(it (nsi1 20— n—l+1) o
ﬂ’—n+l( , .va' . {1 17%% + . Qiye ’
. - (I=0,1,...,n—2)
@) Y __2/1( 1 -L), |
s =1 n4+1\ a,, a,)’
n—_.a'l
~ Dadie Folge —_— konvex ist, folgt aus (95)

o § lm—
Aus (94) und (96) folgt daf -
o) Siehe z. B ZYGMUND, . Tngonomemcal Series, S. 71. Anwendung

mit g=1.
) Satz von Younc. Siehe Zvomunp, Trigonometrical Series, S. 109.
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" I, = ( J |a, (x)|" dx)l/p< e max U |S,,(x)|‘; dx)l/p

‘ Wenn dxe lmke Selte unbeschrankt wire, dann konnte man dne
- Folge a,, al, @,... S0 wihlen, da auch dle Folge a,l, unbeschriankt

.sei. Dann konnte aber dlese £(x) wegen hm f[Sk(x)ldx)l/p =10

~ nicht zu L, gehbren, qu e. d.

Anhang IL

Ich nenne hier eine Funktionenreihe Z; fu(x) ‘eine B-Reihé.

beztiglich des Intervalls a < x < b, wenn ihre Abelschen Summen
fiir 'a < x < b gleichmaBig beschrankt sind, eine C-Reihe, wenn
ihre Abelschen Summen flir a < x < b gleichmdBig beschrdnkt und
konvergent sind; eine Folge «, «@,,...,a,,... mit konstanten
Gliedern quasi-vollmonoton, wenn R(a,), R(a,), ..., R(a,), ... und
X(@), (@), . .., 3(a,), . . . die Differenz zweier beschrankter voll-
monotoner Folgen sind. Es gelten die Sitze:

Satz A. Dafiir, daf3 eine numerische Faktorenfolge a,,
a,...,a,... jede B-Reihe beziiglich des Intervalls a<x<b in -
eine ebensolche iiberfihre, ist notwendzg und hinreichend, dap sie
quasi-vollmonoton sei. E

Satz B. Eine jede C-Reihe beziiglich des Intervalls a< x<b
in eine ebensolche iiberfiihrende, numerische Faktorenfolge”) ist
quasi-vollmonoton.

“"Beweis des Satzes A. Ist die Folge a,¢,...,¢a,...

-quasi-vollmonoton, so gibt es eine Darstellung a,,=0[t"dp(t)
(n=0,1,2,...) mit 6( |dp(f)] <oo®). Gilt fir die numerische
> u,r
n=0

- #) Die Existenz- solcher nichttrivialer Folgen folgt aus Hilfssatz Il
dieses Anhanges. .
80) F. HausporrF, Summationsmethoden und Momentfolgen, Math. Zeit-

sdmﬂ 9 (1921), S. 74 109.

Reihe % u, die Ungleichung <M, M>0 uud fest, fur
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' 0<r<1 ) nst

Zaur"

| n=0

‘Max

0<r<1

‘Max .

<r<l

JZumwmn

A Uberfﬁhrt dle Faktorenfolge a,a,..., q ;ede B- Renhe in eme
B Reihe, so gilt’ fiir- em beheblges Polynom P(z)— Z a, z"
(1) Zab
- 'mit_nur von den @ abhanglgem C ""‘) Nach einem wohlbekannten -

Satze des Herrn F. Riesz?) folgt daraus die Erfullbarkext des
Glelchungssystems

jdp(t)_ a, j tdp(t) —a,.. jt"dp(t)'= a,

durch eine Funktxon p(t) mltbfldp(l)|<oo d. h die- Quasn-VoIl- '

<Mﬁ@m|

< C Max |P(z)|

monotonitat der Folge ay; a;, NP A
‘Beim 'Beweise des Satzes B sttitze ich mich auf folgende
Hnlfssatze

Hllfssatzl Ist dte numerzsche ‘Folge ao,a,,...,_a,.,.Q.

mcht quasz-vollmonoton s0 gtbt es eine B-Rezhe Z /. (x) bezuglzch

) des. Intervalls a < X < b fur welche lim

.a afn (x)(n.s'—rl = o0
v'fura<x<b 0<r1<r;<1 hmr,—hmr2—1 gilt. '
3 W:ire (l) mcht erfullt so géibe es eme Folge, von Polynomen :

P,;(z),-Pg(z),,..»,_Pk(z)—_ ZAa,kzn . mit Max IPk(z)| <1 und

: 2 aﬂkal.
n= .
_ao

""Fur dje Funktlonenrelhe f,.(X), wo f,,(x;,)—a,.;, fur x~xk, f,.(x)—-O fur ’

hm

n—=

,"’ai'~x4=x,., a.<Xe<.b, anl:'—o flﬂ" n > Ny gilt 3150

f,,(x) <l hm

.

% nmx)r"
: n=0 . r=0.
T fira<x <o, 0<r<l ’ :

. ‘3%) F. RiEsz, Sur - certéms systémes smguhers d’equatlons mtegrales
-'_:Annales de l’EcoIe Normale Supérteure, 28 (1911), S. 33—62
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Z;af(X)(rz——rl)|<oo fur a<x<b,

‘_0<r1 <rz<1 limr,y=1 fir ]ede B-Relhe bezﬁghch emes lnter»

Beweis. Aus lim

' valls a<x <b: folgt fﬁr ein beheblges Polynom P(z)— Za P
@ za,,a,, 1—r7)
fiir -jede.s' die Be_dmgungO <rn < r< l, n fest, erﬂ»illen:d'e r mit riur
von den e abhiingigem C.%%) Die Folge ,, a,(1—n,),...; a,(1 — e
‘und daher auch @, o, ..., a, . ist.also quasn-vollmonoton.

Hxlfssatz Il." Eine numensche Faklorenfolge \

<C Max 1P@),

B = DI tap(t), .-, B = J t dp(t)

“mit totalsetiger Belegungsfunktion iIberfﬂhrt Jede B-Reihe bezﬁgllch
a < x< b in eine C-Reihe bezdglzch a<x< b : =

. Beweis. st Zu eine numensche Reihe mlt

: < M
_'M>0 und fest fur O<r<l ‘S0 gllt fur O<r1<r2< wenni'ﬂ"
ve>0 ‘sonst- beheblg, das Polynom P(z) —Za ™. dle Un- o

erﬂlllt z w2 '—'—‘-_g(z) | ,fﬁ’r g

glelchung J | d[p (t) P(t)] | <
30' <  zj,< "l’ , J t P(t) dt = ﬂ,: .'.gése-tzt wi_rd,

n(pn ﬂ)(r2 _’;l

Ulg(m) g(trmd[p(t) P(t)}'

(r2_rl)

2 . [ "'"g(r)dr+( )Jr"‘ .g(r)dr]

; » <(ra"f1)iQ?

) (2) ergibt sich :a'nil()g Wie_ (l)_."..'j o
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“mit nur von M und den @ abhdngigem Q. Es"i'st also fiir r,—r, <

i

1
2Q

Hilfs satz Il Jede Funktionenreihe®) 26‘ () mit
PRACTCETY

, - S
‘kann durch eine Faktorenfolge £, 8; =6[ tdp(t),..., 8, :df t"dp(t),...

lim

_-——'oofii'ra<x<,b,‘0<rl-<rz<A 1, limr,=1

mit totalstettger Belegungsfunktion in . eine Reihe von ebensolcher
Eigenschaft liberfiihrt werden.

" Bewe is. Ohne Beschrﬁnkung der Allgemeinheit kann voraus-
gesetzt werden, daB es Folgen: x;,x,...., X,,.. 3 T Nagyeees T oo
I3, fea, oy Fagye.. Mit a<x,<b, 0< rl,, < o < 1 ‘limr,=1 und

lim Zf (5) (=) =eo gibt. Ist § f(x,‘)[(trg,,)—-(trl,,)]>
,>-_ Zf(x,,)(r,k—r“) fitr t,,<t<-l -p,,(t)=-o fir 0<t<t,

" p,‘(t)-— t" fir't,<t<1, so IaBt sich nach dem aus der Theorie
der smguléren lntegrale wohlbekannten Lebesgueschen Verfahren
die Funktlon p(t)= Zy,p,‘,(t) mlt konstanten y und Z 7] < oo
SO konstruneren daB . dne zugehdrige Folge

ﬁo.ﬂl—Jtdp(t). b, ftdp(t),

von der gewﬂnschten Beschaffenheit sei.

Beweis des Satzes B. Ist die numerische Folge a,,
‘&,..., @,,... nicht qua51-vollmonoton so gibt es eine B-Reihe

-bezﬂglich. des’ Intervalls a < x<b, § £,(x), mit

fim

g 0 [, 6 — )| =

" 34) Hierbei ist vorausgesetzt, 'daB die Potenzreihen Z [0 fir
. n=0
121 <1 konvergleren :



Onhogonal,e_ E'nh‘.vi;:klungen.', . 253
fiira<x<b, 0< r1<r2< 1, hmrl—-hmr,—-l Ist
B, b= 6[ tdp(t),.... 4, -Jt dp(t);...
die nach Hilfssatz Il exnstlerende Folge mit totalstetnger Belegungs-
funktion, fitr welche -llml Z(:a,,ﬂ,,f,,(x) (r —rl)’=_oo fﬁr_a_<x< b
0<n<n<l, limrn=limr= 1, s6 wird die C-Rei’he % 8.1 (x)

beziiglich des Intervalls a < x<b durch ao, a,..., ¢, ... in keine
ebensolche bergefiihrt. ' ‘

(Eiﬁgegdngen von 5. Juni 1937 bis 13. Juni 1940;
qmgearbeitet' eingéegangen am 31. Dezember 1941.) "'



