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Uber die Fouriersche Reihe der Abkiihlung,

Von L. FEJES in Kolozsvar.

1. Es seien Q==p,, p,, s, ... in zunehmender Grofienordnung
die nichtnegativen Wurzeln der transzendenten Gleichung z+htgnz=0
(h>0)Y), (x,, x;) ein beliebiges reelles Intervall von der Lange
x,—x,=2n und f(x) eine in (x, x,) erklirte reelle L-integrierbare
Funktion. Wir nennen die Reihe

(N F(x) ~ UZJ (@, cOS p,x + b, sin g, x),
. h . . 2u, [l
B= (k) .[f(t)dt’ W= g —smdnp, ) O st

b — 24,
YT 2mp, —sin2mu,

— nach dem Vorschlag des Herrn Professor L. FEJER — die Fouriersche
Reihe der Abkiihlung von f(x)?).

Diese Reihe geht im Grenzfall 1+co in die gewthnliche Fourier-
sche Reihe iiber, verhilt sich aber trotz dieser formalen Ubereinstimmung
in mehreren Hinsichten gegeniiber der gewdhnlichen Fourier-Reihe ver-
schieden. Fassen wir zundchst kurz die wichtigsten Ergebnisse beziiglich
dieser Reihe zusammen !

Jf(t) sinp, tdt, (w==1,2,...)

1 1
1) Setzt man ‘uv,,=v——2—+ é, (h), so gilt 5= So() > 0,() > () > . . .

6,,(h)=——h—-|— O(——ly) Fiir ein festes » ist dagegen lim d,(h) = —l—~
Yy v? oo 2

?2) Fourier stoBt im Problem der ,radialen Abkiihlung einer Kugel“ an den
Sonderfall x5+ x, =0, f(x) 4 f(—x)=0, d. h. an das Problem der Entwicklung
in (0, #) in eine reine Sinusreihe. Dieser Sonderfall ist in erster Reihe dadurch
ausgezeichnet, daB {singrx} in Bezug auf (0,7) — und dafier auch fiir (— =, %) —
ein Orthogonalsystem ist, wihrend die Orthogonalitit durch Hinzufiigung des Sys-
tems {cosu»x}, oder durch Ersetzung von (—=, =) durch ein anderes Intervall ver-
loren geht.
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2, Die Reihe (1) ist als Sonderfall der allgemeineren Cauchyschen
Exponentialreihe?) im Inneren von (x,, x;) mit der gewthnlichen Fourier-
Reihe von f(x) dquikonvergent und stellt hier dieselbe Funktion dar
wie die gewdhnliche Fourier-Reihe?). Bezeichnen wir die Partialsummen
der Reihe (1) mit s,(x), so gilt genauer:

R

L [ EED gy ar 0,

Ly

@1 S, (%) =

- wobei 7,(x) in (x,-+9J, x;— ) fiir n»oco gleichmafiig gegen Null strebt,.
wie klein auch die positive Grofie J sei.
Fiir die Intervallendpunkte x,, x; gilt?):
27

5. (%) = 2 2 Jsmnt f(x0+t) f(x— dt+o(l),

(2 2)

sn(xl) :721- J Sil’ltnf f(xl‘-'t) ;:f.(xo‘{' t)

dt+o(1).

' Daraus ergibt sich
(2,3) o lim [s,(x) + 5.(x,)] =0.

Es lafit sich ferner zeigen®), daf aus der Konvergenz bzw. Diver-
genz der betrachteten Reihe an einer beliebigen Stelle x die Konvergenz:
bzw. Divergenz an simtlichen Stellen x4+ 2m= (m=1,2,,..) folgt..
Es gilt die Gleichheit (2, 3) enthaltende Beziehung

2,4)  lim &) +s&x+27 :he-"“femf(t)dt, XNEx=%,

71 -> w0 2 '

woraus sich die Summe der betrachteten Reihe in (x,, x,+ 2n) be--
stimmen Jadft.

Wir heben schlieBlich nur noch ein — zum Lebesgueschen Satz
iiber gliedweise Integration der Fourier-Reihen analoges — Ergebnis-
hervor”) : Die aus der Reihe (1) durch. gliedweise Integration erhaltene-
Reihe konvergiert in (x,, x,) gleichméfig gegen das unbestimmte Integral
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von f(x):

v

a
o

(2; 5) [f(z‘)dt:c-}—aox + Z; (— % Cos . X

Ty

sinuvx), X, X=X,

‘wobei ¢ eine geeignete Konstante bedeutet.

3. Entwickelt man ein Polynom

mn

(x) = Z (avcosp,x -+ G, sin e, x)
r=0

in (x,, x,), fiir die z(x,) 4+-%(x;) =0 ist, in eine Fouriersche Reihe der
Abkiihlung, so konvergiert dieselbe fiir x, < x <x, gegen %(x), ist aber
wegen (2. 3) keineswegs mit z(x) identisch. Zieht man aus dieser Reihe
z(x) ab, so erhdlt man eine Reihe der Gestalt

C)) 2 (A, cospe,x + B, sinu,x),
pr==]

die in allen ‘inneren Punkten des Intervalls (x,, x;) gegen Null strebt.
Die Unizitdtssatze der gewdhnlichen trigonometrischen Reihen verlieren
daher fiir derartige Reihen ihre Giiltigkeit. Vielmehr mdchte man im
ersten Augenblick nach den obigen Betrachtungen erwarten, daff es fiir
die identisch verschwindende Funktion in (x,, x,) unendlich viele
wesentlich verschiedene Entwicklungen gébe.

Dies trifft aber nicht zu! Wir werden zeigen, dafl eine — ge-
wissen ziemlich allgemeinen Bedingungen geniigende — Reihe der
Gestalt (3, 1), die in (x,, x,) fast iiberall gegen Nuil strebt, bis auf die
Normierung eindeutig bestimmt ist. Dies folgt aus dem

Satz: Es sei Z (a,cosu,x -+ b.sinu,x) eine Reihe mit den Par-
p==0

tialsummen s,(x), fiir die [5,,(t) dt in (x), x,) gleichmdflig gegen das
unbestimmte Integral einer L-integrierbaren Funktion s(x) strebt, und fiir
die 1im [s,(x,) +$.(x,)] =0 ausfdllt. Dann ist diese Reihe die Fourier-

sche Reihe der Abkiihlung von s(x).

Das Bestehen von (2, 3) erweist sich daher nicht nur als eine
notwendige, sondern — im wesentlichen — auch als eine hinreichende
Bedingung dafiir, dafi eine Reihe von der Gestalt (3, 1) Fourier-Reihe
der Abkiihlung in (x,, x;) sei. ' :

-Wir wollen diesen Satz an einigen Anwendungen erldutern. Be-
merken wir zunidchst, daf die Bedingung iiber die gleichmiBige Kon-
-vergenz der durch gliedweise Integration erhaltene Reihe sicherlich
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1
erfitllt ist, wenn z, B. >’ (a_"‘_*;_b:.):_

v=1

konvergiert. Aus der Konvergenz

-dieser Reihe folgt aber — wie wir sehen werden — die gleichzeitige
Konvergenz der Folge {s,(x,) +s,(x,)}. Mithin erhdit man durch ge-
eignete Komposition von zwei Reihen der Gestalt (3, 1), fiir die

(A2+B ) 2/» konvergiert und die in (x,, x,) fast iiberall gegen Null

‘I'_

streben, eine drifte Reihe, fiir die lim [s,(x,) + 5,(x;)} =0 ausfillt. Diese

n—->ow

letztere ist aber als Fourier-Reihe der Abkiihlung ven f(x)—O identisch
‘Null. Wir erhalten daher aus unserem Satz als

Korollar: Eine Reihe 2 (a, cosu, x+ b, sinu, x), fir die
v=0

2_, (b + B2)2 /v konvergiert, und die in (x,, x,) fast iiberall gegen Null

r=1
strebt, ist bis auf die Normierung eindeutig bestimmt.

Als eine weitere Anwendurig betrachten wir die ,Reihe” sinu,x,
in der also mit Ausnahme von b, simtliche Koeffizienten verschwinden.
Dieselbe ist nach dem obigen Satze in (—m, n) die Fouriersche Reihe
der Avkiihlung von sing,x. Wir erhalten daraus auf einem indirekten
Weg das Fouriersche Ergebnis, daff namlich die Folge

1

L
T Ky T .
—_— , =12, ...
( 2 ZnAu,,—SmZnu,,) SHL b X v=1

in (0, n) ein normiertes Orthogonalsystem ist.

Vor dem Beweis unseres Satzes wollen wir, vollstdndigkeitshalber
-den Beweisgang der Ergebnisse von 2 kurz zusammenfassen.

4. Wir erkldren zunichst, was unter einér Cauchyschen Exponen-
tialreihe zu verstehen ist. Betrachten wir zwei ganze Funktionen x(2)
‘und y(2), deren Summe 7n(2)=x(2)+(2z) nur einfache Nullstellen
besitzt und die auBerdem folgender Bedingung geniige leisten: Es
lassen sich zwei positive Gréflen ¢ und M, und eine mit dem Anfangs-

punkt konzentrische Kreisfolge K, K,,... mit den Halbmessern
<1< ...(r,~o) derart angeben, daff fiir samtliche Werte von n
Y(2) x2(—2) o
@ ” Vo |+ | 2 ||tz < v,
wY

ausfillt, wobei K" den in der Halbebene R[z]=0 liegenden Teil von
K, bedeutet. Sind zwei derartige Funktionen 2(z) und v(2) vorhanden,
so bezeichnen wir mit & die obere Grenze derjenigen GroBen o, zu
denen sich eine die Ungleichung (4, 1) befriedigende Schranke M, an-
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geben lafit. Betrachten wir nun ein beliebiges reelles Intervall (%0, X1)
von der Linge x;,—x;=0¢ und eine in (X,, x,) L-integrierbare Funktion:
f(x) und bilden die Reihe

N

Y /C("*) j A(z-t)
wobei die Summation in einer gewissen Reihenfolge auf sdmtliche
Wurzeln 4 der Gleichung 7n(4) =0 zu erstrecken ist. Von dieser Reihe
bilden wir durch gewisse Anordnung und Gruppierung der Glieder eine
wohlbestinmte neue Reihe. Und zwar fassen wir sdmtliche Glieder der
urspriinglichen Reihe, fiir die r,.; =|4| <r, (r,=0) ist, in einem einzigen
Glied der neuen Reihe zusammen. Die so erhaltene Reihe

42 fe)~ f DR () e‘”f(t)dt
V=1 ry SU1<, (/1)

nennen wir die Cauchysche Exponentialreihe von f(x).

Diese Reihe ergibt im Fall y(2) =e"?, ¢(2)=—e""* die gewohn-
liche Fourier-Reihe, im Fall x(z) =(z+h)e*:, ¢(R)=(z—h)e™* die:
Fouriersche Reihe der Abkiihlung. Im ersten Fall kann man etwa

1. .
r,,::n—i——z—, im zweiten etwa r,=—n setzen.

Fiir die Partialsummen der Reihe (4, 2) gilt

Ty

Z. Crett= L J ft((zz)) -e’@“‘)f(t) dtdz.

n

Mit Riicksicht auf X(()) 1-—- ;’:g; konnen wir das rechtstehende

Integral in die Summe folgender drei Integrale zerlegen:

N 4 1 w(z)
AL —
4, 3) = C2€% = — 5 (z) F(z;x)dz +
Kt

+7IH.]‘F(z;x)dz ' Jﬂg 3 F(—z;%)dz,

1 xt
n

wobei wir der Kiirze haiber die Bezeichnung
Flz; )= | e=of(t) at

- eingefithrt haben. Der Beweis von (2, 1) beruht auf der Bemerkung,

dafl das hier auftretende mittlere Integral das Dirichletsche Integral von.
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f(x) ist:

- fF(z x)dzw_jsmr(x t)f(t)dt

wovon wir uns durch die Vertauschung der Integrationsreihenfolge un-
mittelbar iiberzeugen konnen. Gleichzeitig 1a6t es sich zeigen, daf die
beiden anderen Integrale in (4, 3) fiir x0+d<xxx —d (6 >0) gleich-
mafig gegen Null streben. -

Diese letztere Behauptung ist mit Riicksicht auf die Bedingung
(4, 1) eine unmittelbare Folgerung der nahe liegenden und leicht be-
weisbaren Tatsache: das Integral

F(z; xo) = j]e-z(e_xu\f(t) dt

strebt in N(z) =0 mit — glelchmaﬁlg gegen Null.

Ahnlicherweise lassen sich (2, 2), (2, 4) und (2, 5) aus der obigen
Integraldarstellung der Partialsummen bzw. aus der Gleichung

‘ & Ax 1 J X(Z) N —
c-{-cox—{—ugrﬂ e = ZH(Z)F(z,x)dz._
In

1 [ 2@ g, _LJL . xX)dz —
_2711 F(z; x) dz+2m. p F(z; x)dz

21 (2)
+ K+
1 2(—2) )
~ Zmi f——zn(—z) Fl=z;x)dz
’ ]{ﬂ+

herleiten. In die Einzelheiten wollen wir jedoch nicht niher eingehen.

5. Zum Beweis des in 3. angedeutéten Satzes machen wir einige
vorbereitende Bemerkungen. Wir wollen die Operation, welche die be-
liebig hingeschriebene Reihe

2 o, cosp,(x—a,)
v=1
in v
& Cosp,(x—a,) +cosu, (x+2n—a,)

D o 2

itberfiihrt, mit @ bezeichnen. Es gilt

M

v

1 3-cos2nu,
2

sin2mp,

Dcos p, (X —a,) = 5

cosp,(x—a,) — sinu, (x—ay),
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woraus sich wegen ,uu-}—htgnu,,:-—-O

prcosty (x—av) + po sinp, (x—ay)

(5,1) deosu,(x—a,) = T 2

ergibt.
Aus (5, 1) geht klar hervor, dal die beiden Reihen, die wir aus

einer Reihe Z' g, cosp,(x—a,) — fiir die etwa |o,|=<1 (v=0,1,2,...)
v={

gilt — durch gliedweise Integration bzw. durch Anwendung der Ope-
ration @ erhalten, fiir sdmtliche Werte von x &dquikonvergent sind.

Wesentlich aber ist fiir uns, daB die Reihe @ D o,cosu,(x—a,) wie-
v=0

~derum eine Reihe von der Gestalt D oycosu, (x—a,) ist, wihrend
v=0 .

dies fiir die durch formale Integration erhaltene Reihe im allgemeinen
(genauer im Fall g,5=0) nicht zutrifft. '

Wir zeigen nun, dab jedes Polynom z(x)= 2 o, cosu, (x — a,)
r={
der Gleichung

(5,2) Dr(x) = he "= j erte(t) dt + e~ =7 d(x,)

geniigt®). Dazu sei nur bemerkt, daB das unbestimmte Integral

hCOSM,,(t-—-a,,) + M‘vSln Mv(t )
ht _—
Je cosp,(t—a,)dt= W +C

ist, woraus sich wegen (5, 1) leicht (5, 2) ergibt.
Wir beweisen noch folgenden

Hilfssatz: Konve‘rgiert die Reihe Z 0» COS i, (X — ) in (x,, X;)
v=(

gleichmafig gegen Null, so verschwinden sdmtliche Koeffizienten o,
dieser Reihe.

Zum Beweis beachte man, dab die Reihe @Z@vcosm(x——a)
wegen (5 2) ebenfalls gleichmagig gegen Null zustrebt Wir kénnen
ferner voraussetzen, dafl die Reihe le,,l konvergiert, denn die Ope-

=0 :

ration @* (d. h. die zweimalige Anwendung von @) eine derartige
Reihe liefert.

Setzen wir nun im Gegensatz zu unserem Hilfssatz voraus, daf die
Reihe nicht identisch verschwindet. Der erste nicht verschwindende

8) Mﬁ— Hilfe von (5,2) 148t sich (2,4) auf den Beweis von (2,3) und (2,5)
zuriickfiihren.
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Koeffizient sei oy==1. Wenden wir auf die befrachtete Reihe die Ope-
k
ration @* an. Dadurch geht ¢, in ———11——,‘—91,, a, etwa in a,, liber.

(7 +u)*
Wir normieren die erhaltene Reihe derart, daffi der Koeffizient von
cosp, (x —ay,) wiederum 1 sei:

k .
2 PAYE @® .
.3) ﬂ‘%fﬁ: D D 0, o8, (X — ) =

y=N
k o .
= €08 fy (x— &y,) + (2 + 13)° _§1~—"L—Zcosm(x—a,k).
IR ()R
Es gilt aber
k o @
) D 2 cosp(x—aui) 5”_%1[9%

y=N+1 (hg_*_#fi)?
1
PR Gk 5 G

1

(h2+.u?v+1)?

und s,bmit kann die Reihe (5,3) fiir geniigend grofie Werte von &

keineswegs Null als Summe besitzen. Aus diesem Widerspruch folgt
unser Hilfssatz. ‘

Nun ist zum Beweis unseres Satzes nur noch ein einziger Schritt

dibrig. Konvergieren die unbestimmten Integrale der Partialsummen s,(x)

<1,

einer Reihe > o, cosﬁ,(x—a.,) in (x,, x,) gleichmibig gegen das un-
v=0

-bestimmte Integral einer L-integrierbaren Funktion s(x):

[s.ydt~sydat, x=x=x,

Ly

n-» o

«und ist dabei {im ®s,(x,)==0, so ist wegen (5, 2) auch @ Z v COSty (X—a,)
v=0

.gleichméfhig konvergent mit der Summe

x

@ Z(; 0,COS U, (X — @) == he"‘xJe’”s(t) dt, Xp = XX,
Diese Reihe ist aber zufolge unseres Hilfssatzes mit derjenigen Reihe
identisch, die wir aus der Fourierschen Reihe der Abkiihlung von s(x)
mittels der Operation @ erhalten. Dies ist aber nur moglich, falls die
‘betrachtete Reihe die Fouriersche Reihe der Abkiithiung von s(x) ist.

6. Zum Schluf machen wir noch einige Bemerkungen. Es sei
«¢p(x) eine reelle Funktion, die in (x,, x;) eine Ableitung von beschrénkter
:Schwankung besitzt und fiir die ¢(x,) + @(x,) =0 gilt. Es !aft sich®
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leicht zeigen, daf} fiir die Koeffizienten a,, b, der Fourierschen Reihe

der Abkiihlung von @(x) a,=0 (7}) , b= O‘(;]?)' gilt. Setzt man.

, S0 leuchtet ein, daf} eine beliebige Funktion.

p(0) =) — LEITSC8)

f(x), die in (x,, x,) einé Ableitung von beschrinkter Schwankung:
besitzt, sich in (x,, x;) in eine absolut konvergente Reihe der Gestalt:
f(x)= > (A, cosu,x + B, sinu,x) entwickeln 148t,

v=0

Die Summe dieser Reihe ist eine fastperiodische Funktion. Da:
aber aus (5,2) durch Mulliplikation mit e** und Differentiation
ht(x 4+ 2n)+ 7 (x+27)= he(x) — 7 (x) foilgt, so gelangen wir an fol-
gendes Ergebnis: Erweitern wir die in einem beliebigen Intervall (x,, x,)
erklarte Funktion f(x), die eine Ableitung von beschrinkter Schwankung
besitzt, von (x,, x;) aus durch folgende Vorschrift: 1. f(x) sei fiir alle
reelle Werte von x stetig, 2. es bestehe zwischen f(x-+a) und f(x) die
Differentialgleichung . '

fx+a)+f(x+a)=hf(x)—f(x) mit a=x—x,
so ist die erhaitene Funktion fastperiodisch.

Schlieilich sei bemerkt, dall wir gleichzeitig mit der hier betrach~
teten Reihe, die als Reihe der Kugelabkiihiung bezeichnet werden kann,
auch eine andere Reihe, die Fouriersche Reihe der Wiirfelabkiihlung,.
in Betracht ziehen konnen. In dieser nimmt die Rolle der Gleichung
z+ htgrnz=0 die Gleichung z—hcotgrmz=20 iiber. Die Reihe der
Wiirfelabkiihlung steht in gewisser Hinsicht in engerer Verbindung mit
der gewdhnlichen Fourierschen Reihe als die Reihe der Kugelabkiihlung..
Dies ist,zu erwarten, wenn wir bedenken, daf fiir die positiven Wur--

zeln gy, 24y, . . .vonz—hcotgnz==9 lim (i, —») =0 ausfallt, wihrend:
o . N
fiir die Folge w,, &,, ... lim (,u,,—az)==? gilt.

(Eingegangen am 10. Mdrz 1943.)




