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Uber den Minimalkreisring einer Eilinie.

Von STEPKEAN VINCZE in Budapest.

Es bedeute K eine geschlossené konvexe Kurve, und G das von
der Kurve K begrenzte abgeschlossene Gebiet. Ist P ein Punkt von G
und Q ein variabler Punkt von K, so erreicht die Funktion R(P)=

max PQ ihr Minimum R, in einem einzigen Punkte P von G. Dleser
Q

Minimalwert R, ist der Halbmesser des Umkrelses von K. Die Funktlon
f(P)-mm PQ erreicht ihr Maximum 7, entwedex in einem Punkte,

oder in solchen Punkten von (G, die ein geschlossenes Geradenstiick
bilden. Diese Punkte sind die Inkreismittelpunkte von K.

Wir nénnen die Funktion o(P)=R(P)—r(P) Oszillation der
Kurve in Bezug auf den Punkt P, das Minimum von o(P) in G — d. h.
die Breite des die Kurve K bedeckenden Minimalkreisringes — Abwei-
chung der Kurve vom Kreis'). Beziiglich der Oszillation gilt der folgende

Satz 1. Die Oszillation o(P) ist im Gebiet G konvex im Sinne,

dafi o(P)-- O(PH—O(P) 27 st wobei P den. Mittelpunkt der in G liegen-

den Strecke P,P, bedeutet.

In 1 geben wir fiir diesen Satz einen einfachen Beweis. Als eine
Anwendung dieses Satzes geben wir in 2 einen neuen Beweis fiir die
von BONNESEN und KriTikos bewiesene Unizitdit des Minimalkreisrin-
ges?): Die Oszillation erreicht ihr Minimum in G in einem em21gen
Punkt, und zwar im Inneren von G.

In 3 beweisen wir die Sitze:

Satz 2. Wenn R und r die Halbmesser des Mmzmalkrezsrmges
R, und r, den Um- bzw. Inkreishalbmesser bezeichnet, so ist

1) Auf derartige, das Minimum der Variation betreffende Probleme hat mich
Herr Professor L. Feyir aufmerksam gemacht; ich bin ihm dafiir sehr verbunden.

%) T. BoNxeseN, Uber das isoperimetrische Defizit ebener Figuren, Math.
Annalen, 91 (1924), S. 252—268; N. Kmirmigos, Uber konvexe Flichen und
einschlieBende Kugeln, Math. Annalen, 96 (1927), S. 583 —586.
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2 1/3 - ' {
RléR\*3 Ru) f.-s;f>-§—r,-.
Diese Abschitzungen sind genau.

Satz 3. Bedeutet 6 den Abstand des Minimalkreisringmittelpunktes
von einem Inkreismittelpunkt, so gilt

e R,
= RI‘+6
Aus dem Satz 2 ergibt sich folgende Ungleichung fiir die Abwei-
chung der Kurve vom Kreis:
2! i
3 R,,—--*z—-l';. »
Zum Schlusse beweisen wir in 4 einige Sitze iibef Integralmittel-
werte. Es bedeute r.(p) den Abstand eines Punktes P des Gebietes G
von einem Punkte Q der Kurve K, fiir die die Halbgerade PQ mit

einer festen' Richtung den Winkel ¢ bildet. Es gilt der
2

" Satz 4. Die Funktion u(P)~'-~ - Ir, (p)do ist im Gebiet G kon-
0
kav und nimmt darin ihr Maximum in einem einzigen Punkte an.
Wenn wir dagegen den Abstand r,(s) eines Punktes P von
einem variablen Punkt der Kurve K als Funktion der Bogenlinge s
betrachten, wo s zwischen O und der Linge L von K variiert, so
gilt der

R,—r, ;R—r < —

L

Satz 5. Die Funktion v(P)= —Z—J rp,(s)ds ist in G konvex und
0 .
nimmt dort ihren minimalen Wert in einem einzigen Punkt an.
1. Es sei § ein Punkt auf K mit maximalem Abstand vom Mittel-
punkt P, der beliebigen Strecke P,P,. Dann besteht die Ungleichung
2P,S=<P,S+P,S, in der das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn

S auf die Verldngerung der Strecke P, P, fallt. Wegen R(P)—«max PQ
ergibt snch daraus

2R(P)=2P,5:=P,5 S+P P.S=R(P)-+R(P).

Die Funktion R(P) ist also in der ganzen Ebene konvex.
Setzen wir nun voraus, daf P,P, in G liegt und bezeichnen mit
S emen Punkt auf K, dessen Abstand von P, minimal ist. Ziehen wir

aus P, und P, die mit dem Vektor P SQ gleichgerichteten Halbgeraden.
und nennen ihre Schnittpunkte mit K S, und S,, so gilt, wegen der
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Konvexitit von K, 2P,S,=P,S,+ P,S,, woraus sich 2r(P)y=r(P)+
+ r(P,) ergibt. Dies bedeutet, daB r(P) in G konkav ist. '

Aus diesen Tatsachen folgt unmittelbar die Konvexitit von o(P) =~
R(P)—r(P) in G. '

Bezeichnet M bzw. m das Minimum von o(P) auf der Kurve K
bzw. im Gebiet G und ist ¢ eine Konstante fiir die m<c<M gilt, So}
folgt aus der Konvexitit von o(P), daB die Punkte von G, fiir die
o(P) ==c gilt, eine konvexe Kurve bilden. Da auf K o(P)==R(P), fillt
K dann und nur dann mit einer Kurve o(P)—Konst. zusammen, wenn
sie konstanter Breite ist.

Da R(P) in der ganzen Ebene konvex ist, so sind die Kurven
R(P)==c fiir alle zulidssigen Werte der Konstante ¢ konvex. Dies trifft
fir die Kurven o(P)==¢ im allgemeinen nicht zu. Dies folgt schon
daraus, daB o(P) sein Minimum fiir die ganze Ebene im allgemeinen
nicht in G erreicht. Fiir ein rechtwinkliges Parallelogramm, dessen

Seitenverhiltnis ~Z— klein ist, ist das Minimum m von o(P) in G unge-

fahr gleich—a—, wihrend beziiglich der ganzen Ebene lim inf o(P)=-b

ausféllt. In diesem Fall besitzt die Kurve o(P)=m in G einen isolier-
ten Punkt. '

2. Zum Beweis der Unizitit des Minimalkreisringes zeigen wir
zunichst, daB ein Punkt O des Gebietes G, in dem o(P) ihr Minimum
erreicht, notwendigerweise im Inneren von G liegt. Fallt ndmlich O auf
den Rand von G, so ist r(O)=0 und 0(O)=max OQ. In diesem Fall
fallt aber der Punkt O mit dem Mittelpunkt O’ des Umkreises C, zusammen.,

Wire namlich O von O verschieden, so wire wegen der Unizitit
des Umkreismittelpunktes

0(0) =R(0')-+r(0) < R(0) = R(0) —r(0) =0(0).

Die Kurve fiilt daher in den durch die Stiitzgerade g des Punktes
O begrenzten Halbkreis des Umkreises C,. Wegen der Eigenschaft des
Umkreises hat C, mindestens zwei gemeinsame diametrale Punkte mit
K, namlich die Schnittpunkte 7 und 7° von g mit C,. Auf der nach
dem Inneren von K gerichtete Normale der Stiitzgerade im Punkt O
gibt es einen Punkt N so, daf der Kreis um N mit. dem Halbmesser
NO ganz im Inneren von G liegt. Im Dreieck NOT gilt also die
Ungleichung

o(N)=NT—NO < OT==0(0),
die unserer Annahme widerspricht.

Wir nehmen nun an, o(P) erreiche ihr Minimum in zwei verschie-
denen inneren Punkten O, und O,. Dann gilt wegen der Konvexitat
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von o(P) fiir den Mittelpunkt O der Strecke 0,0;: 0(0) = 0(0,) = 0(0,)-
Dies kann aber nur fiir solche Punkte vorkommen, fiir die

2R(0) =208 = 0,5+ 0,5 == R(0,) + R(0,)

ausfillt, wobei S einen Punkt auf K mit maximalem - Abstand von O
bezeichnet. Daraus folgt, dafi einerseits S auf die Verldangerung der
Strecke O, O, fillt und andererseits S ein Punkt von K ist, der von beiden
Punkten O, und O, einen maximalen Abstand besitzt. Dies bedeutet,
daB etwa im Fall R(O,) < R(0.) die Differenz R(O0,)—R(0,)= 0,0,
ausfillt. Aus 0(0,) = 0(0,) folgtdaher r(0,)—r(0,) = 0,0,. Die Kreise,
die man mit maximalen Halbmessern um O, und O, in K zeichnen
kann, beriihren sich also vom innen. Der Beriihrungspunkt S’ liegt auf
der Geraden O,0, in der Reihenfolge O,0,S’S. Da aber der vom innen
beriihrende Kreis auch einen gemeinsamen Punkt mit K hat, fallt §” auf
die Kurve. Zwei verschiedene Punkte S und S von K konnen aber
nicht in dieselbe Richtung von den inneren Punkten O, und O, fallen.
Aus diesem Widerspruch folgt die Unizitat.

3. Wir bezeichnen den Mittelpunkt des Minimalkreisringes mit O,
seinen dufieren bzw. inneren Kreis mit C, bzw. C, und den Halb-
messer von C, bzw. C, mit R bzw. r. Filit O mit dem Mittelpunkt
O, des Umkreises C, zusammen, so ist R,==R. In jedem anderen Fall
ist R, <R.

Es sei 4-=0,0 der Mittelpunktabstand der Kreise C, und C,, A
und B die Schnittpunkte dieser Kreise. Derjenige Bogen AB von C,,
der aufierhalb der Kreisfliche C, liegt, ist kleiner als ein Halbkreis,
weil die gemeinsamen Punkte von C, mit K auf einem Bogen liegen,
der grofer ist als ein Halbkreis. Wir machen nun von der Bonne-
senschen Eigenschaft?) des Minimalkreisringes Gebrauch. Es gibt nach
dieser vier Punkte von K, die beim Durchlaufen von K in einer Richtung
abwechselnd auf C, und C, fallen. Der Minimalkreisring wird durch diese
Eigenschaft eindeutig bestimmt. Auf dem in C, liegenden Bogen AB
von C, liegen demnach mindestens zwei Punkte A’ und B’ der Kurve
K und zwischen A’ und B’ liegt mindestens ein mit C, gemeinsamer
Punkt D" von K. Wenn die Gerade OO, die Sehne AB im Punkt D
trifft, so liegt O, zwischen O und D. Es gilt hiermit

r=0D=4+0,D.
Da anderseits C, in das Innere von C, fillt, so ist
r<=R —4.

3) Siehe BONNESEN, a. a. O. 2), insb. S. 257,
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Aus diesen zwei Ungleichungen folgt
. A+0D<r<R,—..
Ferner gilt AD’~=AO0*— 0D’ =A0?’—0,D% d. h.
R*—(4+0,D)'= R2—0,D’,
‘woraus sich ~ '
R'=R+4'4240,D = R/—4"+24(4+0,D)
ergibt. Nach der obigen Ungleichung 4+ 0,D<R,— 4 gilt also
R<R—FL21R~—4) RE424R,—34.
Die rechte Seite dieser Ungleichung ist bei festem R, fiir ==
\ Ll
3

R,
3

am groBten. Es gilt also R°:=— R?, womit die erste Ungleichung in

Satz 2 bewiesen ist.

Wir zeigen nun, dab in der soeben bewiesenen Ungleichung das
Gleichheitszeichen bestehen kann. Betrachten wir die konvexe Hiille
der Strecke AB und desjenigen Kreises vom Mittelpunkt O und vom

-
lTZA‘B, der die Strecke AB in ihrem Mittelpunkt D
beriihrt. Da der Kreisring mit dem Mittelpunkt O und mit den Halb-
messern r==0D, R==0A der Bonnesenschen Eigenschaft des Minimal-'

Ve
1—49 AB der Halbmesser vom grofie-
ren Kreis des Minimalkreisringes von dem betrachteten Gebiet. Andererseits
s
gilt fiir dieses Gebiet — wie leicht einzusehen ist — R,,=%r=§ R,

Halbmesser r-=

kreisringes gentigt, so ist R=0A =

w. z. b. w. :

Wenden wir uns nun zur Abschitzung von r zu! Nach der Bonnesen-
schen Eigenschaft des Minimalkreisringes hat C, mindestens zwei solche
gemeinsame Punkte mit K, die zwei gemeinsame Punkte von C, mit
K trennen. Betrachten wir die Stiitzgeraden von C, in diesen zwei
Punkten. Diese Stiitzgeraden sind Tangenten des Kreises C, und folglich
auch der Kurve K. Wenn diese zwei Stiitzgeraden parallel sind, so
ist r=r,. Im Falle r <r; schneiden sich die Stiitzgeraden im AuBeren
oder am Rande des Kreises C,. Es bezeichne (<) den Winkel des
von den Stiitzgeraden gebildeten Winkelraumes, der die Kurve enthilt.
Die gemeinsamen Tangenten der Kreise C, und C; bilden einen Winkel
@ < e und somit fillt ihr Schnittpunkt E in das Aufiere von C,.

Es sei O, der Mittelpunkt des Inkreises C; und OO, = 4. Dann gilt

EO

r; EO\+0"'
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Wegen EO =R folgt daraus

r R R l
© _2_—__ o
n=R¥s” 2R
womit auch die zwexte Unglelchu ng im Satz 2 dargetan ist. Aus der
R

soeben bewiesenen Unglenchung —=

r, R+9
auch der Satz 3.
Das Beispiel eines gleichschenklingen Dreiecks, dessen Schenkel
im Verhdltnis zur dritten Seite groB sind, zeigt, daf r beliebig nahe

fo]gt ferner wegen R=R,

zum Wert %r,- kommen kann. :

4. Es seien P, und P, zwei beliebige Punkte des Gebietes G, P,
der Mittelpunkt der Strecke P,P,. Wenn S, ein beliebiger Punkt der
Kurve K ist, so gilt die Ungleichung
wo S, und S, die Schnittpunkte der aus P, und P, ausgehenden, zu
dem Vektor FT(,:S"O parallelen Halbgeraden mit der Kurve K sind,.Da das
Gleichheitszeichen hier nur dann bestehen kann, wenn S, S, und S, auf
einer Gerade liegen, so gibt es offenbar einen Bogen auf K so, dab
fiir einen Punkt S,, der auf diesem Bogen liegt, das Zeichen > besteht.
Bilden wir den Integralmitteiwert fiir simtliche Richtungen, so erhalten

N . u(P) 4+ u(Py) . . .
wir die Ungleichung u(P)>——F———, die die Konkavitit von

u(P) und zugleich die Unizitit des Maximumpunktes ausspricht.

Den Satz 5 gewinnen wir aus der Ungleichung
PS+P.S

2 P
wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn S auf die Gerade PP,
fallt. Das kommt aber fiir mehr als zwei Punkte der Kurve K nur dann
vor, wenn K eine Strecke enthilt und P,P, auf dieser liegt. Wenn S
auf dem Komplementbogen dieses geradlinigen Kurvenstiickes liegt, dann

besteht das Zeichen <. Es folgt daraus »(P,) < WM, womit

R

auch der Satz 5 bewiesen ist.

(Eiﬁgegangen am 31. Dezember 1941.)



